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El problema didactico del calculo diferencial elemental como
confluencia de tres lineas de investigacion desarrolladas en el ambito
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Abstract. This paper aims to show how the didactic problem of elementary differential calculus connects and
develops three research lines deeply interrelated and resulting from various emerging works of the anthropological
theory of the didactic (ATD). As a result of this confluence it arises a proposal for a possible rationale for the study of
elementary differential calculus at the beginning of the Portuguese university education.

Resumen. Esta comunicacion tiene como objetivo mostrar hasta qué punto el problema didactico del célculo
diferencial elemental entronca y desarrolla tres lineas de investigacion profundamente relacionadas entre si y
resultantes de diversos trabajos emergentes de la teoria antropoldgica de lo didéactico (TAD). Como resultado de esta
confluencia surge una propuesta de una posible razén de ser para el estudio del célculo diferencial elemental en el
inicio de la ensefianza universitaria portuguesa.

1. Introduccidn

Este articulo se ubica en el nivel educativo entre la Ultima etapa de la ensefianza secundaria y el
principio de los estudios universitarios del sistema educativo portugués, aunque las conclusiones
a las que llegaremos no estan forzosamente circunscritas a este espacio institucional.

Trataremos el problema didactico del célculo diferencial elemental (CDE) y, en particular, la
razén de ser de dicho dmbito de la actividad matematica escolar, esto es, las cuestiones que,
para ser respondidas, requieren de manera imprescindible del CDE y de las tareas que s6lo
pueden llevarse a cabo (de manera fiable y econdémica) con el concurso de las técnicas y
tecnologias que forman parte del CDE. Se trata, en consecuencia, de las cuestiones y las tareas
que dan sentido al estudio de dicho &mbito en la institucion de referencia.

En este trabajo, denominamos «célculo diferencial elemental» (CDE) al &mbito de la
organizacion matematica escolar que bajo el nombre de «célculo» se imparte habitualmente en
la Gltima etapa de la ensefianza secundaria y en el primer curso universitario de diferentes
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grados del sistema educativo portugués, espafiol y de otros muchos paises (célculo diferencial e
integral con funciones de una variable).

Hemos de distinguir entre la razén de ser «oficial» que la institucion escolar estipula para el
CDE (las funciones que le asigna) y otras posibles razones de ser alternativas. Puede darse el
caso que, en base a una investigacion didactica relativa a un cierto ambito de la actividad
matematica, se sienta la necesidad de postular una razén de ser distinta de la que le asigna el
curriculo oficial, lo que comportara la necesidad de modificar profundamente las cuestiones y
las tareas que se suponia que daban sentido a dicho &mbito de la actividad matematica escolar
(en una institucion determinada). Esta razon de ser alternativa provocard, inevitablemente, una
reformulacion de la estructura de dicho &mbito y de su relacion con el resto de las
organizaciones matematicas escolares. Ello puede interpretarse como la asignacién de una
nueva razon de ser a cierto ambito de la matemética escolar, por parte de un modelo
epistemoldgico de referencia (MER) alternativo al modelo epistemol6gico dominante en la
institucion en cuestion.

Digamos, por ultimo, que la razon de ser de un &mbito de la actividad matemaética, en una
institucién determinada, no tiene por qué ser Unica puesto que, entre otros motivos, diferentes
razones de ser de un mismo ambito pueden situarse en diferentes areas o sectores de la
matematica escolar. Asi, por ejemplo, la razén de ser del algebra lineal que forma parte del
primer curso de multiples grados universitarios, puede situarse en el &ambito de las geometrias
lineales, de la estadistica o de la programacion lineal, entre otros. Ademas, dentro de cada uno
de dichos ambitos, las cuestiones y las tareas que requieren de manera imprescindible el uso de
las técnicas del algebra lineal pueden elegirse y estructurarse de diferentes formas. Es por esta
razén que hablamos de una posible razén de ser (en lugar de hablar de la razén de ser) del
calculo diferencial elemental en el &mbito de la modelizacion funcional.

El objetivo principal de este trabajo consiste en mostrar que el problema didactico del
calculo diferencial elemental y, mas precisamente, la problemaética en torno a la razén de ser del
CDE, lejos de constituir un problema aislado, surge de la confluencia de tres problematicas que
han sido objeto de investigacion por parte de la comunidad cientifica que trabaja en el marco de
la TAD. Las tres problematicas estan relacionadas en mayor o menor grado con un fenémeno
didactico muy general que se pone de manifiesto en la rigidez, incompletitud relativa,
desarticulacion y hasta atomizacién de las organizaciones matematicas escolares que viven en
la ensefianza secundaria tanto espafiola como portuguesa y, en especial, en la relacion de dicho
fenémeno con las restricciones que inciden sobre la génesis y el desarrollo de la actividad de
modelizacién matematica en las citadas instituciones.

2. Primera probleméatica: la rigidez de la actividad matematica escolar como
restriccion al desarrollo de la modelizacion en Secundaria y Universidad

La primera y méas bésica de las problematicas que estan en el origen de nuestro problema
didactico surgié precisamente cuando se empez6 a estudiar este fendmeno didactico general
que, como hemos dicho, se manifiesta en la rigidez, atomizacién, incompletitud relativa y
desarticulacion de las organizaciones matematicas escolares que viven en la ensefianza
secundaria (espafiola y portuguesa) y las restricciones que dicho fenémeno comporta para la
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vida de la modelizacion matematica en el paso de Secundaria a la Universidad (Fonseca, 2004;
Lucas, 2010).

En particular, en el trabajo de Cecilio Fonseca (2004) se pone de manifiesto la atomizacion
de las organizaciones matematicas y la rigidez del tipo de tareas y de técnicas que los alumnos
utilizan en la ensefianza secundaria espafiola. También se muestra la ausencia escolar del
cuestionamiento tecnoldgico de las técnicas matematicas que se utilizan para realizar una tarea,
esto es, la ausencia institucional de un andlisis de su funcionamiento, en particular, del coste, la
fiabilidad y el dominio de validez de las técnicas, lo que constituye una condicién esencial para
flexibilizar la actividad matematica escolar (Fonseca, 2004; Bosch, Fonseca & Gascon, 2004).
Asi, en la ensefianza secundaria espafiola, las matematicas surgen como una secuencia de
conocimientos puntuales que consisten basicamente en aplicar técnicas predeterminadas a un
cierto tipo de problemas, después de una presentacion teorica descriptiva por parte del
profesorado. En esta presentacion pocas veces se cuestiona la necesidad de justificar la técnica
utilizada para llevar a cabo la actividad matematica, ni tampoco, cual es el dominio de validez
de dicha técnica.

Posteriormente en Catarina Lucas (2010) y Catarina Lucas, Cecilio Fonseca, Josep Gascon y
José Casas (2014a, 2014b) se muestra hasta qué punto y en qué sentido el fenémeno didactico-
matematico de la desarticulacion, rigidez e incompletitud de las organizaciones matematicas
escolares es generalizable més all& de las instituciones escolares espafiolas y, en particular, a la
ensefianza secundaria portuguesa.

De una forma general, los datos empiricos obtenidos en ambos estudios ponen de manifiesto
que la atomizacion, la rigidez y la consiguiente incompletitud de las organizaciones
matematicas de la ensefianza secundaria constituyen un fendmeno didactico relativamente
independiente del profesor y de la cultura pedagégica del alumno. Incluso las diferencias mas
significativas entre las respuestas de los estudiantes de Espafia y de Portugal (y que, en todo
caso, son marginales) se explican principalmente a partir de diferencias en los curriculos y en
los libros de texto de los dos sistemas escolares. El analisis de los resultados nos permite
concluir que hay una relacion directa entre la baja frecuencia de determinadas tareas en los
libros de texto y el pobre porcentaje de respuestas correctas de los estudiantes a los items
relacionados con dichas tareas. Observamos asi que alumnos con culturas, sociedades y
tradiciones distintas y también, con niveles de ensefianza diferentes, manifiestan un
comportamiento similar al contestar un cuestionario que pretende analizar el grado de
incompletitud y atomizacion de ciertas organizaciones matematicas, lo que nos lleva a creer que
el tipo de actividad matematica que se propone en los sistemas escolares de Portugal y de
Espafia tiene muchos rasgos comunes. El rasgo comin mé&s importante, que puede ser
considerado como una consecuencia de la rigidez de las organizaciones matematicas escolares,
es la baja frecuencia de situaciones de modelizacion en los libros de texto y, consecuentemente,
la dificultad del alumnado para responder a las cuestiones que envuelven la construccién y la
manipulacion de modelos que traduzcan situaciones reales. El principal indicador del grado de
completitud relativa de una praxeologia matematica local lo constituye precisamente la
existencia de tareas matematicas “abiertas”. Su importancia como indicador de la completitud
proviene del hecho de que la existencia de tareas abiertas presupone cierto grado de
flexibilidad de las técnicas y, ademas, implica que las organizaciones matematicas puntuales han

466 Educ. Matem. Pesq., Séo Paulo, v.21, n.4, pp. 464-479, 2019



alcanzado cierto grado de articulacion. No obstante, observando los resultados empiricos, tanto
de los libros de texto como del cuestionario, concluimos gque las organizaciones matematicas
escolares analizadas no satisfacen ninguno de los indicadores de completitud relativa descritos
en Marianna Bosch, Cecilio Fonseca y Josep Gascon (2004, p. 215-220). En consecuencia,
podemos afirmar gque su estructura no presenta las condiciones necesarias para llevar a cabo la
exploracion de tareas abiertas con la posibilidad de perturbar el sistema inicial, modificando los
valores asignados a los datos mediante la inclusion de nuevos datos que jueguen el papel de
parametros. Esta situacién provoca restricciones ecolégicas que hacen prever obstaculos
importantes para el desarrollo de la actividad de modelizacion mateméatica méas alla de la
ensefianza secundaria.

El desarrollo de esta linea de investigacion provocé la emergencia de la problematica relativa
a las restricciones que dificultan el desarrollo de la modelizacién matemaética en el inicio de la
ensefianza universitaria y la necesidad de un estudio sistematico de la ecologia de la
modelizaciobn matematica en este nivel educativo. Diferentes estudios en esta direccion
(Barquero, 2009; Serrano, 2013) han permitido describir algunas de las condiciones que se
requieren para que sea posible el desarrollo de la modelizacion matematica en dicho nivel
educativo, detectando las principales restricciones que lo dificultan.

Segun Berta Barquero (2009), la forma de conceptualizar la modelizacion matematica en la
TAD, supone reinterpretar y reformular los procesos de modelizacion para situarlos dentro de
un modelo epistemolégico general de la construccion y difusion institucional de los
conocimientos matematicos. Esta reinterpretacion se basa en un andlisis epistemoldgico del
papel de la modelizacion en la actividad matemética y modifica en varios aspectos importantes
la forma en que se utiliza habitualmente la nocion de “modelizacion matematica” en el ambito
de la Educacion Matematica. En la TAD se explica la modelizacion matematica como un
instrumento de articulacion de la actividad matematica escolar (ver apartado 5).

En sintesis, estos estudios mostraron que el modelo docente habitual, que se sitia dentro del
paradigma monumentalista (Chevallard, 2013), junto al modelo epistemolégico de las
matematicas, que lo sustenta, constituyen una importante fuente de restricciones en la vida
escolar de la modelizacion matematica. Estas restricciones se manifiestan, en especial, en la
manera como desde dicho modelo epistemolégico se interpreta la relacion entre las matematicas
y las diferentes disciplinas® en las que surgen los sistemas cuyo estudio requiere que sean
modelizados mateméticamente. Dicha relacion ha sido caracterizada mediante la nocion de
aplicacionismo (Barquero, Bosch & Gascén, 2014).

La respuesta para empezar a establecer las condiciones necesarias, que posibiliten la vida
institucional de la modelizacion matematica, empieza por construir un MER estructurado como
una red de praxeologias de complejidad y completitud crecientes, cuya dinamica de desarrollo
viene guiada por procesos sucesivos de modelizacion matemética. Dicho MER asigna una
razon de ser alternativa a la modelizacion matematica, (esto es, redefine la estructura y las
funciones de la actividad de modelizacion matematica en el primer curso de ensefianza
universitaria) y ha servido de base, en cada caso, para disefiar y experimentar diferentes

5. Los datos empiricos se han obtenido en el ambito de los estudios universitarios de ciencias experimentales
(Barquero, 2009) y de ciencias econémicas y empresariales (Serrano, 2013).
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recorridos de estudio e investigacion (REI) en el citado nivel educativo (Barquero, 2009;
Serrano, 2013).

Uno de los objetivos principales de la propuesta de los REI es el de introducir en la escuela
una nueva epistemologia que se propone reemplazar el paradigma escolar monumentalista, que
se caracteriza por el inventario y la exposicion de los saberes, por un paradigma del
cuestionamiento del mundo (Chevallard, 2005), para dar sentido al estudio escolar de las
matematicas en su conjunto, transportando a la escuela una actividad de estudio mas cercana al
ambito de la investigacion.

La modelizacion matematica tiene un papel esencial en este proceso por varios motivos. En
primer lugar, la produccion de “respuestas provisionales” a la cuestion generatriz requiere la
construccién de modelos, su utilizacion y el cuestionamiento de su ambito de validez,
generando asi nuevas cuestiones que, a su vez, requieren un nuevo proceso de modelizacion.
Durante la evolucion de un REI el cuestionamiento de estas respuestas provisionales que se van
obteniendo se incorpora en todo momento a la actividad de modelizacion. Este cuestionamiento
es el motor del proceso de modelizacion y, por lo tanto, de la estructura arborescente y
articulada de los REI.

En segundo lugar, los REI permiten explicitar, institucionalizar y evaluar el proceso global
de modelizacion. Esto es posible dado que el proceso de estudio generado por los REI tiene
cierta continuidad en el tiempo, logrando superar la atomizacidn tradicional del estudio escolar
de las matematicas. Ademas, dado que el objetivo de un REI es dar respuesta a ciertas
cuestiones y no aprender (o ensefiar) ciertos conceptos establecidos a priori, el proceso de
modelizacion (que incluye las respuestas que se aportan a la cuestion generatriz y a las
cuestiones derivadas) puede considerarse como un objetivo de la ensefianza en si mismo y no
como un medio para construir nuevos conocimientos. El desarrollo de un REI supone dar
importancia tanto al proceso de estudio encarnado en una actividad de modelizacion como a la
respuesta que este genera.

3. Segunda Problemética: la desarticulacion de la relacion de proporcionalidad
respecto del resto de relaciones funcionales que aparecen en la ensefianza
secundaria

El fendbmeno general de la rigidez, desarticulacién e incompletitud de las organizaciones
matematicas de la ensefianza secundaria, descrito en la primera problematica no es un fenémeno
uniforme cuyas consecuencias puedan describirse de una vez por todas y de forma similar en
todos los casos. Por el contrario, en cada ambito de la actividad matematica este fendmeno se
manifiesta mediante caracteristicas y consecuencias especificas que dependen de los contenidos
matematicos involucrados, aunque en todos los casos estudiados hasta la fecha se ha podido
constatar que provoca restricciones de uno u otro tipo en la vida escolar de la modelizacion
matematica.

Una de las manifestaciones del citado fendmeno general en un ambito especifico de la
ensefianza secundaria obligatoria la constituye la llamativa desarticulacion de la relacion de
proporcionalidad respecto al resto de relaciones funcionales que aparecen en dicho nivel
educativo (Garcia, 2005; Garcia et al., 2006).
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Fue precisamente con el objetivo de suavizar las consecuencias didacticas de este fendbmeno
que, en Francisco Javier Garcia (2005), se construyé un MER en torno a la modelizacion de los
sistemas de variacion entre magnitudes que asigna a dicho ambito una razén de ser alternativa a
la que le estipula el sistema escolar 8. Este MER articula diferentes tipos de variacién entre
magnitudes discretas y ha servido de base para disefiar y experimentar un REI con alumnos de
cuarto curso de ensefianza secundaria obligatoria espafiola (alumnos de 16 afios).

Debido a las restricciones institucionales, los sistemas de variacion considerados en este
trabajo se restringieron al caso de magnitudes discretas, lo que implicé que la actividad
matematica generada se circunscribiera al trabajo con sucesiones y ecuaciones en diferencias
finitas elementales. Ademas, por las mismas razones, los tipos de variacion considerados se
cifieron a los que estdn caracterizados mediante determinadas condiciones elementales (de
equidad, de linealidad, de diferencias de orden n constantes, de razones constantes y de
linealidad inversa).

En sintesis, el MER construido en F. J. Garcia (2005) y en F. J. Garcia et al. (2006) articula
en una misma praxeologia matematica regional un cierto universo, previamente construido, de
tipos de variaciéon elemental entre magnitudes discretas. Y aunque dicho MER no explicita,
debido a las restricciones institucionales citadas, el paso de las relaciones entre magnitudes
discretas a las correspondientes relaciones entre magnitudes continuas, constituye una
propuesta de articulacién entre la relacion de proporcionalidad y el resto de relaciones
funcionales elementales que aparecen en la ensefianza secundaria’. Esta articulacion no se hace
simplemente en el nivel de las relaciones funcionales consideradas en abstracto, sino encarnadas
en un REI sobre los Planes de Ahorro. Dicho en otros términos, no se articula un conjunto de
funciones elementales (entre las que se encuentra la funcién de proporcionalidad) sino que se
articula un conjunto de modelos funcionales contextualizados en diferentes Planes de Ahorro,
cada uno de los cuales viene caracterizado por un tipo particular de variacion entre dos
magnitudes discretas.

Este trabajo constituye un importante antecedente del problema didactico del CDE puesto
que en este se pone de manifiesto otro aspecto del fendmeno general de desarticulacion de la
matematica escolar:

¢Existen otros dmbitos de la matematica escolar en los que se manifiesta el fendmeno de la
desarticulacién? ;Cuales son estos ambitos? ;Cémo se manifiesta? ;Hasta qué punto las
manifestaciones del fendmeno de la desarticulacion en un &mbito concreto de la matemética
escolar dependen del contenido matematico especifico? (Garcia, 2005, p. 525)
En resumen, la segunda problematica que confluye en el problema didactico del CDE surgio al
estudiar un fenémeno que puede considerarse como una manifestacion especifica del fendmeno
general descrito anteriormente y que se revela en la desarticulacion de la relacion de

6Asignar a un ambito de la matematica escolar una razon de ser diferente a la que le asigna oficialmente el sistema
escolar y hacerlo para sacar a la luz un fenémeno didactico que se pretende indagar, constituye una de las principales
funciones de los MER construidos en el marco de la TAD (Gascon, 2014).

"Dado que en la ensefianza secundaria (espafiola y portuguesa) las citadas relaciones funcionales aparecen
explicitamente como funciones reales de variable real, que pueden interpretarse como funciones entre magnitudes
continuas, el marco tedrico natural para describir, interpretar y justificar la actividad matematica que se lleva a cabo
para integrar los modelos de proporcionalidad en el universo de los modelos funcionales elementales es precisamente
la teoria de las funciones reales de variable real.
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proporcionalidad respecto al resto de relaciones funcionales que aparecen en la ensefianza
secundaria obligatoria (Garcia, 2005; Garcia et al., 2006). Para estudiar dicho fenémeno vy, al
mismo tiempo, proponer una posible direccion de cambio de la estructura de las praxeologias
matematicas involucradas, los autores citados construyeron una praxeologia matematica
regional que articula un cierto conjunto, previamente construido, de tipos de variacion elemental
entre magnitudes discretas, entre las que figura la relacién de proporcionalidad. Veremos,
ademas, que al estudiar el problema didactico del CDE se generalizan algunos de los resultados
obtenidos en F. J. Garcia (2005).

4. Tercera problemética: los niveles de modelizacion funcional como desarrollo de
las investigaciones sobre el proceso de algebrizacion y conjetura de Ruiz-
Munzon

Al profundizar en el estudio de la modelizacion funcional como desarrollo de las
investigaciones sobre el proceso de algebrizacién de la actividad matematica y para superar las
restricciones que dificultan la vida escolar de la modelizacion (en este caso se trata de la
modelizacion funcional con parametros en el paso de la ensefianza secundaria obligatoria al
Bachillerato), se construyé un MER que, ademas de ampliar el MER del algebra elemental,
contiene una sucesion de praxeologias de complejidad y completitud crecientes cuya dinamica
de desarrollo viene guiada por la progresiva asuncién de tres niveles de modelizacién funcional
(Ruiz-Munzén, 2010):

— Primer nivel: el que se materializa en modelos que se expresan mediante funciones aisladas de
una Unica variable y las correspondientes ecuaciones (e inecuaciones) asociadas;

— Segundo nivel: el que se materializa en modelos que se expresan mediante familias de funciones
de una variable y las correspondientes ecuaciones (e inecuaciones) paramétricas asociadas;

— Tercer nivel: el que se materializa en modelos que se expresan mediante familias de funciones de
dos 0 mas variables y las correspondientes férmulas asociadas.

Este MER también sirvid de base para disefiar y experimentar un REI que, en este caso,
pretende favorecer las condiciones que hacen posible el desarrollo de la modelizacion funcional
con parametros en el paso de la ensefianza secundaria obligatoria al Bachillerato.

En el desarrollo de la experimentacion de este REI se pusieron de manifiesto limitaciones
técnicas para responder a cuestiones que surgen a lo largo del proceso de modelizacion
funcional con pardmetros. Dichas limitaciones estan relacionadas principalmente con la carencia
de ciertas técnicas especificas del célculo diferencial y, especialmente, con la ausencia escolar
de determinados tipos de tareas (y, por consiguiente, de las técnicas asociadas) relativas al papel
del célculo diferencial en la construccion y el trabajo con modelos funcionales. La descripcion
de esos tipos de tareas se puede consultar en C. Lucas (2015, pp. 150-173). Se formul6 asi una
conjetura, que Illamaremos conjetura de Ruiz-Munzoén, segln la cual la «razén de ser» del
calculo diferencial, esto es, las cuestiones probleméticas que dan sentido al estudio del célculo
diferencial en la Gltima etapa de la ensefianza secundaria, deberia situarse en el ambito de la
modelizacién funcional. En concreto, Ruiz-Munzon postula:

[...] la modelizacion funcional deberia constituir la razén de ser del célculo diferencial del
Bachillerato y primeros cursos universitarios. Pero hemos de reconocer que se necesita un estudio
mas detallado para contrastar empiricamente dicho postulado lo que requerird, en particular,
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desarrollar el MER propuesto para la modelizacion algebraico-funcional de tal manera que integre
la actividad matematica elemental en torno al célculo diferencial e integral. (Ruiz-Munzén, 2010,
p. 379, volumel)

El significado de esta conjetura depende, obviamente, de lo que se entienda por calculo
diferencial y por modelizacién funcional. Si bien en la tesis en la que se basa este trabajo
(Lucas, 2015) se asume provisionalmente la caracterizacion, que se propone en Noemi Ruiz-
Munzén (2010), del desarrollo hipotético de la modelizacion funcional en tres niveles
caracterizados mediante praxeologias matematicas de complejidad y completitud crecientes. La
respuesta que proponemos al problema didactico del CDE consiste esencialmente en reformular
y ampliar de manera radical la nocion de modelizacion funcional y situar en este ambito una
posible razon de ser del calculo diferencial elemental.

5. Aportaciones del estudio del problema didactico del calculo diferencial
elemental a cada una de las tres probleméaticas

Entre las primeras aportaciones de la tesis (Lucas, 2015) hay que citar, precisamente, la
construccién del problema didactico del CDE como confluencia de las tres grandes lineas de
investigacion descritas y, consecuentemente, las contribuciones que nuestro estudio de dicho
problema aporta a cada una de dichas lineas. Asi, una vez descritas las tres problematicas que
convergen en este trabajo, formularemos la relacion que establecemos con cada una de ellas.

En lo que respecta a la tercera problematica, con el objetivo de profundizar en el significado
de la conjetura de Ruiz-Munzén, proponemos una redefinicion de la nocion de «modelizacion
funcional» (MF) que amplia en gran medida, al tiempo que detalla y precisa los tipos de tareas
gue forman parte de la actividad de MF.

Para reformular la nocién de MF, empezamos por hacer un esquema detallado de los tipos de
tareas que proponemos como componentes de los cuatro estadios del proceso de MF
(Chevallard, 1989; Gascon, 2001a):

— Primer estadio: Delimitacion o construccién del sistema a modelizar en el que se formulan

cuestiones problematicas y conjeturas.

—Segundo estadio: Construccién del modelo matematico y reformulacion de las cuestiones

iniciales en términos del modelo.

— Tercer estadio: Trabajo técnico dentro del modelo e interpretacion de este trabajo y de los

resultados en términos del sistema.

— Cuarto estadio: Necesidad de un nuevo proceso de modelizacién para responder a nuevas

cuestiones.
Ademas el esquema estd dividido en dos grandes campos: el discreto y el continuo. Asi, cuando
una determinada actividad (o tipo de tareas) esta situada sobre la linea ecuatorial significa que
ésta podra ayudar a transitar de uno al otro campo o que dicha actividad podra desarrollarse
tanto en el campo discreto como en el campo continuo.

Materializaremos este esquema del MER mediante un diagrama de actividad que
denominamos diagrama de actividad de modelizacién funcional (ver figura 1).

Las principales aportaciones del MER que se sustenta en dicho esquema son las siguientes:
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—explicitar detalladamente diferentes procesos de construccion, utilizacion y comparacion de los
modelos funcionales, la relacién entre ellos y el papel que juega el CDE en los mismos.

— tomar en consideracion las relaciones entre los modelos funcionales discretos y los continuos y,
por tanto, completar relativamente el presentado en N. Ruiz-Munzdn (2010).

— permitir trabajar inicialmente con modelos construidos a partir de datos discretos y expresados
en términos de sucesiones o de ecuaciones en diferencias finitas como paso previo a la
construccién de los modelos funcionales continuos (polinémicos, exponenciales, logaritmicos,
logisticos, etc.).

— utilizar diferentes tipos de regresion sobre datos discretos para pasar de los modelos discretos a
los modelos continuos ya sea partiendo de los datos brutos, de la tasa de variacion media (TVM) o
de la tasa de variacién media relativa (TVMR), para construir modelos funcionales que ajusten un
conjunto de datos discretos.

— justificar y evaluar el proceso de aproximacion de los modelos variacionales discretos
(formulados en términos de ecuaciones en diferencias finitas) mediante modelos diferenciales
«aproximados» continuos (dados mediante ecuaciones diferenciales).

—mostrar que, dependiendo de la naturaleza del sistema a modelizar, la aproximacion por
regresion sobre la TVM o la TVMR (sucesiones que se obtienen a partir de los datos brutos)
proporciona modelos funcionales relativamente mas ajustados y, sobre todo, con mejor capacidad
predictiva que los que se obtienen aproximando directamente los datos discretos brutos.

- poner de manifiesto la economia técnica que supone el paso de lo discreto a lo continuo
mostrando, mediante calculos explicitos, en qué sentido y para responder a qué tipo de cuestiones
las técnicas del CDE son mas econémicas que las técnicas algebraicas de la matematica discreta.
Se comprueba, por ejemplo, que cuando se trata de «controlar un modelo», esto es, prever su
comportamiento a largo plazo o construir un modelo que cumpla ciertas condiciones dadas de
antemano, las técnicas del CDE son mucho mas potentes y econémicas que las técnicas
algebraicas.

— construir y articular diferentes tipos de variacién (tanto entre magnitudes discretas como entre
magnitudes continuas) definiendo el universo de tipos de variacion que se tomaradn en
consideracién. Cada uno de estos tipos se caracterizara imponiendo condiciones (hipétesis) sobre
la TVM o sobre la TVMR (aunque estas altimas también se pueden expresar como condiciones
sobre la TVM). Se delimitard de esta forma un cierto universo de tipos elementales de variacion.

— interpretar, utilizando las técnicas del CDE, el significado de los parametros de un modelo
funcional en términos del sistema y, mas concretamente, en términos de la variacién de una
variable del sistema respecto de otra.

— utilizar el CDE para estudiar todas las propiedades locales de los modelos funcionales
construidos (que posteriormente se interpretardn en términos de las variables que definen el
sistema modelizado).

— construir con técnicas algebraicas la propia funcion modelo o bien su derivada en el caso de
partirse de datos continuos. En este ultimo caso, el modelo funcional «exacto» (que puede ser una
familia de funciones) se construye integrando una ecuacién diferencial.

— dar respuesta a una cuestion generatriz suficientemente general y relativamente ambigua en el
sentido que debe ser una cuestion formulada con “parametros” abiertos que s6lo progresivamente

deben convertirse en datos concretos.
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Asi, en este diagrama se muestra que una posible razon de ser para el estudio del CDE en el
final de la secundaria e inicio de la Universidad podra residir en la construccion de modelos
funcionales (tanto a partir de datos continuos como discretos), y su interpretacion en términos
del sistema que estos pretenden modelizar y no Unicamente en el trabajo dentro de dichos
modelos previamente construidos (dados de antemano).

De este modo, se postula que el modelo epistemoldgico de referencia propuesto sustenta la
conjetura de N. Ruiz-Munzén (2010) y supera las limitaciones técnicas para responder a
cuestiones que surgen a lo largo del proceso de modelizacién funcional con parametros que
fueron observadas en el desarrollo de su experimentacion.

En lo que respecta a la segunda problemética, el MER propuesto permite superar las
restricciones institucionales observadas en F. J. Garcia (2005) que impedian el estudio de los
sistemas de variacion de magnitudes continuas, el estudio del CDE (en particular, de las
ecuaciones diferenciales) y de otros tipos de variacion (por ejemplo, construir un modelo
exponencial a partir del conocimiento de que la TVMR sea constante). Asi, este MER permite
ampliar y relacionar la praxeologia matematica regional de tipos de variacion elemental entre
magnitudes discretas, descrita en F. J. Garcia (2005) y en F. J. Garcia et al. (2006), con una
praxeologia matematica regional de tipos de variacion elemental entre magnitudes continuas.

Por ultimo, en relacion a la primera problematica, recordemos que el problema didactico del
CDE surgi6 para estudiar el fenémeno de la desarticulacién de la modelizacién funcional
situado en el paso de Secundaria a la Universidad. Una de las manifestaciones de este
fendmeno, en el caso especifico de la modelizacion funcional, es la ausencia escolar de una
posible razon de ser del calculo diferencial elemental en este &mbito y las restricciones que esta
ausencia comporta para el propio desarrollo de la modelizacién funcional en dicho nivel
educativo.

De un modo general para seguir avanzando en el estudio del fenémeno de la desarticulacion
de diferentes dominios de la matematica escolar (como, por ejemplo, el que se da entre la
relacion de proporcionalidad y las relaciones funcionales elementales descrito anteriormente, o
bien, entre la geometria sintética y la geometria analitica (Gascon, 2001b)), hemos indagado el
fendmeno especifico de la desarticulacion escolar entre el CDE y la MF en el dltimo curso de
secundaria y primer curso universitario. Hemos empezado a analizar la evolucion histérica del
papel del CDE en la ensefianza secundaria portuguesa, el origen transpositivo de dicho
fendmeno, las condiciones que lo mantienen y sus principales consecuencias didacticas.

Por otra parte, mediante los diferentes tipos de procesos de modelizacion funcional
caracterizados en el diagrama, hemos llevado a cabo una forma particular de articular las
praxeologias matematicas escolares en torno a las principales nociones del CDE que,
mayoritariamente, se presentan como praxeologias puntuales y aparecen aisladas en la
matematica escolar.

6. Ejemplos de REI experimentados con estudiantes de Medicina Nuclear

En C. Lucas (2015) fueron construidos y experimentados diversos REI basados en el MER
representado mediante el diagrama de actividad de MF que hemos presentado en la figura 1. La
experimentacion fue llevada a cabo con estudiantes del primer afio de la Licenciatura de
Medicina Nuclear de la ensefianza universitaria portuguesa (estudiantes que ya dominaban el
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calculo de derivadas y que iniciaban el estudio de calculo de primitivas). Asi, el diagrama ha
funcionado como un «esqueleto matematico» de soporte al disefio didactico de secuencias de
actividades matematicas de modelizacion funcional que articulaban dos problemas bésicos (Pi)
de Medicina Nuclear con cinco cuestiones problematicas principales (Qi) y las correspondientes
cuestiones derivadas (Qj , Qij), con sus ampliaciones respectivas (Q'i, Q”i, Q’”%), con las
fichas de trabajo propuestas (Fi) para desarrollar las técnicas (T;) y con las respectivas respuestas
(Ri). Tal articulacién aparece descrita en el esquema de la figura 2.

6.1. REI sobre uso de radiofarmacos para diagnéstico del cancer

Partiendo de una cuestion generatriz (Qo: ¢Cdmo preparar y administrar un radiofarmaco para
diagnosticar el cancer de tiroides?) se estudié el procedimiento técnico habitualmente utilizado
en Medicina Nuclear para construir un “mapeamiento” de organos introduciendo en el
organismo de los pacientes radioisétopos artificiales (radiotrazadores) que emiten radiaciones, a
medida que se desintegran. En la preparacién del radiofarmaco surgié la necesidad de estudiar
la velocidad de desintegracion del radiois6topo asociado (Qi:¢Como varia la masa de un
is6topo radioactivo a lo largo de su desintegracion?). En cooperacion con los profesores del
Area de Medicina Nuclear, los estudiantes buscaron una respuesta a esta cuestion en articulos
cientificos, encontrando informacion relativa a datos discretos reales referentes a la
masa/actividad del Molibdenium-99/Xenon-133. En las clases de Matematica, los estudiantes ya
habian trabajado previamente la nocion de variacion entre magnitudes discretas y continuas,
técnicas de célculo de la tasa de variacion media/relativa y técnicas de derivacion. Asi,
desarrollaron una respuesta R; mediante la construccién de un modelo discreto exponencial que
describiese esos datos a partir de la formulacion de hipotesis sobre la variacion (absoluta y
relativa) de los mismos y célculo de sus diferencias finitas (modelo variacional). Para preparar
el radiofarmaco, ademas del estudio de la variacion de la masa del radioisotopo, es necesario
saber como podra variar la concentraciéon del radiofarmaco en el plasma sanguineo de un
paciente, t minutos después de su administracion (Qz). La respuesta R, a esta cuestion fue
desarrollada a partir del trabajo de un modelo continuo ya construido (modelo exponencial,
racional o definido a trozos). Se utilizaron herramientas del CDE para estudiar su
comportamiento, formular nuevas hipotesis y ampliar el sistema inicial para comparar la
evolucion de la concentracion del radiofarmaco en dos o més organismos diferentes (Q ). La
construccién de la respuesta R, envuelve técnicas relativas al estudio de familias de modelos
funcionales y, por lo tanto, requiere la introduccion de parametros.

Por otro lado, en el caso de conocerse de antemano un modelo sencillo (polinémico,
trigonométrico, exponencial o logaritmico) que describa la velocidad de concentracién del
radiofarmaco en el plasma de un paciente a lo largo del tiempo, ¢cémo se podra descubrir un
modelo que represente su concentracion? (Q’’»+Qs). Para dar respuesta a estas cuestiones
surgio la necesidad de estudiar la nocion de antiderivada de una funcion y las técnicas de
calculo de primitivas inmediatas para resolver una ecuacion diferencial elemental que consiste
en integrar el modelo algebraico-diferencial para obtener el modelo algebraico-funcional.

Para trabajar el modelo construido y responder a ciertas cuestiones méas concretas surgio la
necesidad de introducir la nocion de integral definida. Al ampliar la situacion inicial cambiando
el tipo de modelo que describe la velocidad de concentracion del radiofarmaco en el plasma por
un modelo un poco mas complejo (de integracion no inmediata) surge la necesidad de estudiar
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nuevas técnicas tales como la técnica de calculo de primitivas por partes, por sustitucion o por
fracciones simples. Este desarrollo del proceso de MF muestra que una de las razones de ser del
calculo integral, en el primer afio de la Universidad, consiste en facilitar la construccion de
modelos funcionales a partir de modelos diferenciales (datos continuos).

6.2. REI sobre la evolucion de casos de cancer de tiroides

Tomando ahora una ampliacién de la cuestion problematica inicial Qo para estudiar la evolucion
temporal de los casos de cancer de tiroides en nifios y jovenes de Bielorrusia después del
accidente de Chernobil (Qa), se tomaron datos reales discretos de un informe cientifico y se
buscé construir un modelo funcional que describiese esos datos. Dado que los datos discretos no
cumplian ninguna de las hipoétesis relativas a los tipos elementales de variacion de magnitudes
se construyd una respuesta R4 cristalizada en un modelo continuo a partir de técnicas de
regresiones automaticas con GeoGebra. Al trabajar dicho modelo para hacer previsiones del
nimero de casos para los afios siguientes y al interpretar dichos resultados en términos del
sistema, se llegd a conclusiones absurdas que condujeron a la necesidad de efectuar un
cuestionamiento de las técnicas matematicas utilizadas.

Para contrastar la hipdtesis segun la cual las regresiones aplicadas a datos variacionales
proporcionarian modelos mas ajustados y con mejor capacidad predictiva que los modelos
obtenidos a partir de las regresiones sobre los datos brutos, se experimentaron regresiones sobre
los datos de la TVM vy de la TVMR. Sin embargo, con este conjunto de datos no fue posible
verificar la hipétesis. Asi, para averiguar si esta dependia de la naturaleza del fenémeno
modelizado, se parti6 de una nueva cuestion problematica (Qs: ¢ Cémo describir la propagacion
de los efectos genéticos de las radiaciones ionizantes y la repercusion en las generaciones
siguientes al accidente de Chernobil?) y se estudié un nuevo sistema con nuevos datos sobre los
cuales se experimentaron técnicas de regresion sobre los datos brutos, sobre los datos de la
TVM vy sobre los datos de la TVMR. Mas concretamente, la respuesta Rs se basd en la
construccion de un modelo continuo a partir de datos discretos y en el trabajo para prever la
evolucion del impacto de esos efectos genéticos en las generaciones futuras. En este caso si que
se verificd la hipétesis, lo que sugiere que esta depende efectivamente del tipo de fenémeno
modelizado.

Al final se compard la economia de las técnicas discretas (diferencias finitas) con la
economia de las técnicas del CDE (derivada, integral) en la construccion y manipulacién de
modelos funcionales constatando la mayor economia del CDE en comparacion con las técnicas
algebraicas de resolucién de ecuaciones en diferencias finitas, lo que constituye una de las
justificaciones del paso del campo discreto al campo continuo en los procesos de modelizacién
funcional.

En C. Lucas (2015, cap. V) se describe detalladamente en qué medida se ha utilizado el
paradigma del cuestionamiento del mundo con los estudiantes universitarios, qué tipo de
responsabilidades han asumido los mismos al realizar la actividad matemética necesaria para dar
respuesta a la cuestion generatriz y a las cuestiones derivadas, qué tipos de medios y media se
han utilizado para llevar a cabo el proceso de estudio, a qué tipo de condiciones y restricciones
se ha tenido que enfrentar el profesor en la direccion del proceso, qué tipo de debilidades se han
encontrado en el desarrollo de los procesos de estudio.
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hemos llevado a cabo muestra que la

asimismo, algunas de las restricciones que dificultan en una u

mas concretamente, en un primer curso de Medicina Nuclear. Dicho
estudio del fendmeno didactico general de la rigidez, incompletitud

Figura 2. Articulacion de los procesos de estudio de los dos problemas basicos de Medicina Nuclear.

7. Conclusién

El anélisis a posteriori de la experimentacion que

redefinicion de la MF que dicho MER propone y la consiguiente razén de ser que asigna al CDE

en dicho ambito,

constituyen condiciones que favorecen la vida de la MF en el inicio de la

taria y,

ensefianza universi

analisis ha puesto de manifiesto,

otra forma el desarrollo normal de dicha actividad. Estos resultados deben considerarse, como

hemos dicho, un aporte al

Educ. Matem. Pesq., Séo Paulo, v.21, n.4, pp. 464-479, 2019



relativa y desarticulacion de las organizaciones matematicas escolares (Fonseca, 2004; Lucas,
2010) vy, sobre todo, a la relacién de dicho fendmeno con las restricciones que inciden sobre la
génesis y el desarrollo de la actividad de modelizacion matematica (Barquero, 2009; Serrano,
2013) que, en nuestro caso, se refiere especificamente a la modelizacion funcional (MF),
desarrollada con ayuda del célculo diferencial elemental, en un primer curso de estudios
universitarios.

Se pone asi de manifiesto que la confluencia y consiguiente articulacion de los resultados
obtenidos en diferentes lineas de investigacion asociadas a diferentes problematicas y
relacionadas con fendmenos concomitantes, permite aumentar el conocimiento de dichos
fendmenos y, al mismo tiempo, plantear nuevos problemas méas profundos. Esta constatacion
indica la necesidad de superar el tradicional aislamiento de las conclusiones que se desprenden
de las diferentes investigaciones didacticas que tratan sobre un mismo tema (por ejemplo sobre
el célculo diferencial elemental) y que es fruto, en gran medida, del correspondiente aislamiento
de las problematicas que se plantean.
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