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Niveis de desenvolvimento do pensamento algébrico de estudantes dos
anos finais do ensino fundamental: o caso dos problemas de partilha

Developmental levels of algebraic thinking of students in the final years of
elementary school: the case of problems of sharing
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Resumo

Este artigo tem por objetivo identificar o nivel de desenvolvimento do pensamento
algébrico de alunos dos anos finais do ensino fundamental em relagéo aos problemas de
partilha. Participaram da pesquisa 343 alunos de duas escolas da cidade do Recife. Cada
estudante resolveu um teste composto por seis problemas de partilha. Os resultados
indicam que a escolarizagéo tem uma forte influéncia no desenvolvimento do pensamento
algébrico, uma vez que no 6° ano do ensino fundamental temos 30% dos alunos no nivel
0, enquanto no 9° ano temos apenas 7%. No nivel incipiente do pensamento algébrico, o
nivel 1, o percentual passa de 50% no 6° ano para 27% no 9° ano. Além disso, temos um
aumento consideravel de alunos no nivel de pensamento algébrico consolidado, o nivel
3, passando de 6% no 6° ano para 55% no 9° ano.
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Abstract

This article aims to identify the level of development of algebraic thinking of students in
the final years of elementary school in relation to the problems of sharing. A total of 343
students from two schools in the city of Recife participated in the study. Each student
solved a test consisting of six problems of sharing. The results indicate that schooling has
a strong influence on the development of algebraic thinking, since in the 6th grade of
elementary school we have 30% of students in level O, while in the 9th grade we have only
7%. At the incipient level of algebraic thinking, level 1, the percentage changes from 50%
in the 6th grade to 27% in the 9th grade. In addition, we have a considerable increase in
the number of students in the level of consolidated algebraic thinking, level 3, going from
6% in 6th grade to 55% in 9th grade.

Keywords: School algebra; Algebraic thinking; Problems of sharing.

! Doutor em Ensino de Ciéncias e Matematica — UFRPE, professor do Departamento de Educacédo da
UFRPE, e-mail: jadilsonalmeida@hotmail.com

2 Doutor em Sciences de L'education — Université de Paris X — Franca, professor da UFPE, e-mail:
marcelocamaraufpe@yahoo.com.br

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.21, n.3, pp. 167-187, 2019



Introducéo

Muitas pesquisas sdo realizadas com o proposito de entender o desenvolvimento do
pensamento algébrico em criancas. Essas pesquisas vém mostrando a necessidade de
diversificar as atividades propostas aos estudantes com o intuito de desenvolver esse
raciocinio matematico (BORRALHO; BARBOSA, 2011; PONTE; VELEZ, 2011;
SILVA; SAVIOLLI, 2012).

Entretanto, para fazer o aluno desenvolver o pensamento algébrico, além de o professor
ter o dominio de situa¢fes que levem a isso, acreditamos que seja necessario saber em
que nivel de desenvolvimento o aluno se encontra. Se o professor propuser situacdes que
necessitem de um nivel de desenvolvimento muito avancado para alunos que estejam em
um nivel basico, essas situacdes, provavelmente, ndo ajudardo no desenvolvimento do
pensamento algébrico desses alunos, ja que eles ndo conseguirdo respondé-las.

A partir desse cenario surgiu o interesse em responder, neste artigo, a seguinte questao:
qual o nivel de desenvolvimento do pensamento algébrico de alunos dos anos finais do
ensino fundamental ao resolverem problemas de partilha?

Resolvemos escolher um tipo de situacdo, os problemas de partilha de quantidade, em
razdo de estes serem, de acordo com Almeida e Camara (2014), os problemas mais
propostos nos livros didaticos brasileiros para o ensino de equac¢des polinomiais do 1°
grau.

Mas como saber qual o nivel de desenvolvimento do pensamento algébrico dos
estudantes? Algumas pesquisas, como a de Fiorentini, Fernandes e Cristovéo (2005), a de
Godino, Aké, Gonzato e Wilhelmi (2014), e a de Almeida (2016), propdem modelos que
possibilitam a identificacdo do nivel do pensamento algébrico de alunos. Porém, para esta
pesquisa, utilizaremos o modelo proposto por Almeida (2016), uma vez que ele foi
elaborado tendo como base, para a defini¢do dos niveis de desenvolvimento, a estratégia
adotada pelo aluno e, para a definicdo dos subniveis, o grau de complexidade dos

problemas de partilha.
Problemas de partilha

Um problema de partilha se caracteriza por ter uma quantidade total conhecida que é
repartida em partes desiguais e desconhecidas (MARCHAND; BEDNARZ, 1999).

Podemos visualizar um problema desse tipo no exemplo a seguir: “Alan, Bruno e Carlos
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tém, juntos, 120 figurinhas. Bruno tem o dobro de figurinhas de Alan e Carlos tem 40

figurinhas a mais que Alan. Quantas figurinhas tem cada um?”

Para o estudante realizar a conversio® do enunciado desse problema em linguagem natural
para a equacdo, em linguagem algébrica, é necessario estabelecer relagcdes entre as
informacdes, entre os dados colocados no problema. Nesse caso, o aluno pode indicar,
por exemplo, a quantidade de figurinhas de Alan por X. Como Bruno tem o dobro de
figurinhas de Alan, ele deve representar sua quantidade por 2X. Ja a quantidade de
figurinhas de Carlos devera ser representada por X + 40, ja que Carlos tem 40 figurinhas

a mais que Alan. Chegando, por fim, a equagdo “X + 2X + X + 40 = 120".

Esse tipo de problema foi estudado por Marchand e Bednarz (1999), os quais
identificaram algumas variaveis ligadas as relac6es envolvidas que podem influenciar no
rendimento dos alunos: o nimero de relacdes (1, 2, ...), a natureza das relagdes (aditivas
ou multiplicativas) e o encadeamento das relacdes (fonte, composi¢do ou pogo).

Em nosso estudo, fixamos o nimero de relag6es em duas, variando a natureza das relagdes
e 0 encadeamento. A natureza das relacOes diz respeito as operacdes entre elas. Assim, a
sentenca “zem o dobro” é de natureza multiplicativa; por outro lado, a sentenca tem “40
a mais” € de natureza aditiva.

Quanto ao encadeamento das relagdes, os problemas de partilha podem ser do tipo fonte,
composicao ou po¢o. No encadeamento tipo fonte, as relagdes séo originadas em fungéo
de apenas uma grandeza. O problema de partilha supracitado exemplifica o encadeamento
tipo fonte, uma vez que Alan ¢ a “fonte” das relagdes com Bruno e Carlos.

Quando o encadeamento é do tipo composic¢do, as relacdes sdo estabelecidas seguindo
uma sequéncia, como ilustra o seguinte problema: “Marta, Rafael e Ana tém, juntos, 270
chaveiros. Rafael tem o dobro do nimero de chaveiros de Marta, e Ana tem o triplo do
namero de chaveiros de Rafael. Quantos chaveiros tem cada um? ”. Nesse caso, Marta é
a “fonte” da relagdo de Rafael, que por sua vez ¢ a “fonte” da relagdo de Ana.

Ja nos problemas com encadeamento tipo poco, as relagbes convergem para uma das
personagens do problema, como mostra o exemplo: “Ana, Julia e Maria tém, juntas, 180
selos. Julia tem um terco dos selos de Ana e a metade dos selos de Maria. Quantos selos

tem cada uma?”. Nesse caso, as relacdes convergem para Julia, ou seja, todas as relaces

3 “Converter ¢ transformar a representacio de um objeto, de uma situag¢io ou de uma informacio dada num
registro em uma representacdo desse mesmo objeto, dessa mesma situacdo ou da mesma informagdo num
outro registro” (DUVAL, 2009, p. 58).
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colocadas no enunciado do problema centralizam, convergem para uma das personagens
do problema.

No apéndice, apresentamos os testes utilizados neste trabalho, com uma anélise que nos
permite perceber, com exemplos, as diferencas entre os tipos de problema de partilha.
Pesquisas apontam que o encadeamento das relagfes dos problemas de partilha influencia
no rendimento dos alunos. Essas pesquisas concluiram que os problemas de partilha com
encadeamento tipo poco sdo considerados os mais dificeis de serem resolvidos pelos
estudantes, seguidos dos com encadeamento tipo composicdo. JA os problemas com
encadeamento tipo fonte sdo os considerados mais faceis (MARCHAND; BEDNARZ,
1999; OLIVEIRA; CAMARA, 2011; SANTOS JUNIOR, 2013; ALMEIDA, 2016).

Pensamento algébrico e niveis de desenvolvimento do pensamento algébrico

E possivel perceber, a partir das pesquisas de Lins (1992; 1994a; 1994b), Kaput (1999;
2008) e Radford (2006; 2009; 2011), que caracterizar “pensamento algébrico” ndo € algo
simples. Para este texto, adotamos a caracterizagdo de pensamento algébrico defendida
por Almeida (2016) e Almeida e Camara (2017), construida a partir das ideias de Lins
(1992; 1994a; 1994b), Kaput (1999; 2008) e Radford (2006; 2009; 2011).

Almeida (2016) e Almeida e Camara (2017) acreditam que o pensamento algébrico? é
composto pelas seguintes caracteristicas: ‘“estabelecer relagoes”; ‘“‘gemeralizar”;
“modelar”; “construir significado”; e “operar com o desconhecido”.

Para entender melhor essa estrutura, ou formato de pensamento algébrico defendida por
Almeida (2016) e Almeida e Camara (2017), observemos o esquema a seguir, que mostra

como essas caracteristicas se comunicam e inter-relacionam entre si.

4 Mais sobre essa caracterizagdo pode ser encontrado em Almeida (2016) e Almeida e Camara (2017).
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Figura 1 — Esquema das caracteristicas do pensamento algébrico

Generalizar
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Construir
significado

Fonte: Almeida, 2016, p. 80

Portanto,

pensar algebricamente requer a mobilizacdo dessas cinco caracteristicas aqui
discutidas, ou seja, a “capacidade de estabelecer relagdes”; a “capacidade de
modelar”; a “capacidade de generalizar”; a “capacidade de operar com o
desconhecido como se fosse conhecido” e a “capacidade de construir
significado para os objetos e a linguagem algébrica”. Porém, ressaltamos que
a caracteristica central do pensamento algébrico é imprescindivel, isto €, um
sujeito s6 estd pensando algebricamente se conseguir estabelecer relagdes,
enguanto as demais v&o surgindo com o tempo (ALMEIDA; CAMARA, 2017,
p. 58).

A partir dessa caracterizacdo, Almeida (2016) e Almeida e Camara (2018) apresentaram
um modelo que possibilita a identificacdo do nivel de desenvolvimento do pensamento
algébrico de alunos em relacdo aos problemas de partilha de quantidade com duas
relagBes. E esse 0 modelo que utilizaremos para nossa analise e que discutiremos a partir
de entdo.

Na elaboracdo do modelo, foram levadas em consideracdo, na proposi¢do dos niveis, as
caracteristicas do pensamento algébrico mobilizadas pelos alunos ao se depararem com
um problema desse tipo e reveladas na estratégia de base adotada por eles, tendo em vista
que os alunos tendem a utilizar a mesma estratégia para todos os problemas do teste. Para
a proposicao dos subniveis, foi adotado o grau de dificuldade dos problemas de partilha
relacionado ao encadeamento das relagdes (MARCHAND; BEDNARZ, 1999,
OLIVEIRA; CAMARA, 2011, SANTOS JUNIOR, 2013).

O modelo proposto por Almeida (2016) e Almeida e Camara (2018) parte do nivel 0,

caracterizado pela auséncia de pensamento algébrico. No nivel 1, encontram-se
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estudantes que apresentam pensamento algébrico ainda incipiente. No nivel 2, agrupam-
se estudantes cujo pensamento algébrico € intermediario. Por fim, pertencem ao nivel 3
0s estudantes que tém pensamento algébrico ja consolidado.

Para visualizar melhor o modelo proposto por esses pesquisadores, temos 0 seguinte

esquema.
Figura 2 — Esquema do modelo de niveis de pensamento algébrico
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Fonte: Almeida e Camara, 2018, p. 565

O aluno que se encontra no nivel 0 ndo consegue, ao se deparar com um problema de
partilha com duas relacBes, mobilizar nenhuma das caracteristicas que formam essa
maneira especifica de pensamento matematico, independente da natureza das rela¢fes —
aditiva ou multiplicativa — ou do encadeamento das relagdes — fonte, composi¢éo ou pogo.
O estudante que se encontra nesse nivel ndo consegue responder a um problema de
partilha, “uma vez que ainda ndo estabelece as relagdes existentes no enunciado do
problema, e o estabelecimento dessas relacfes é primordial na resolu¢do de um problema
de estrutura algébrica® (ALMEIDA, 2016, p. 109-110). Nesses casos, 0 aluno deixa 0s
problemas de partilha sem resposta ou adota estratégias essencialmente aritméticas, como
a “total como fonte” e “dividir por 3”, ou realizam um “calculo qualquer” (OLIVEIRA;
CAMARA, 2011).

J& o aluno que se encontra no nivel 1 consegue, ao se deparar com um problema de
partilha, mobilizar trés das cinco caracteristicas dessa forma de pensar: a capacidade de
estabelecer relacOes, a capacidade de modelar e a capacidade de construir significado,

ainda que essas duas Ultimas ocorram de forma primaria. Para resolver os problemas de

5 Marchand e Bednarz (1999) relatam que em um problema de estrutura algébrica se faz necessario o
estabelecimento de relacdes entre os dados (as informacg6es) do enunciado para converté-lo, por exemplo,
em uma equacgao.
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partilha, o aluno que se encontra no nivel 1, denominado de pensamento algébrico
incipiente, adota a estratégia “atribuir valores”, em que ele “atribui determinado valor a
uma das incognitas, aplicando entdo as relacdes para determinar o valor das outras
incognitas” (OLIVEIRA; CAMARA, 2011).

Ja no nivel 2 estdo os alunos que, ao se depararem com um problema de partilha, adotam
uma estratégia algébrica com registro sincopado®, em que eles ainda nio conseguem
chegar ao registro da equacéo da forma esperada em um ambiente escolar.

Por pensarem o problema ja como uma equacdo, 0os alunos desse nivel conseguem
mobilizar quatro caracteristicas do pensamento algébrico. Além das trés mobilizadas
pelos alunos que se encontram no nivel 1, eles mobilizam a capacidade de generalizar.
As respostas dos estudantes do nivel 2 revelam, ainda, que as caracteristicas capacidade
de construir significado e capacidade de modelar s&o mobilizadas de forma mais
consolidada, em comparacdo ao que ocorre com os alunos do nivel 1.

Por fim, no nivel 3 estdo os alunos que, ao se depararem com um problema de partilha,
conseguem identificar as relagdes existentes no enunciado, além de utilizar uma
linguagem simbdlica algébrica para representar essas relacdes, chegando ao modelo
matematico esperado pela escola, a equacdo polinomial do 1° grau. Isso ndo acontece nas
respostas dos alunos que se encontram nos niveis anteriores.

Dessa forma, os alunos que estdo nesse nivel conseguem mobilizar todas as cinco
caracteristicas do pensamento algébrico, ou seja, além das quatro mobilizadas no nivel
anterior, eles conseguem mobilizar a capacidade de operar com o desconhecido como se
fosse conhecido, de forma analitica. Além disso, os alunos que se encontram nesse nivel
revelam mobilizar todas as cinco caracteristicas do pensamento algebrico de forma bem
consolidada.

A partir do nivel 1, Almeida (2016) e Almeida e Camara (2018) propuseram trés subniveis
para cada nivel, levando em consideracdo o grau de complexidade dos problemas de
partilha, que sdo definidos pelos encadeamentos das relagdes. Por exemplo, os alunos que
estdo no subnivel 14 conseguem, com a estratégia atribuir valores, responder apenas os
problemas de partilha com encadeamento das relagdes tipo fonte, que sdo considerados
os mais faceis. Ja os que estdo no subnivel 1B respondem, com a estratégia atribuir
valores, os problemas tipo fonte e tipo composic¢ao, que t€ém um grau de complexidade

médio. Os que estdo no subnivel 1C respondem, com essa estratégia, os problemas de

6 O registro sincopado ainda ndo é formado pelos simbolos essencialmente algébricos, mas, sim, por
desenhos, abreviagdes, algumas letras, nimeros, sinais de operacdes etc.
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partilha independentemente de qual seja o encadeamento das relagdes: fonte, composicao
ou poco.

No subnivel 2A estdo os alunos que, com a estratégia algébrica com registro sincopado,
respondem os problemas de partilha com encadeamento tipo fonte; os que estdo no 2B
respondem os problemas de partilha com encadeamento tipo fonte e composicao, e 0s que
estdo no 2C respondem os problemas com encadeamento tipo fonte, composicéo e pogo.
Ja no subnivel 3A estdo os alunos que conseguem responder os problemas de partilha tipo
fonte adotando a estratégia algébrica com registro algébrico; no 3B estdo 0s que,
utilizando essa estratégia, respondem os problemas de partilha tipo fonte e composicéo,
e no 3C estdo os que respondem, com essa estratégia, os problemas de partilha,
independente do encadeamento das relacées (ALMEIDA, 2016).

Exemplos das estratégias que definem os niveis serdo apresentados e discutidos nos

resultados.
Percurso metodoldgico

Este artigo tem por objetivo identificar o nivel de desenvolvimento de alunos dos anos
finais do ensino fundamental em relacdo aos problemas de partilha. Para a analise,
utilizamos o modelo proposto por Almeida (2016) e Almeida e Camara (2018), que
possibilita realizar essa identificag&o.

Participaram da pesquisa 343 alunos, sendo 72 do 6° ano do ensino fundamental, 83 do
7° ano, 93 do 8° ano e 95 do 9° ano, de duas escolas localizadas na cidade do Recife.
Como em nenhum momento realizaremos comparagédo entre os resultados dessas escolas,
ndo sentimos a necessidade de nomea-las.

Cada participante respondeu a um teste com seis problemas de partilha cada um, sendo
dois com encadeamento das relac6es tipo fonte, dois com encadeamento das relacées tipo
composicao e dois com encadeamento das relagdes tipo pogo. O teste foi composto pelos
mesmos problemas utilizados por Almeida (2016) e Almeida e Camara (2018) e podem
ser encontrados no Apéndice.

Os problemas de partilha foram apresentados nos testes em linguagem natural, impressos
em folhas de papel oficio, com o seguinte comando geral: resolva os seguintes problemas.
Cada problema teve um espaco destinado ao registro das estratégias dos alunos.

A aplicacgdo dos testes aconteceu nas aulas de matematica, com a presenca do professor
da turma e do pesquisador. Cada aluno teve cerca de duas aulas — 100 minutos — para

responder os problemas de partilha.
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No momento da aplicacdo do teste foi pedido que os alunos utilizassem, para resolver 0s
problemas, apenas caneta e papel. Escolhemos apenas esses materiais por acreditarmos
que é possivel perceber melhor os indicios de pensamento algébrico revelados nas
estratégias empregadas pelos alunos quando elas estdo registradas no papel, o que poderia
ndo ocorrer se, por exemplo, os estudantes utilizassem outras ferramentas, apesar de
termos consciéncia de que eles podem mobilizar o pensamento algébrico utilizando

qualquer ferramenta, como calculadora, computador etc.
Resultados

Acreditamos que é interessante a analise aqui realizada uma vez que ela possibilita
construir algumas conclusdes que poderdo servir para subsidiar professores de
matematica e pesquisadores interessados nesse tema.

No Quadro 01, a seguir, observa-se a distribuicdo dos 343 alunos por niveis e subniveis

do pensamento algébrico, levando em consideracdo a frequéncia e a porcentagem em cada

categoria.
Quadro 01 — Nivel de desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos
Niveis | Frequéncia | Percentagem | Subniveis | Frequéncia | Porcentagem
Nivel 0 59 17% - 59 17%
1A 15 4%
Nivel 1 140 41% 1B 27 8%
1C 98 29%
2A 5 1,5%
Nivel 2 36 10,5% 2B 6 2%
2C 25 7%
3A 1 0,5%
Nivel 3 108 31,5% 3B 26 7,5%
3C 81 23,5%
Total 343 100% - 343 100%

Fonte: elaborado pelos autores

Percebemos, ao analisarmos o Quadro 01, que 17% dos alunos se encontram no nivel 0;
ou seja, ndo conseguem mobilizar nenhuma das caracteristicas que compdem o
pensamento algébrico. Esses alunos deixam os problemas de partilha do teste sem
resposta, uma vez que ainda ndo estabelecem as relacdes existentes no enunciado do
problema. O estabelecimento dessas relac6es é primordial na resolucédo de um problema
de estrutura algébrica (MARCHAND; BEDNARZ, 1999; RUIZ; BOSCH; GASCON,
2010; OLIVEIRA; CAMARA, 2011; ALMEIDA, 2016).
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Outra possibilidade é o aluno que se encontra nesse nivel entender o problema de partilha
como se fosse de estrutura aritmética, mobilizando, no momento em que esta a respondé-
lo, estratégias essencialmente aritméticas, denominadas por Oliveira e Camara (2011) de
“total como fonte” e “dividir por 3” ou “realizar um calculo qualquer”, como podemos

observar nos exemplos a seguir.

Ex.1: Trés times de basquete participam da
final do campeonato fazendo, juntos, 240
pontos. O time B fez o dobro de pontos do time
A e o time C fez 40 pontos a mais que o time B.

Ex.2: Frederico, Rogério e Lucia tém, juntos,
55 revistas em quadrinhos. Rogério tem o
dobro de revistas de Frederico e Lucia tem 15
revistas a mais que Frederico. Quantas revistas

Quantos pontos fez cada time? em quadrinhos tém cada um?

Figura 4 — Estratégia dividir por 3

Figura 3 — Estratégia total como fonte
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Fonte: Dados da pesquisa

Percebemos que o aluno que respondeu ao “Ex. 1”” adotou a estratégia “fotal como fonte”,
ou seja, associou o total do problema ao valor de uma das incognitas (OLIVEIRA;
CAMARA, 2011). Nesse caso, ele adotou o total de 240 pontos como sendo a pontuagdo
do time A e, em seguida, realizou as duas operagdes propostas no enunciado do problema
(“dobro” e “40 a mais”) para encontrar os outros valores. Multiplicou 240 por 2 para
encontrar a pontuacdo do time B, que foi o dobro do time A, e somou 40 pontos ao total
de pontos do time B para encontrar a pontuacgéo do time C.

Acreditamos que o aluno que adota esse tipo de estratégia entende o problema da seguinte
maneira: Trés times de basquete participam da final do campeonato, o time A fez 240
pontos. O time B fez o dobro de pontos do time A e o time C fez 40 pontos a mais que 0
time B. Quantos pontos fez cada time? O estudante ndo percebe, portanto, as condi¢bes
postas no enunciado do problema.

J& o aluno que respondeu ao “Ex. 2” adotou a estratégia “dividir por 3", isto &, “iniciou
o problema dividindo o total fornecido para as trés incdgnitas do problema, como se a
partilha desse valor fosse em partes iguais” (OLIVEIRA; CAMARA, 2011). Ele nio
considerou as condi¢des do enunciado, entendendo-o como uma simples situacdo de

estrutura aritmética, que pede para dividir 55 figurinhas para trés pessoas em partes iguais.
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Portanto, verificamos que 17% dos alunos que participaram da pesquisa ndo mobilizaram
nenhum elemento caracterizador do pensamento algébrico, indicando, portanto, estarem
no nivel 0. Ou seja, ao se depararem com problemas de partilha com duas relacdes, eles
mobilizam essencialmente elementos caracterizadores do pensamento aritmético, pois,
como nos coloca Kieran (1992), pensar aritmeticamente estd intimamente ligado ao
calculo e a realizacdo de operacGes na procura de um resultado, indicando, nesse caso,
que tais alunos tém condicdes apenas de trabalhar com objetos particulares.

Verificamos, também, que o nivel que concentra mais alunos é o nivel 1, no qual o
pensamento algébrico ainda é incipiente — 41% dos participantes. 1sso revela que 140
alunos, dos 343 participantes da pesquisa, adotam a estratégia “atribuir valores” como
base para a resolucdo de um problema de partilha com duas relagdes, mobilizando, de
acordo com o modelo proposto por Almeida (2016), trés das cinco caracteristicas que
compdem o pensamento algébrico: a capacidade de estabelecer relacdes, a capacidade de
modelar e a de atribuir significado para a linguagem e os objetos algébricos.

Apresentamos, a seguir, um exemplo de resposta de um aluno que se encontra nesse nivel.

Ex. 3: Frederico, Licia e Rogério tém, juntos, 55 revistas em quadrinhos. Licia tem 15 revistas
a mais que Frederico e Rogério tem o dobro de revistas de Frederico. Quantas revistas tem cada
um?

Figura 5 — Estratégia atribuir valores

]‘>'~r‘»(.‘J~'«'L‘,':A_'"1‘ 3TN0 o e
L e, ld JAs T) an
B2 uws =1U ;' ,‘w"_ﬁ > 4\.
ol
,--—"‘L._';"p)
A g
? ,T»; D U -5 F
> (‘\v F

Fonte: Dados da pesquisa

Nessa estratégia, “o aluno atribuiu determinado valor a uma das incognitas, aplicando
entdo as relacBes para determinar o valor das outras incognitas" (OLIVEIRA; CAMARA,
2011, p. 6).

Poderiamos dizer, a principio, que essa estratégia € essencialmente aritmética, uma vez
que se vale de célculos basicamente aritméticos. Entretanto, acreditamos que o aluno que
adota essa estratégia para resolver um problema de partilha esta mobilizando, além da
caracteristica central dessa forma de pensar — a capacidade de estabelecer relagdes —
outras duas caracteristicas do pensar algebricamente, a capacidade de modelar e a

capacidade de construir significado para a linguagem e 0s objetos algébricos.
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Como podemos observar na resposta ao “Ex. 3”, que ilustra esse nivel, o estudante
utilizou uma linguagem sincopada, formada por abreviacdes, letras, nUmeros, desenhos e
sinais de operacOes para representar o problema, revelando, nesse caso, a mobilizacéo da
capacidade de modelar, isto €, de construir um modelo matemaético que represente as
relagOes contidas no enunciando do problema.

Embora o modelo construido pelo aluno que se vale da estratégia atribuir valores néo seja
o tradicionalmente esperado em um ambiente escolar — uma equacgdo —, Lins (1992),
Kaput (2008), Radford (2009), Almeida (2016), dentre outros, defendem que um dos
elementos caracterizadores do pensamento algébrico € a generalizacdo e a sua expressao
gradual em sistemas de simbolos convencionais, em uma linguagem cada vez mais
simbolica.

Por exemplo, a expressdo “L + 15F”, registrada pelo aluno, é, ao que tudo indica, a
conversdo da sentenga “Lucia tem 15 revistas a mais que Frederico”, e “R x 2F” ¢ a
conversao de “Rogério tem o dobro de revista de Frederico”. Entretanto, esse aluno néo
conseguiu ir além desses registros, e construir a equacao “F + F + 15 + 2F = 55, ou, em
uma linguagem simbdlica algébrica tradicionalmente utilizada nos ambientes escolares,
“X + X + 15 + 2X = 55”. O estabelecimento dessas relagdes e sua conversdo nas
expressoes “L + 15F” e “R x 2F”, que se aproxima mais de uma equagao, pareceu ter
levado o aluno a chegar ao valor correto na primeira tentativa.

Com relacdo aos subniveis do nivel 1, percebemos que a grande maioria dos alunos que
se encontram nesse nivel (29% dos 41%) consegue resolver, a partir da estratégia atribuir
valores, os problemas de partilha com duas relacGes, independente do encadeamento
dessas relacdes; isto é, estdo no subnivel 1C. Isso também é percebido nos outros niveis,
pois 7% dos 10,5% do nivel 2 se encontram no subnivel 2C, e 23,5% dos 31,5% do nivel
3 formam o ultimo subnivel desse nivel.

Isso parece indicar que, apesar de existir um grau de complexidade dos problemas de
partilha, como foi revelado nas pesquisas de Oliveira e Camara (2011) e Santos Junior
(2013), e corroborado por nossos resultados, boa parte dos alunos (59,5% dos 83% que
estdo nos niveis 1, 2 e 3) conseguem, ao resolver um dos problemas de forma correta,
resolver os demais problemas do teste, qualquer que seja o encadeamento das relacGes
desses problemas de partilha.

Jano nivel 2, que, podemos afirmar, constitui uma transicéo entre o pensamento algébrico
incipiente e o consolidado, encontra-se 0 menor numero de alunos, 10,5% dos

participantes. Isso talvez aconteca pelo fato de a estratégia adotada por esses alunos ser
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uma estratégia algebrica, em que o aluno pensa o problema de partilha como uma equagéo
polinomial do 1° grau, mas sem representar essa equagédo na forma que tradicionalmente

é estudada no ambiente escolar, como podemos observar no exemplo a seguir.

EXx. 4: Em uma escola, 180 alunos praticam esporte. O nimero de alunos que jogam futebol é o

triplo do nimero de alunos que jogam vélei e o nimero de alunos que jogam basquete é o dobro

do namero de alunos que jogam volei. Nessa escola, quantos alunos participam de cada esporte?
Figura 6 — Estratégia algébrica em linguagem sincopada
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Fonte: Dados da pesquisa

A estratégia mobilizada pelo aluno que respondeu ao “Ex. 4” ¢ denomindada por Oliveira
e Camara (2011) de “estratégia algébrica”, em que, “ao contrario das aritméticas, o
sujeito parte do total para deteminar o valor das incognitas, identificando as relag@es entre
elas” (p. 7). Porém, diferentemente da estratégia adotada pelos alunos do nivel 3, em que
0 registro é totalmente algébrico, a mobilizada pelos alunos do nivel 2 é representada por
um registro sincopado, formado por letras, abreviagdes, nimeros, sinais de operaces,
etc. (ALMEIDA, 2016).

Por exemplo, o aluno, ao que tudo indica, equacionou o problema mentalmente, mesmo
ndo registrando a equagdo “V + 3V + 2V = 180", por isso a divisdo de 180 por 6. Nesse
caso, diferentemente do aluno que se encontra no nivel 1 — que parte de um valor
particular, por isso a estratégia “atribuir valores” — 0 aluno do nivel 2 ja adota a
quantidade de alunos que praticam vélei como a incdgnita fonte da equacdo. Nesse nivel,
a indeterminacdo, a incognita, ja aparece de forma explicita ao discurso (RADFORD,
2009), mesmo ndo aparecendo nos registros do aluno. Isso revela, portanto, a capacidade
de generalizar, que é uma caracteristica do pensamento algébrico que os alunos que se
encontram no nivel 1 ainda ndo conseguem mobilizar.

Quando observamos a porcentagem de alunos que se encontram no nivel 3, verificamos
que 31,5% dos participantes se enquadram nesse nivel. Isso se justifica pelo fato de 55%
dos participantes dessa pesquisa ja terem estudado, em algum momento de sua vida
escolar, algebra, e, em particular, equagio polinomial do 1° grau. E possivel observar no
exemplo a seguir como os alunos que se encontram nesse nivel respondem aos problemas

de partilha.
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Ex. 5: Trés times de basquete participam da final do campeonato fazendo, juntos, 240 pontos. O
time B fez o dobro de pontos do time A e o time C fez 40 pontos a mais que o time B. Quantos
pontos fez cada time?

Figura 7 — Estratégia algébrica em linguagem simbolica algébrica
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Fonte: Dados da pesquisa

Percebemos que o aluno que respondeu ao “Ex. 5 conseguiu identificar, de forma clara,
as relacdes existentes no enunciado do problema de partilha, além de utilizar uma
linguagem simbolica algébrica para representar o problema, ou seja, uma equacao
polinomial do 1° grau. Tal estudante empregou, portanto, 0 modelo matematico esperado
em um ambiente escolar para representar um problema desse tipo, o que ndo se verifica
nas respostas dos alunos que se encontram nos niveis anteriores.

Essa forma de representar os objetos gerais distancia a representacao final do problema
em linguagem matematica da histdria contada no enunciado, uma vez que a equacao ndo
¢ uma leitura linear do problema, mas, sim, uma férmula que representa todas as
informagdes desse enunciado. E isso caracteriza a forca da algebra, em que os simbolos
algébricos tém a finalidade de significar coisas de uma maneira abstrata, de construir um
modelo matematico para representar problemas do cotidiano (LINS, 1992; KAPUT,
2008; RADFORD, 2009).

Percebemos, também, que na resposta do aluno que se encontra nesse nivel a
indeterminacédo, a incognita, se torna um objeto explicito ao discurso, e observamos
claramente a representacdo do geral no registro do aluno. Nesse caso, a formula, a
equacao, deixa de ter uma natureza “perspectiva”, como nas respostas dos alunos do nivel
2, e passa a significar coisas de uma forma totalmente abstrata (RADFORD, 2009),
revelando, nesse caso, a mobilizacdo da “capacidade de generalizar”, porém, de uma
forma mais desenvolvida do que nas respostas dos alunos que se encontram no nivel 2.
Além disso, verificamos, nas respostas dos alunos que se encontram no nivel 3, a
mobilizacdo da Unica caracteristica do pensamento algébrico que ndo é mobilizada em
nenhum dos niveis anteriores, a “capacidade de operar com o desconhecido”, tendo em
vista que, na resposta ao “Ex. 57, que trazemos para ilustrar o nivel 3, o desconhecido é

tratado como se fosse conhecido. 1sso porque acreditamos que, na resolucdo da equacao,
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o0 aluno manipulou o desconhecido como se fossem numeros conhecidos, segundo as leis
da aritmética em relagdo a uma igualdade. Nesse processo, o estudante realizou algumas
operagdes na equacao inicial com o objetivo de gerar equacgdes equivalentes, até chegar
ao valor de X.

Continuando nossas analises temos, no Quadro 02, a seguir, a relagdo entre 0 ano de

escolarizacdo e o nivel de desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos.

Quadro 02 — Escolaridade e nivel do pensamento algébrico dos alunos

Ano de escolarizacgéo
6° 7° 8° 90
Niveis F P F P F P F P
Nivel 0 22 30% 15 18% 15 16% 7 7%
Nivel 1 36 50% 55 66% 23 25% 26 27%
Nivel 2 10 14% 8 10% 8 9% 10 11%
Nivel 3 4 6% 5 6% 47 50% 52 55%

Total 72 100% 83 100% 93 100% 95 100%
Legenda: F — Frequéncia; P — Porcentagem.

Fonte: Elaborado pelos autores

E possivel verificar que o percentual de estudantes que nio conseguem mobilizar
nenhuma caracteristica do pensamento algébrico ao se depararem com um problema de
partilha com duas relagdes diminui quando se aumenta a escolariza¢do. Percebemos isso
quando comparamos, por exemplo, o percentual de alunos no nivel 0 do 6° ano do ensino
fundamental, 30%, com o percentual de alunos do 9° ano nesse nivel, 7%, ou seja, uma
diminuicdo de 23 pontos percentuais. 1sso indica que, quanto maior a escolarizacao do
aluno, maior a capacidade de mobilizar alguma caracteristica do pensamento algébrico.
Essa influéncia do tempo de escolariza¢do na capacidade de mobilizar caracteristicas do
pensamento algebrico também é percebida quando comparamos o percentual de alunos
do 6° e 7° ano nos niveis 1 e 3 com o percentual de alunos do 8° e 9° ano nesses mesmos
niveis. Percebemos, nesse caso, uma diminuigdo consideravel no percentual de alunos no
nivel 1 (de 50% no 6° ano e 66% no 7° ano, para 25% no 8° ano e 27% no 9° ano) e, ao
mesmo tempo, um aumento significativo no percentual de alunos no nivel 3 (de 6% no 6°
e no 7° ano do ensino fundamental para 50% no 8° ano e 55% no 9° ano).

Porém, o interessante é que os percentuais de alunos no nivel 2 sdo muito proximos,
independentemente do ano de escolarizagcdo dos alunos. Isso indica que a influéncia do
ambiente escolar nesse nivel de desenvolvimento do pensamento algébrico é pouco

significativa.
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Essa ndo influéncia talvez se deva ao fato de esse nivel ser um nivel de transicéo entre o
pensamento algébrico incipiente —em que os alunos ainda se valem de muitas ferramentas
essencialmente aritméticas, pois na estratégia atribuir valores ele toma a incognita como
um espaco vazio que deve ser preenchido por um valor particular e, ap6s escolher um
determinado valor, realiza as operacdes aritméticas, seguindo as condi¢es propostas no
enunciado do problema (RADFORD, 2009) — e 0 pensamento algébrico consolidado, em
que a incdgnita ja é tida como um valor desconhecido que deve ser representado por um
sinal, no caso uma letra, para que o enunciado do problema seja convertido em uma
equacdo. Essas acdes sdo exploradas nas aulas de algebra, principalmente no ensino de
equacOes polinomiais do 1° grau, com os problemas de partilha, como indicam as
pesquisas de Almeida (2011) e Almeida e Camara (2014).

Quando realizamos a distribuicdo dos alunos nos subniveis por ano de escolarizagéo,
como mostra 0 Quadro 03 a seguir, percebemos que, independente do ano de

escolarizacdo, a maior parte dos alunos se encontra no ultimo subnivel de cada nivel.

Quadro 03 — Escolaridade e subniveis do pensamento algébrico dos alunos

6° ano 7° ano 8% ano 9% ano
Nivel | Subnivel F P F P F P F P
0 - 22 30% 15 18% 15 16% 7 7%
1A 2 3% 3 4% 4 4% 6 6%
1 1B 8 11% 5 6% 6 7% 8 8,5%
1C 26 36% 47 57% 13 14% 12 13%
2A 3% 0% 2 2% 1 1%
2 2B 3% 1% 2 2% 1 1%

2 0
2 1
2C 6 8% 7 8% 4 4% 8 8,5%
3A 0 0% 0 0% 1 1% 0 0%
2 2
2 3

3 3B 3% 2% 12 13% 10 11%

3C 3% 4% 34 37% 42 44%

Total 72 | 100% | 83 | 100% | 93 | 100% 95 100%
Legenda: F — Frequéncia; P — Porcentagem.

Fonte: Elaborado pelos autores

Portanto, assim como foi verificado no Quadro 01, percebemos, no Quadro 03, que,
independente do ano de escolarizagéo, os estudantes conseguem, ao resolverem de forma
correta um dos problemas de partilha do teste, responder aos demais, independentemente

do tipo de encadeamento das relagdes e, consequentemente, do grau de dificuldade.

Considerac0es finais

182 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.21, n.3, 167-187, 2019



A partir dos resultados, percebemos, de forma clara, que a escolarizagdo tem uma
influéncia no desenvolvimento do pensamento algébrico, uma vez que, no 6° ano do
ensino fundamental, 30% dos alunos se encontram no nivel 0, enquanto no 9° ano apenas
7% dos estudantes se enquadram nesse nivel. Verifica-se, portanto, uma diminuicdo de
23 pontos percentuais no numero de alunos que ndo consegue mobilizar nenhuma
caracteristica dessa forma de pensar ao se deparar com um problema de partilha com duas
relacdes.

Ja o percentual de alunos no nivel incipiente do pensamento algébrico, o nivel 1, também
diminui, de 50% no 6° ano para 27% no 9° ano. Isto é, também observamos uma
diminuicdo de 23 pontos percentuais no nimero de alunos no nivel 1 no decorrer dos anos
de escolarizacdo. Além disso, temos um aumento consideravel de alunos no nivel de
pensamento algébrico consolidado, o nivel 3, exatamente de 49 pontos percentuais,
passando de 6% no 6° ano para 55% no 9° ano.

Por outro lado, percebemos que a escolarizacdo parece nao influenciar no numero de
alunos que se encontram no nivel 2, uma vez que 14% dos alunos do 6° e 11% do 9° ano
se encontram, em nossa pesquisa, nesse nivel de desenvolvimento do pensamento
algébrico. Diante disso, surge nossa primeira questdo para pesquisas futuras: por que a
escolarizacdo ndo influencia no percentual de alunos no nivel 2, diferentemente dos niveis
0,1e3?

Além disso, outros resultados nos inquietaram, levando-nos a propor outras questdes para
futuras pesquisas. Por exemplo, acreditamos que no Gltimo ano de escolariza¢do do
ensino fundamental ainda se encontra um nimero consideravel de alunos nos primeiros
niveis, 7% no nivel 0 e 27% no nivel 1. Por conta disso, consideramos pertinente deixar
em aberto a seguinte questao de pesquisa: qual a contribuicdo de sequéncias didaticas no
desenvolvimento do pensamento algébrico, relacionado aos problemas de partilha, de

alunos dos anos finais do ensino fundamental?
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Apéndice: testes Ae B

Quadro 4 — Testes utilizados na pesquisa

revistas de Frederico.
Quantas revistas tem cada
um?

Teste A Teste B
Questao Estrutura Questao Estrutura
1. Frederico, Lucia e Rogério | Encadeamento tipo | 1. Frederico, Rogério e | Encadeamento tipo
tém, juntos, 55 revistas em | fonte, com a 1% | Lucia tém, juntos, 55 | fonte, com a 12
quadrinhos. Lucia tem 15 | relacdo aditiva e a | revistas em quadrinhos. | relagdo
revistas a mais que Frederico | 22 relacdo | Rogério tem o dobro de | multiplicativa e a
e Rogério tem o dobro de | multiplicativa. revistas de Frederico e | 22relagdo aditiva.

Lacia tem 15 revistas a
mais  que  Frederico.
Quantas  revistas em
guadrinhos tem cada um?

2. Em uma escola, 180 alunos
praticam esporte. O nimero
de alunos que jogam futebol é
o triplo do nimero de alunos
que jogam volei e 0 nimero
de alunos que jogam basquete
€ o dobro do ndmero de
alunos que jogam vdlei.
Nessa escola, quantos alunos
participam de cada esporte?

Encadeamento tipo
fonte, coma 1®e a
28 relacdo
multiplicativa.

2. Joana, Paulo e Roberto
vao repartir 37 balas de
modo que Paulo receba 5
balas a mais que Joana e
Roberto receba 2 balas a
mais que Joana. Quantas
balas recebera cada um?

Encadeamento tipo
fonte, coma 1e a
2% relagdo aditiva.

3. Trés times de basquete
participam da final do
campeonato fazendo, juntos,
260 pontos. O time B fez 20
pontos a mais que o time A e
o time C fez o dobro de
pontos do time B. Quantos
pontos fez cada time?

Encadeamento tipo
composicdo, com a
12 relagdo aditiva e
a 22 relacdo
multiplicativa.

3. Trés times de basquete
participam da final do
campeonato fazendo,
juntos, 240 pontos. O time
B fez o dobro de pontos do
time A e o time C fez 40
pontos a mais que o time B.
Quantos pontos fez cada
time?

Encadeamento tipo
composicdo, com a
12 relacdo
multiplicativa e a
2% relagdo aditiva.

4. Marta, Rafael e Ana tém,
juntos, 270 chaveiros. Rafael
tem o dobro do nimero de
chaveiros de Marta, e Ana
tem o triplo do nimero de
chaveiros de Rafael. Quantos
chaveiros tem cada um?

Encadeamento tipo
composicdo, com a
12 e a 22 relagdo
multiplicativa.

4. Em uma escola, 160
alunos praticam esportes. O
numero de alunos que joga
basquete € 10 a mais dos
que jogam volei, e o
numero de alunos que joga
futebol é 20 a mais dos que
jogam basquete. Nessa
escola, quantos alunos
praticam cada esporte?

Encadeamento tipo
composicdo, com a
12 e a 22 relacdo
aditiva.

5. Jodo, Pedro e Claudio tém,
juntos, 160 carrinhos. Pedro
tem 25 carrinhos a menos que
Jodo e 15 carrinhos a menos
que  Claudio. Quantos
carrinhos tem cada um deles?

Encadeamento tipo
poco, comaliea
2% relagdo aditiva.

5. Ana, Jalia e Maria tém,
juntas, 180 selos. Jilia tem
um terco dos selos de Ana
e a metade dos selos de
Maria. Quantos selos tem
cada uma?

Encadeamento tipo
poco, comaliea
22 relacéo
multiplicativa.

6. Clara, Marcos e Antbnio

Encadeamento tipo

6. Silvia, Pedro e Carlos

Encadeamento tipo

tém, juntos, 125 bolinhas. | poco, com a 12 | querem dividir 70 | poco, com a 12
Marcos tem a metade de | relagdo figurinhas entre eles de | relagdo aditiva e a
bolinhas de Clara e 5 bolinhas | multiplicativa e a | modo que Silvia receba 30 | 22 relacdo
a menos que Antdnio. | 2% relacdo aditiva. | figurinhas a menos que | multiplicativa.
Quantas bolinhas tem cada Pedro e a metade da
um? guantidade de figurinhas de
Carlos. Quantas figurinhas
cada um vai receber?
Fonte: Almeida e Camara (2018, p. 568)
Educ. Matem. Pesq., Séo Paulo, v.21, n.3, pp. 167-187, 2019 187



