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Resumen

Una ensefianza idonea de un contenido matematico especifico requiere por parte del
profesor de la apropiacion, entre otros, de una trama compleja de conocimientos sobre
el propio contenido a ensefiar, los significados personales de los estudiantes sobre el
mismo, asi como recursos instruccionales especificos. En este trabajo presentamos una
sintesis de conocimientos sobre la derivada relativos al componente epistémico del
conocimiento  didactico-matematico. Utilizando las nociones de configuracion
epistémica y de significado holistico del “enfoque ontosemiotico” del conocimiento y la
instruccién matematica presentamos una reconstruccién de dicho significado para la
nocion derivada, que tiene en cuenta los tipos de problemas abordados en distintos
momentos historicos y los sistemas de préacticas correspondientes. Este significado
holistico constituye un aspecto esencial del conocimiento didactico-matematico del
profesor de matematicas.

Palabras clave: formacion de profesores, conocimiento del profesor, derivada, enfoque
ontosemidtico, configuracion epistémica.

Abstract

The effective teaching of a specific mathematical content requires that the teacher’s
appropriation of a complex network of knowledge on the content to teach, the students'
personal meanings about the specific topic, as well as the specific instructional
resources. In this paper we present a synthesis of knowledge about the derivative
concerning to the epistemic facet of didactic-mathematical knowledge. We use the
notions of “epistemic configuration” and “holistic meaning” from the onto-semiotic
approach in mathematics education to present a reconstruction of the holistic meaning
of the derivative that takes into account the types of problems addressed in different
historical moments and their systems of practices associated. This holistic meaning is
an essential aspect of didactic-mathematical knowledge of the mathematics teacher.
Keywords: teacher’s training, teacher knowledge, derivative, onto-semiotic approach,
epistemic configuration.
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Introduccion

Conocimiento didactico-matematico y sus componentes

Actualmente, la formacién matemaética y didactica de los futuros profesores constituye
un campo de investigacion que reclama atencion por parte de la comunidad de
investigadores en Didactica de las Matematica y de las administraciones educativas. La
principal razén es que el desarrollo del pensamiento y de las competencias matematicas
de los alumnos depende de manera esencial de la formacion de sus respectivos
profesores. Es por esto que, recientemente, ha habido un incremento notable de las
investigaciones sobre la formacion de profesores de matematicas, como se refleja en las
revisiones incluidas en los “handbooks” de investigacion en educacidon matematica
(BISHOP et. al., 2003; ENGLISH et al., 2002; LLINARES y KRAINER, 2006; HILL y
COLS, 2007; FRANKE y Cols, 2007; SOWDER, 2007), y la publicacién de revistas
especificas como Journal of Mathematics Teacher Education.

Una de las probleméticas que mas ha interesado es la de determinar cual es el
conocimiento  didactico-matematico del profesorado requerido para ensefiar
matematicas. En este sentido, se han realizado diversos intentos para determinar los
componentes del complejo de conocimientos que un profesor deberia tener para

desarrollar eficazmente su préctica y facilitar el aprendizaje de los estudiantes.

Uno de los pioneros en esta area, como es bien sabido, fue Shulman, quien en su trabajo
de 1986 propuso tres categorias para el conocimiento del profesor: conocimiento del
contenido, conocimiento pedagdgico del contenido (PCK*) y conocimiento curricular.
El PCK es descrito por Shulman como “la forma particular del conocimiento del
contenido que incorpora el aspecto del contenido que guarda mas relacion con la
ensenanza” (p. 9). Posteriormente, en otro trabajo, Shulman (1987) amplia sus ideas y
propone siete categorias para el conocimiento del profesor: conocimiento del contenido,
conocimiento pedagdgico general, conocimiento curricular, conocimiento pedagdgico
del contenido (PCK), conocimiento de los estudiantes y sus caracteristicas,
conocimiento de los contextos educativos, y conocimiento de los fines, propositos y

valores de la educacion.

Otro de los trabajos importantes en el campo, es el desarrollado, en diversas
investigaciones, por Deborah Ball y colaboradores (BALL, 2000; BALL, LUBIENSKI

* Pedagogical Content Knowledge
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y MEWBORN, 2001; HILL, BALL y SCHILLING, 2008), quienes apoyandose en las
ideas de Shulman (concretamente en las nociones del conocimiento del contenido y
conocimiento pedagogico del contenido), han propuesto la nociéon de “conocimiento
matematico para la ensefianza (MKT®)” definido como “el conocimiento matematico
que utiliza el profesor en el aula para producir instruccioén y crecimiento en el alumno”
(HILL, BALL y SCHILLING, 2008, p. 374). Este conocimiento (MKT) esta
conformado por dos grandes categorias, cada una de las cuales, a su vez, estan
conformadas por otras categorias de conocimiento: el conocimiento del contenido (que
incluye el conocimiento comun del contenido, conocimiento especializado del
contenido y conocimiento en el horizonte matematico) y el conocimiento pedagdgico
del contenido (conformado por el conocimiento del contenido y los estudiantes,
conocimiento del contenido y la ensefianza y conocimiento del curriculo). Esto se puede

ver de manera mas clara en la Figura 1.
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Figura 1. Conocimiento matematico para la ensefianza (MKT) (Hill, Ball y Schilling, 2008, p. 377)

En general, como sefiala Godino (2009), los modelos de conocimiento matematico para
la ensefianza elaborados desde las investigaciones en educacion matematica, incluyen
categorias demasiado globales, por lo que seria util disponer de modelos que permitan
un analisis mas detallado de cada uno de los tipos de conocimiento que se ponen en
juego en una ensefianza efectiva de las matematicas. Ademas, esto permitiria orientar el
disefio de acciones formativas y la elaboracion de instrumentos de evaluacion de los

conocimientos de profesor de matematicas.

En este sentido Godino (2009) propone un modelo de “conocimiento didactico-

matematico” que permite categorizar y analizar los conocimientos didéacticos-

> Matematical Knowledge for Teaching
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matematicos del profesor, mediante la aplicacién del enfoque ontosemidtico del
conocimiento y la instruccion matemaética. Este marco tedrico propone tener en cuenta
seis facetas o dimensiones del conocimiento didactico-matematico: epistémica,
ecologica, cognitiva, afectiva, interaccional y mediacional (ver Figura 2); aportando

ademaés para cada una de ellas criterios e indicadores empiricos de idoneidad didactica.
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Figura 2. Facetas y niveles del conocimiento del profesor

Nosotros usamos la expresion “conocimiento diddctico-matemdatico (CDM)” del
profesor, para referir a la fusion de las nociones MKT (Mathematical Knowledge for
Teaching) y PCK (Pedagogical Content Knowledge), al considerar que la expresién
“Conocimiento matematico para la ensefianza” no refleja adecuadamente los diversos
componentes o facetas que se deben tener en cuenta, al igual que ocurre con la
expresion “Conocimiento pedagogico del contenido”. Entendemos que la “Didactica de
la Matematica” es la disciplina académica y el area de conocimiento cuyo objetivo
especifico es la articulacion coherente de las distintas facetas o dimensiones que se
ponen en juego en el estudio de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. Ademas, hay que resaltar, que el término “conocimiento” lo usamos en el

sentido de constructo que incluye comprension, competencia y disposicion.

Asi, el CDM viene a ser la trama de relaciones que se establecen entre los objetos que
se ponen en juego en las practicas operativas y discursivas realizadas con el fin de
resolver un determinado campo de situaciones - problemas matematicos para
implementar procesos de instruccion eficaces (idéneos) que faciliten el aprendizaje de

los estudiantes.

Didactica de la derivada
Las cuestiones relativas a la ensefianza y aprendizaje del calculo infinitesimal han sido

intensamente investigadas en educacion matemética. En particular la derivada,
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considerada una nocién clave en el estudio del Calculo, ha sido objeto de especial
atencion desde distintas aproximaciones tedricas, particularmente las cuestiones de
indole cognitiva (concepciones de los estudiantes, esquemas cognitivos y tipos de
errores) e instruccionales (estrategias y alternativas para la ensefianza de la derivada),
tal y como se muestra en Artigue, Batanero y Kent (2007) o en S&nchez, Garcia y
Llinares (2008). Sin embargo, como bien sefiala Gavilan (2005), existen muy pocas
investigaciones centradas en los profesores, y menos aun, en los conocimientos que
debe de tener un profesor sobre esta nocion.

Dentro de estas investigaciones centradas en el profesor, podemos encontrar aquellas
que estudian aspectos de su practica profesional y aquellas que estudian sus creencias y
concepciones sobre la ensefianza-aprendizaje de la derivada. Las investigaciones sobre
la préctica del profesor en la ensefianza de la derivada se pueden clasificar en dos
grupos: aquellas relativas al uso de las nuevas tecnologias (ordenadores, calculadoras
graficas) y aquellas que sefialan el uso de problemas de aplicacion a ciencias del
calculo, introduciéndolo a través de problemas, por ejemplo, de la fisica. Estas
investigaciones ponen de manifiesto la busqueda de formas de modelar o caracterizar
dicha practica a través del uso de herramientas tecnoldgicas, presencia de diferentes
representaciones 0 uso de situaciones en las que se aplica el calculo (Gavilan, 2005).

El estudio de las creencias y concepciones, por su parte, resulta necesario para
comprender la préctica de los profesores de matematicas. Al respecto, Moreno (2005),
sefiala que las creencias juegan un papel muy importante en todo lo que se relaciona con
el profesor y la toma de decisiones en su ambito profesional, por lo que cualquier
intento de implementacion de la calidad docente deberia pasar por detectar, identificar,
analizar e interpretar cuales son las concepciones y creencias de los profesores sobre el
proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, y la materia en si misma en su
contexto especifico de ensefianza. Sin embargo, las investigaciones desarrolladas cuyo
objetivo es determinar las creencias y concepciones de los profesores con relacion a la
ensefianza de la derivada, han sido muy escasas. Uno de ellos es el trabajo propuesto
por Garcia, Azcarate y Moreno (2006) en el cual se estudian las creencias y
concepciones de diez profesores universitarios del area de ciencias economicas, sobre

cémo abordan la ensefianza del calculo diferencial.

Otro tipo de investigaciones, que se han desarrollado recientemente, son aquellas que se

han centrado en el discurso del docente cuando utiliza un razonamiento matematico para
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la demostracion de teoremas en el saldn de clase; principalmente los investigadores se
han interesado en cémo se consigue dar validez a la argumentacion. También estan las
investigaciones que estudian el uso de las metaforas en el discurso del profesor. Por
ejemplo, Font (2009) centrandose en el uso de metaforas, analiza dos secuencias de
actividades para calcular la derivada de la funcién f(x) = x2 en las que no se utiliza la

definicion de la funcién derivada como limite de las tasas medias de variacion.

En general, esta gran cantidad de resultados de la investigacion didactica sobre la
derivada, plantea un reto a los formadores de profesores que sintetizamos con la
pregunta: ¢Qué deberia conocer un profesor para que su ensefianza de las derivadas

tenga la mayor idoneidad didactica posible?

Para responder a esta pregunta se precisa reconstruir el sistema de conocimientos
disponibles sobre cada uno de los aspectos involucrados en la ensefianza y el
aprendizaje de la derivada. De esta manera, en el presente articulo pretendemos abordar,
de manera parcial, la cuestion planteada anteriormente. Nuestro objetivo es avanzar en
la reconstruccion del conocimiento didactico-matematico sobre la derivada mediante la
descripcion del significado epistémico global de la derivada, distinguiendo los
significados parciales de la misma y su articulacién. Consideramos que el conocimiento
de dichos significados parciales por parte del profesor es un aspecto relevante del

conocimiento didactico-matematico sobre la derivada.

La reconstruccion del mencionado significado global la realizamos mediante un estudio
de tipo histdrico-epistemolégico, apoyados en el uso de algunas de las herramientas
tedricas que nos proporciona el enfoque ontosemidtico del cognicion y la instruccion

matematica, mismas que se describen en el siguiente apartado.

1. Nociones Teoricas y Metodologia

Para lograr nuestro propdsito, como sefialamos anteriormente, hemos adoptado el
modelo teodrico conocido como Enfoque Onto-Semidtico (EOS) de la cognicion e
instruccion matematica desarrollada en diversos trabajos por Godino y colaboradores
(Godino y Batanero, 1994; Godino, Batanero y Font, 2007).
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Concretamente, la nocién de configuracion epistémica® (CE) nos permiti6 reconstruir el
significado global de referencia’ mediante la identificacion de los significados parciales
de la nocion derivada, a partir de los informes de investigacion y documentos historicos
del célculo infinitesimal. Se trata de identificar y describir de manera sistematica, los
objetos primarios (situaciones, lenguajes, conceptos, propiedades, procedimientos y
argumentos) intervinientes en los sistemas de précticas de los cuales emerge el objeto

derivada (ver figura 3).
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Figura 3. Objetos intervinientes en las practicas de las cuales emerge la derivada

Ademas, en el analisis de las configuraciones epistémicas, cada uno de los objetos
intervinientes puede verse desde las distintas facetas duales que propone el EOS, razén
por la cual las tendremos presentes en nuestro analisis. La figura 4 resume dichas

facetas duales.

“ INSTITUCIONAL

Figura 4. Facetas duales desde la que se pueden ver los elementos de cada configuracion

® Las configuraciones epistémicas se componen de los objetos que intervienen y emergen de los sistemas
de practicas mateméticas en distintos contextos de uso. Un objeto matemético puede tener varias
configuraciones epistémicas las cuales a su vez llevan asociadas un significado parcial distinto para dicho
objeto matematico (Font y Godino, 2006).

" El significado global de referencia se define a partir de dos nociones: significado global (también
denominado significado holistico u holosignificado, comprende los diferentes significados parciales de un
objeto matematico) y significado de referencia (entendido como los sistemas de practicas que se usan
como referencia para elaborar los significados que se pretenden incluir en un proceso de estudio. Para una
institucién de ensefianza concreta, el significado de referencia sera una parte del significado holistico del
objeto matematico).
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Concretamente nos centramos en los aspectos intensivos-extensivos (o general-
particular), de los objetos primarios que componen cada configuracién, puesto que
dicha dualidad nos permite determinar los distintos niveles de generalizacion entre las

configuraciones.

Asi, el presente trabajo puede verse como un estudio documental, en cuanto que, a partir
del andlisis de las diversas fuentes, identificamos y describimos de manera detallada las
distintas configuraciones epistémicas y los significados parciales asociados a éstas. La
reconstruccion del significado global de la derivada se realiz6 a partir de los

significados parciales identificados y sus respectivas configuraciones epistémicas.

En los siguientes apartados describiremos las nueve configuraciones epistémicas
identificadas a lo largo del recorrido histérico de la derivada. Para ello, organizamos
nuestra descripcion partiendo de las tres problematicas generales: 1) problemas sobre

tangentes, 2) problemas sobre maximos y minimos, y 3) problemas sobre velocidades.

2. El Problema Del Trazado de Tangentes

Los sistemas de practicas que involucran el “calculo” de tangentes, fue uno de los mas
recurrentes en la evolucion histérica de la derivada. En esta seccion describimos las
configuraciones asociadas a los problemas sobre tangentes; para ello partimos del
analisis de un ejemplo de problema prototipico de cada configuracion.

Problema 1: La tangente en la matematica griega

“Desde un punto dado trazar una recta tangente a un circulo”.

Figura 5. Solucion de Euclides de la proposicion XVII

Este problema es la proposicién XVII que Euclides enuncia en su libro 111 de su obra
Elementos de Geometria. La respuesta que, de acuerdo con Vera (1970, vol. 1), da
Euclides es la siguiente: “(Con base en la figura 5) sea A el punto y BGD el circulo;
tomese el centro E de éste y trace el segmento AE; con centro en E y radio EA trace el
circulo AZH; desde D trazar DZ perpendicular a AE y una E con Z y A con B. Por ser E
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centro de los circulos BDG y AHZ, las rectas EA y EZ son iguales y también ED y EB,
luego las dos AE y EB con iguales a ZE y ED, y forman el angulo comin en E. Por
tanto, DZ y AB son iguales e iguales los triangulos DEZ y EBA 'y, por consiguiente, el
angulo EDZ seré igual al angulo EBA, y como el angulo EDZ es recto, el angulo EBA
también sera recto, y por ser EB perpendicular desde el centro en el extremo del

didmetro, la AB es tangente al circulo”.

Primeramente, como podemos observar, el problema que plantea Euclides se trata de
trazar una recta tangente a una curva especifica, en este caso el circulo. Este tipo de
problemas del trazado de tangentes, son propios de esta configuracion, pues los
matematicos griegos no disponian de métodos generales para trazar rectas tangentes a
cualquier curva, por lo que los problemas que abordaban eran multiples casos
particulares. En este sentido, estamos de acuerdo con Ibarra y Gomez (2005) con el
hecho de que las situaciones-problemas que se presentan en esta configuracion, son
aquellas en las que se debe trazar la recta tangente a una curva especifica (circulos,
conicas de Apolonio, espiral de Arquimedes, etc.) en un punto determinado aunque

genérico.

En la solucion del ejemplo vemos como se utiliza un lenguaje propio de la geometria
euclidiana y sus argumentaciones, tal y como lo sefiala Vera (1970, vol. 1), son
puramente sintéticas. Ademas, en dicha solucién intervienen conceptos tales como
circulo, segmento, radio, perpendicularidad, congruencia de tridngulos y segmentos,
igualdad (de angulos) y el concepto de tangente. Asi mismo, aparece la propiedad de
perpendicularidad entre la recta tangente y el radio que toca al punto de tangencia, la
cual Euclides enuncia de la siguiente forma: “Si una recta es tangente a un circulo y se
traza el radio en el punto de contacto, este radio es perpendicular a la tangente” (Vera,
1970, vol.1). Como se puede observar, los procedimientos geométricos que se utilizan
en dicha solucidn estan encaminados a construir la recta tangente buscada, basandose en
ésta propiedad; esto se puede ver cuando argumenta: “...y por ser EB perpendicular

desde el centro en el extremo del didmetro, la AB es tangente al circulo”.

El ejemplo analizado nos permite ver, de manera global, las caracteristicas de ésta
configuracion epistémica: “La tangente en la matematica griega”. En general, puede
decirse que esta configuracion es mas extensiva que intensiva, en cuanto a que las
situaciones-problemas, procedimientos, argumentos, etc., se encuentran enfocados a

casos particulares, pues como hemos sefialado, las situaciones-problemas que se
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presentan, son aquellas en las que se debe trazar la recta tangente a una curva especifica
en un punto determinado. Euclides fue el matematico méas influyente de esa época,
razon por la cual el lenguaje y argumentacion eran propios de la geometria sintética.
Por esta misma razon, los conceptos-definiciones y proposiciones involucrados en la
resolucion de problemas eran, en su mayoria, las que habia propuesto Euclides en su
obra Los elementos, o variaciones de éstos. Ejemplos de conceptos-definiciones que
intervienen en esta configuracion son: “a) Se dice que una recta es tangente al circulo
cuando lo toca y prolongada no lo corta (Definicién 11 del libro 111 de los Elementos de
Euclides); b) Se dice que dos circulos son mutuamente tangentes cuando se tocan
mutuamente y no se cortan (Definicion IV del libro III de los Elementos de Euclides)”
(Vera, 1970, vol. 1). Algunos ejemplos de proposiciones son: “a) La recta perpendicular
en el extremo de un didmetro cae fuera del circulo; entre esta recta y la periferia no se
interpondra ninguna otra y el angulo del semicirculo es mayor que cualquier angulo
rectilineo agudo y lo restante menor (Proposicion XVI del libro 111 de los Elementos de
Euclides); b) Si una recta es tangente a un circulo y se traza el radio en el punto de
contacto, este radio es perpendicular a la tangente (Proposicion XVIII del libro 111 de los
Elementos de Euclides); ¢) La paralela desde el vértice de una seccion conica a una
recta trazada ordenadamente es tangente a la seccién y ninguna otra recta caera entre la
tangente y la seccion (Proposicion 32 del libro I de las Conicas de Apolonio)” (Vera,

1970).

Con respecto a los procedimientos caracteristicos en esta configuracion, debemos
sefialar que los matematicos griegos basaban sus demostraciones en las construcciones
geométricas, por lo cual puede decirse que los procedimientos utilizados son una
combinacion de estas construcciones y las argumentaciones y lenguaje propios de la

geometria sintética, basados en las definiciones y proposiciones.

Para finalizar debemos sefialar que Apolonio también abordd problemas de maximos y
minimos, aunque en realidad, sus teoremas de maximos y minimos, eran sobre
tangentes y normales a las secciones conicas, razén por la cual, se han considerado sus

aportaciones en el analisis de esta configuracion epistémica.

Problema 2: Métodos algebraicos para hallar tangentes
Con las aportaciones de Viete al campo de algebra y la creacion de la Geometria
Analitica, el desarrollo del Calculo en general se dio a marchas agigantadas. Los

matematicos del siglo XVII, con las ventajas de las nuevas y poderosas “herramientas”,
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comenzaron a desarrollar distintos métodos para abordar problemas sobre tangentes,
maximos y minimos, y velocidades, todos ellos con la finalidad de encontrar métodos
generales aplicables a determinados campos de problemas. Sin embargo, todos esos
métodos fueron concebidos desde distintos enfoques conceptuales. Uno de ellos, que da
pie a esta configuracion, son los métodos algebraicos desarrollados principalmente por
Descartes, Hudde y Sluse, para el célculo de tangentes, normales o subnormales. A
continuacion describimos esta configuracion epistémica mediante el analisis del
siguiente problema: (con base en la figura 6)

“Supongamos dada la curva algebraica ACE, trazar la normal a la curva en C”

E

Figura 6. Método del circulo de Descartes

Para la solucion, Descartes supone que la recta CP es la solucion del problema. Sea
CM=x, AM=y, AP=v, CP=s. Ademas de la curva x=f(y) o ACE, Descartes consideraba
el circulo ¢p con centro en Py que pasa por C; es decir, el circulo de ecuacion x? +
(v — y)? = s2. La circunferencia de este circulo toca a la curva CE en C sin cortarla,
mientras que la circunferencia c, de ecuacién x* + (v, — ¥)* = 5,2, con centro en un
punto Q distinto de P y que pasa por C, cortara a la curva no sélo en C, sino también en
algn otro punto; sea este punto E. Esto significa que la ecuacion (f(y))? +
(vo — ¥)? —so* = 0, obtenida sustituyendo x=f(y) en la ecuacién de c,, tiene dos
raices distintas®; pero “cuanto més se aproximen uno al otro C y E, mas pequefia sera la
diferencia de las dos raices, y al final, cuando los puntos coincidan, las raices seran
exactamente iguales, es decir, cuando la circunferencia que pasa por C toque a la curva
en el punto C sin cortarla” (Descartes, citado en Andersen, 1984, p. 30). Descartes lleg0
a la conclusién de que CP sera una normal a la curva C cuando P (es decir, v) esté
determinado de tal manera que la ecuacion (f(¥))? + (v —y)? —s? = 0, tenga dos

raices iguales yo.

® Descartes consideraba solamente curvas para las cuales (f(y))? es un polinomio en'y, o y* un polinomio
en x.
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Como sefialamos al principio, los tipos de situaciones-problemas que se abordan en esta
configuracion, son el trazar rectas normales, tangentes o subtangentes a una curva dada
en un punto determinado, tal como el ejemplo propuesto. En la solucion de Descartes es
facil ver como el lenguaje, con respecto al utilizado en las configuraciones anteriores,
cambia del netamente geomeétrico-descriptivo al de ecuaciones algebraicas y de la
geometria analitica. Por ejemplo, en la descripcién de la solucién aparecen expresiones
algebraicas para la curva ACE, ecuaciones de circunferencias y manipulaciones
algebraicas de éstas para obtener la solucién. En general, para resolver un problema
geométrico, Descartes partia del estudio de éste para traducirlo a un lenguaje de
ecuaciones algebraicas y después, una vez simplificada la ecuacién lo més posible,
resolvia dicha ecuacion mediante la geometria. De esta forma, el lenguaje usado en esta
configuracién es el caracteristico de los procedimientos algebraicos y de la geometria

analitica.

Asi mismo, los argumentos que presenta Descartes en la solucion, son de tipo
algebraico, basandose en las proposiciones de la geometria analitica, o analisis
geométricos, por ejemplo: a) «...esto significa que la ecuacion (f(y))? + (vg — y)? —
s> =0, obtenida sustituyendo x=f(y) en la ecuacién de c,, tiene dos raices
distintas...”; b) “cuanto mas se aproximen uno al otro C y E, mas pequefia sera la
diferencia de las dos raices, y al final, cuando los puntos coincidan, las raices seran
exactamente iguales...”. De esta forma, los argumentos en esta configuracion van a ser

algebraicos (basandose en las proposiciones de la geometria analitica) y/o geométricos.

En cuanto a las proposiciones, podemos sefialar un ejemplo claro en la solucion de
Descartes: “CP sera una normal a la curva C cuando P (es decir, v) esté determinado de
tal manera que la ecuacion (f(y))? + (v — y)? — s = 0, tenga dos raices iguales yo”.
En general, las proposiciones caracteristicas de esta configuracion, son aquellas
provenientes del algebra y del estudio de las curvas mediante la geometria analitica, por
ejemplo: a) “Si una ecuacion tiene una raiz doble y multiplicamos la ecuacion por una
progresion aritmética arbitraria, de forma que el primer término de la progresion
multiplica al primer término de la ecuacion y asi sucesivamente, el producto obtenido es
una ecuaciéon que tiene la raiz dada (Regla de Hudde para la obtenciéon de raices
dobles)” (Gonzalez, 1992, p. 193); b) “...la subtangente en cuestion sera el cociente
obtenido, dividiendo los téerminos del polinomio f(X, y) que contengan la variable y, cada

uno de ellos multiplicado por el exponente de la potencia de y que aparece, por los
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términos en que aparezca la variable x, multiplicado cada uno de ellos por el
correspondiente exponente de x y divididos todos ellos por x (regla de Sluse para hallar
tangentes)” (Boyer, 1999, p. 471).

Como ejemplos de conceptos-definiciones propios de esta configuracion, podemos
sefalar las distintas formas de concebir la recta tangente a una curva: a) “...como la
posicion particular de una secante que gira en torno al pie de la tangente, hasta que dos
de sus puntos de interseccion con la curva llegan a coincidir”; y b) “...aquella que esta
determinada por una recta que gira alrededor del punto de contacto dado, hasta que el
otro punto en el que aquella corte a la curva, coincida con el primero”. Descartes, como
muchos matematicos de la época, tenia la finalidad de encontrar un método general para
encontrar tangentes (o mejor dicho, normales) a una curva, esto se evidencia claramente
cuando sefiala: “Habré dado aqui todo lo que es necesario para el estudio de las curvas,
una vez que dé un método general para trazar una linea recta que forme &ngulos rectos
con una curva en un punto arbitrario de ella...” (Descartes; citado en Boyer, 1999, p.
435). Sin embargo, a pesar de que su método es aplicable a cualquier curva algebraica,
éste se complica cuando la ecuacion de la curva no es una ecuacion algebraica sencilla,
debido a los laboriosos célculos que hay que hacer para determinar v comparando los
coeficientes (Andersen, 1984). Aln asi, los desarrollos que hemos enmarcado en esta
configuracién, muestran serios intentos para encontrar métodos cada vez mas generales,

para abordar los problemas sobre el trazado de tangentes.

Problema 3: Métodos infinitesimales en el calculo de tangentes

En esta configuracion epistémica hemos incluido las aportaciones que realizan,
principalmente Barrow y Fermat, para abordar situaciones-problemas sobre el célculo
de tangentes o subtangentes. Consideremos el siguiente ejemplo:

“Hallar la subtangente a la curva dada por la expresién y* = 3x”

Lo primero que hace Barrow para resolver el problema es sustituir X y y por x+e y y+a

respectivamente, de donde obtiene: y? + 2ya + a® = 3x + 3e. Luego despreciando los

términos que contienen potencias de orden superior a 1 de a y e (regla 1) obtiene:

y? + 2ya = 3x + 3e. Sustrayendo de la expresion anterior y? = 3x (regla 2): 2ya =
m __a

3e. Finalmente aplicando la regla 3: % =—=-= % de donde la subtangente viene

2my

dadaporPthzT.
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El método, o procedimiento, que sigue Barrow para hallar la subtangente consta de tres
reglas en las cuales moviliza una serie de propiedades, definiciones y argumentos. Una
de estas proposiciones, en la solucion de Barrow, se tiene al aplicar la regla 3 (para el

calculo de la subtangente t), ya que encuentra la razén %considerando la semejanza

entre los triangulos MTP y MNR (ver figura 7). Otro ejemplo son los dos incrementos e
y a, que considera Barrow para las variables independiente y dependiente
respectivamente (en la figura 7 MR=a y NR=e); los cuales al aplicar la regla 1, en la
solucion del ejemplo, considera “tan proximos a cero” y, al aplicar (intuitivamente) el

limite, suprime las potencias de a y e de orden superior a uno.

Figura 7. Método de las tangentes de Barrow

Otras proposiciones utilizadas en esta configuracion, son: a) la relacion de semejanza

entre los tridngulos, que contienen las subtangentes, BCE y OIE para establecer que

BC

CE . . ., . .
YRR (ver figura 8), en la aplicacién del método de los extremos de Fermat al célculo

de tangentes y subtangentes; b) “Sea una curva de ecuacion p(x,y) = 0, donde p es un
polinomio en x e y; la subtangente t correspondiente a un punto (x,y) viene dada por

-x(p(xy), a, d)y
= n
(p(xy), a d)x , donde

ser considerado como un polinomio en y mientras que en el denominador como un

los subindices significan que en el numerador p(x,y) debe

polinomio en x” (regla de Hudde para determinar subtangentes).

E o C

Figura 8. Aplicacion del método de los extremos al calculo de la tangente a la parabola
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En general, algunos de los principales conceptos-definiciones que se manejan en esta
configuracion son: a) la concepcion de Barrow sobre la tangente, como posicion limite
de la secante cuando a y e se aproximan a cero, hecho del cual subyace suprimir las
potencias de a y e de orden superior a uno en la primera regla de Barrow; b) la nocion
intuitiva de limite, tanto en el método de Barrow para hallar las subtangentes, como en
el método de los extremos de Fermat el cual sera descrito en el siguiente apartado; y c)
la nocion intuitiva de la derivada. En cuanto a los argumentos, en esta configuracion, se
siguieron manteniendo los algebraicos, geométricos y consideraciones infinitesimales,
como se puede apreciar claramente en la solucion del ejemplo planteado, cuando (en la
regla 1) se “suprime las potencias mayores de uno” de a y e por ser infinitamente
pequefios. Asi mismo, el lenguaje utilizado es de tipo geométrico, algebraico y/o

descriptivo.

Los métodos para el célculo de tangentes y subtangentes considerados en esta
configuracién (métodos de Fermat, Barrow y Hudde) son interesantes por ser algunos

de los primeros métodos o reglas generales que se dieron.

3. Estudio de la Variacién
Problema 4: Sobre la variacion en la edad media
Durante el siglo XIV, comenzaron los estudios sobre el cambio en general y el
movimiento como caso particular. Las investigaciones medievales sobre el movimiento
comenzaron principalmente en las universidades de Oxford (por los escoléasticos del
Merton College) y Paris (principalmente Oresme). En particular, la demostracion que
realiza Oresme de la denominada “Regla de Merton”, conduce a la idea de que el
espacio recorrido por un movil es igual al area bajo la grafica de su velocidad en
funcion del tiempo. A continuacion, analizaremos esta demostracion de Oresme de la
Regla de Merton vy, a partir de dicho analisis, describiremos los objetos primarios que
componen esta configuracion. Expresada en términos de tiempo y distancia, la regla de
Merton nos dice:
“Si un cuerpo se mueve con aceleracion uniforme durante un intervalo de
tiempo dado, la distancia total s es tal como aquella que se tendria durante el
mismo intervalo de tiempo con una velocidad uniforme igual al promedio de su
velocidad inicial v, y su velocidad final v¢ (es decir, su velocidad instantanea en

el punto medio del intervalo de tiempo) .
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Para la demostracion geométrica, Oresme considera el movimiento uniformemente
acelerado durante un intervalo de tiempo (0, t) correspondiente a la longitud AB (ver
figura 9), la latitud en cada punto P de AB es una ordenada PQ cuya longitud es la
velocidad en el instante correspondiente, por lo que el lado CD es un grafo velocidad —
tiempo. Oresme vio que la definicién de aceleracion uniforme implica que CD es un
segmento de linea recta, y que la figura o figura total, es un trapezoide con base AB=t y
alturas AD=v, y BC=v;. Supuso que el area s de ese trapezoide es igual a la distancia

total recorrida y a partir de la formula para hallar el area del trapezoide se sigue

inmediatamente que s = %(vo + vy )t (Cantoral y Farfan, 2004).

D_
v
v,

B B

Figura 9. Demostracién geométrica de Oresme de la Regla de Merton

En cuanto a la situacién-problema planteada, es decir, el enunciado de la Regla de
Merton, vemos que se trata de un problema que involucra el célculo de la distancia
recorrida por un cuerpo que se mueve con aceleracion uniforme, lo cual va a ser
caracteristico de esta configuracion ya que los matematicos de aquella época se habian
interesado en abordar problemas fisicos (o del mundo real) relacionados con el cambio
en general y el movimiento en particular, lo que los escolésticos de Merton llamaban
“variaciones de la intensidad de una cualidad, desde un punto a otro de un cuerpo, o
desde un punto a otro del tiempo”. Otro ejemplo de una situacion-problema
caracteristica de esta configuracion es la denominada ley artificial: “Si a lo largo de la
primera mitad de un cierto intervalo de tiempo, una forma se mantiene con cierta
intensidad; a lo largo del siguiente cuarto de intervalo la forma se mantiene al doble de
dicha intensidad; a lo largo del siguiente octavo de intervalo la forma se mantiene al
triple de intensidad, y asi ad infinitum, entonces la intensidad media durante todo el
intervalo sera la intensidad de la forma durante el segundo intervalo [el doble de la
intensidad inicial]” (GONZALEZ, 1992, p. 47). Estos ejemplos de situaciones-
problemas (la regla de Merton y la ley artificial), son a su vez, ejemplos tipicos de
proposiciones, puesto que se empleaban en la resolucién de nuevas situaciones-

problemas. Otros ejemplos de proposiciones-propiedades, son las que Gonzalez sefiala
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como ideas innovadoras introducidas por Oresme: a) la medida de diversas variables
fisicas por medio de segmentos; b) algun tipo de relacién funcional entre variables; c)
una aproximacion a la introduccion de las coordenadas mediante la representacion
gréfica de relaciones funcionales; d) la constancia de la disminucién de la variacién en
las proximidades de un extremo y, e) una especie de integracion o sumacion continua

para calcular la distancia como el &rea bajo el grafo velocidad-tiempo.

Respecto a los conceptos-definiciones, observamos que desde el enunciado del
problema, es decir, la regla de Merton, intervienen conceptos tales como: a) aceleracion
uniforme, definida por los escolasticos de Merton como aquella para la cual
incrementos iguales de velocidad se adquieren en intervalos de tiempo iguales; b)
movimiento uniforme, definido como aquel que se tiene cuando las distancias iguales
eran recorridas en tiempos iguales; c¢) velocidad instantanea, que es la forma en que
definieron al movimiento variable; d) longitudo (longitud), la cual seria nuestra abscisa,
que considera es el tiempo; e) latituto (latitud), que seria nuestra ordenada, y
considerada la intensidad o la amplitud del fendmeno, ya sea velocidad, calor u otros; f)
representacion grafica de las intensidades de las cualidades, que es la representacion de
la forma de acuerdo con la variacion de la intensidad, respecto del tiempo. Este ultimo
concepto, introducido por Oresme, se hace presente mediante el grafico de la figura 9,
con el cual describe la demostracion de la regla de Merton. Los conceptos-definiciones
que acabamos de mencionar, son algunos de los mas representativos en esta

configuracion.

El lenguaje y procedimientos utilizados por Oresme en su demostracion eran netamente
geométricos, mediante la representacion de la forma (como el grafico de la figura 9), lo
cual queda constatado cuando el propio Oresme sefiala: “La dimension de los
fendmenos esta sometida a maltiples variaciones y dicha multiplicidad es dificilmente
discernible si su estudio no se remite al estudio de figuras geométricas. Todo lo que
varia, se sepa medir o no, lo podemos imaginar como una cantidad continua
representada por un segmento rectilineo” (GONZALEZ, 1992, p. 42). Sin embargo, los
procedimientos y el lenguaje utilizados en un inicio por los escolasticos del Merton
College, fueron descriptivos, con argumentaciones verbales extensas y confusas. En
general, los lenguajes y procedimientos caracteristicos de esta configuracion fueron los
descriptivos, geométricos (mediante la representacién de la forma), o una combinacion

entre ambos.
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Los argumentos que realiza Oresme en la demostracion de la regla de Merton, fueron
descriptivos mediante la representacion de la forma, ya que, de acuerdo con Oresme, la
nocion de grafico como elemento descriptivo de una cualidad, es importante, pues
facilita la comprension de la variacion de un fenomeno (a lo que él llama la
representacion grafica de las intensidades de las cualidades). Hay que sefialar que
durante este periodo, los resultados fueron hallados mediante argumentaciones verbales
0 geométricamente mediante la representacion de la forma, mas que mediante
consideraciones aritméticas basadas en la nocién intuitiva de limite, que fue

ampliamente usada durante el siglo XVII.

En general, la configuracion se puede considerar mas extensiva que intensiva, puesto
gue aun no se contaban con métodos generales para resolver problemas sobre variacion,

y en particular, sobre movimiento.

Problema 5: Concepciones cinematicas para el trazado de tangentes

Las investigaciones medievales sobre el movimiento, en particular las de Oresme,
conducen a la idea de que el espacio recorrido por un movil es igual al area bajo la
gréfica de su velocidad en funcion del tiempo. Galileo toma estas ideas y las demuestra
con argumentos de indivisibles. Asi mismo, Galileo establece la ley fundamental de la
composicion vectorial del movimiento y la aplica para determinar la trayectoria descrita
por un proyectil. Ademas, si se representa el movimiento en un grafico de
desplazamiento-tiempo, la direccion de éste da la direccion de la tangente a la
trayectoria, mientras la velocidad da la pendiente de la linea tangente (GONZALEZ,
1992). Estas ideas posteriormente serian recogidas y desarrolladas por matematicos
como Roberval, Torricelli y Newton quien méas tarde desarrollaria su calculo de
fluxiones, mismo que hemos considerado en una configuracion aparte, debido a las
diferencias conceptuales de las cuales hablaremos mas adelante.

En esta configuracion epistémica, se siguen abordando problemas relacionados con el
trazado de tangentes a distintas curvas. Del mismo modo los procedimientos y lenguajes
son los de la geometria analitica y el algebra. Sin embargo, al haber cambios
conceptuales en los métodos de ésta configuracién, los elementos de ésta (definiciones,
proposiciones y argumentos) también varian. Asi, mediante argumentaciones
cinematicas, se logran establecer nuevos conceptos-definiciones y proposiciones

inherentes a esta configuracion epistémica.
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Ejemplos de conceptos-definiciones utilizados en esta configuracion son: a) concepto
intuitivo de movimiento instantaneo; b) “Una curva es la trayectoria de un punto
movil”; ¢) “...en todas las demas lineas curvas, cualesquiera que sean, su tocante en
cualquier punto es la linea de direccion del movimiento que tiene en ese mismo punto el
movil que la describe (concepcion de tangente de Roberval)”; d) “...una tangente es la
que resulta de la composicion de dos movimientos de un punto movil que traza la curva

(concepcion de tangente de Sluse)”.

Algunas proposiciones prototipicas de esta configuracion son: a) “Si el movimiento que
describe la curva es una combinacion de movimientos simples, la linea instantanea del
movimiento o direccion de la tangente puede hallarse por composicién de movimientos,
mediante la ley del paralelogramo”; b) “Trazar la tangente a una curva descrita por el
movimiento de un punto que resulta de la composicion de dos movimientos consiste en
determinar la resultante de las velocidades de los dos movimientos™; ¢) “...si s = s(t) y
v = v(t) representan respectivamente el espacio y la velocidad en funcion del tiempo,
se tiene que: 1) el area limitada por la curva v = v(t) y el eje de las abscisas representa,
para cada t, el espacio recorrido s = s(t), y 2) la pendiente de la tangente a la curva

s = s(t) representa, para cada t, la ordenada de la curva v = v(t) en la abscisa t”.

Nuestra lectura final, respecto a la dualidad extensiva-intensiva, es que los métodos
empleados, en esta configuracién, para el trazado de tangentes nuevamente son
extensivos en cuanto a que no son generalizables para todos los casos. Esto lo sefiala
Andersen (1984) de la siguiente manera: “Al tomar la direccion instantanea del
movimiento como conocida, tanto Roberval como Torricelli habian evitado el uso de
infinitesimales en su método, el cual tenia la ventaja adicional de ser aplicable a curvas
que no estan referidas directamente a un sistema de coordenadas. Sin embargo, el
método no era general en cuanto a que no todas las velocidades podian ser

determinadas”.

4. Calculo de Maximos y Minimos
Esta configuracién epistémica ha surgido, principalmente, de las obras de Fermat, uno
de los matematicos mas influyentes respecto al desarrollo del célculo diferencial. De

hecho, sus trabajos sobre maximos y minimos y tangentes, hizo que diversos
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matematicos del siglo XVIII, tales como Laplace y Lagrange, lo consideraran el
verdadero inventor del céalculo diferencial.

Con base en las obras fundamentales de la antigliedad clasica griega (los Elementos de
Euclides, las Conicas de Apolonio, las obras de Arquimedes, la Aritmética de Diofanto,
la Coleccion matematica de Pappus, etc.), asi como en la teoria de ecuaciones de Viete
(en particular en el método de la Syncrisis de su Arte analitica), Fermat desarrolla los
primeros métodos generales, en la historia de las matematicas, para la determinacién de
extremos (Gonzalez, 2008), que posteriormente aplica a la determinacion de las

normales y tangentes.

Problema 6: Las ideas intuitivas de limite para el calculo de maximos y minimos
Como en las secciones anteriores, partiremos del analisis de un problema para describir
los elementos que componen esta configuracién. El problema es el siguiente:

“Dividir un segmento de longitud N en dos partes de manera que el producto sea el

r . . »
madximo posible
A N-A '
A TE N-A-E

Figura 10. Aplicacion del método de los extremos de Fermat

Para dar solucion al problema, sea A la cantidad desconocida por la que tendremos que
dividir el segmento de longitud N (ver figura 10). De tal forma que el producto pedido

estara dado por la expresion:
f(A) = AN — A) = AN — A% ...(D)

Ahora bien, dado que queremos que el producto sea el maximo posible, incrementemos

a nuestra variable A una magnitud E, de tal forma que el producto estaria dado por:
f(A+E)=(A+E)(N—A—E)=AN — A*> + NE — 2AE — E? ...(2)
“Adigualando” las expresiones (1) y (2) obtenemos:
AN — A? ~ AN — A*> + NE — 2AE — E?
NE ~ 2AE + E% ...(3)
Dividiendo ambos miembros de la “adigualdad” por E, obtenemos:

N=~24+E..(4)

160 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.13, n.1, 2011



Finalmente, haciendo E=0, en (4) nos queda:
2A=N
Lo que significa que el producto es maximo cuando A = g (Gonzélez, 2008).

Otro tipo de situaciones-problemas que fueron abordados en esta configuracion, ademas
de aquellos en los que se pretendian calcular extremos (como en el ejemplo que estamos
analizando), fueron los problemas de aplicacion préctica sobre maximos y minimos.
Ejemplo de esto es el problema abordado por Kepler sobre el calculo de volumenes de
barriles de vino; Kepler estudié la forma de los barriles que con menor superficie
(menor cantidad de madera utilizada para hacerlos) tuviera mayor volumen (pudieran

albergar més cantidad de vino).

El lenguaje utilizado por Fermat en la solucion del problema, es practicamente el
mismo que en las configuraciones anteriores: algebraico, grafico y/o descriptivo. Este
lenguaje es el que utilizaron la mayoria de los matematicos del siglo XVI1I hasta antes
de los desarrollos de Newton y Leibniz.

Una de las propiedades principales en esta configuracién, radica en la idea de
incrementar una magnitud considerable a la variable independiente o a la magnitud que
podriamos interpretar como la variable independiente (Gonzalez, 2008; Andersen,
1984); situacion que representa el punto de partida para el uso de magnitudes
infinitamente pequefas, es decir, los infinitesimales. La propiedad que acabamos de
mencionar se puede identificar en la solucién que da Fermat al problema, que hemos
planteado a manera de ejemplo, cuando sefiala: ““...incrementemos a nuestra variable A
una magnitud E...”. Otra proposicion clave en el método de Fermat, es la “Adigualdad”
que establece para “aproximar tanto como sea posible” la expresion que determina el
producto a la expresién que determina el producto cuando se incrementa la cantidad
desconocida (A), es decir, AN — A? ~ AN — A?> + NE — 2AE — E*. Esto significa que
E es tan pequefia, que ambas cantidades son “casi iguales”; en términos actuales, que E
se aproxima a cero. Un ultimo ejemplo de una proposicion caracteristica de esta
configuracién es la formulacion general, dada por Hudde, de un patron subyacente a las
soluciones de problemas de maximos y minimos por el método de Fermat, que en
notacion moderna, afirma que dado un polinomio de la forma y = Y%_, a,x*, entonces,

se tiene un maximo o un minimo cuando Y?_, ka,x*~* = 0 (Grabiner, 1983).
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El método de Fermat para el célculo de extremos en si mismo, un claro ejemplo de los

procedimientos utilizados, es incluso, el mas importante en esta configuracion.

En cuanto a las argumentaciones, ademéas de las algebraicas y las geométricas, se
empiezan a elaborar, aunque de manera implicita, argumentaciones basadas en las
cantidades infinitesimales. Esto puede verse, en la solucion del ejemplo, cuando Fermat
“adiguala” las cantidades, de trasfondo radica la idea de que E se aproxima a cero. Asi
mismo, cuando se divide ambos miembros de la “adigualdad” por E, nuevamente detras
esta la idea de que E se aproxima a cero pero no llega a ser cero. En contradiccion con
esto Gltimo, cuando se hace E=0, la idea subyacente es que E es “tan pequefia” que se le
puede desestimar. Lo anterior, de hecho, es una de las principales criticas a su método,

ya que en el mismo proceso considera E = 0y E # 0. Aln asi, el proceso utilizado por

Fermat es, en esencia, similar al calculo de limg_,

w, que se emplea en la

actualidad para hallar la primera derivada.

Para finalizar, hay que sefialar que en esta configuracion aparecen, aunque de manera
muy intuitiva, conceptos-definiciones importantes tales como el limite y la derivada.
Otra cuestion es que, al desarrollarse métodos generales para la determinacion de
maximos y minimos (por ejemplo, el método de Fermat o la formulacién de Hudde),

esta configuracion tiene caracteristicas mas intensivas que las anteriores.

5. La Derivada Como Fluxion

Como sefiala Gonzélez (1992), es indiscutible que Newton y Leibniz son los verdaderos
artifices del calculo infinitesimal. Sin embargo, existen diferencias conceptualmente
importantes entre las ideas de Newton y las de Leibniz, razon por la cual, a diferencia
del trabajo de Ibarra y Goémez (2005), hemos considerado ambos planteamientos en
configuraciones distintas.

Newton comienza con la consideracion de elementos infinitesimales, a la manera de
Fermat y Barrow, pero enseguida deriva hacia una concepcion mecanica, basada en la
idea intuitiva del movimiento continuo, manejando el concepto de fluente, como
cantidad que varia respecto al tiempo, y de fluxion como su velocidad de cambio
respecto al tiempo (Gonzalez, 1992); de ahi que al célculo desarrollado por Newton se

le conozca como célculo fluxional.
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El siguiente ejemplo (Bos, 1984) fue uno de los propuestos por Newton en su obra de
1671, y ejemplifica como aplicaba su método de las fluxiones.

Problema 7: El Célculo de fluxiones
“Dada la curva de ecuacion x> — ax? + axy — y3 = 0, calcular las fluxiones”
Para resolver el problema, Newton sustituye en la ecuacion dada x y y por x + xo y

y + yo respectivamente, obteniendo:

(x3 + 3%0x? + 3x%0%x + x30%) — (ax? + 2axox + ax?0?)
+ (axy + axoy + ayox + axyo?) — (y3 + 3yoy? + 3y20?y + y303)
=0

luego elimina x3 — ax? + axy — y3, que es igual a cero (de acuerdo con la ecuacion
dada originalmente), divide después por o y desprecia finalmente los términos en que

todavia figura el factor o, quedando finalmente:
3xx? — 2axx + axy + ayx — 3yy? =0

Primeramente, observemos que Newton introduce nuevos conceptos-definiciones en sus
desarrollos sobre el calculo infinitesimal y, con ellos, nuevas expresiones
terminologicas y notacionales (ademas del lenguaje algebraico, geométrico y
descriptivo), entre los cuales podemos sefialar: a)“o” es un intervalo de tiempo
infinitamente pequefio b) “momento de X" que define como un incremento infinitesimal
de x y que representa con ox (analogamente define el momento de y, oy); c) en palabras
de Newton: “Llamaré cantidades fluentes, o simplemente fluentes, a estas cantidades
que considero aumentadas gradualmente e indefinidamente; las representaré mediante
las Gltimas letras del alfabeto v, X, y, z, para distinguirlas de las otras cantidades”; d) el
concepto fluxion definido con sus palabras: “representaré con las mismas ultimas letras
coronadas con un punto v, x, y, z, las velocidades con que las fluentes aumentan por el
movimiento que las produce y que, por consiguiente, se pueden llamar fluxiones...”; e)
“momento de la fluente” es la cantidad infinitamente pequefia que varia una fluente

como X en un intervalo de tiempo infinitamente pequefio “o”, es decir, xo.

El método de las fluxiones de Newton es, a su vez, el procedimiento mas importante de
esta configuracion; por ejemplo, en la siguiente descripcion Newton sugiere (y a la vez
argumenta) la sustitucion de x e y por x + xo e y + yo respectivamente: “Ya que los
momentos como xo, yo son las anexiones o aumentos infinitamente pequefios de las

cantidades fluentes x e y durante los intervalos de tiempo infinitamente pequefios, se

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.13, n.1, 2011 163



sigue que estas cantidades x e y, después de un intervalo de tiempo infinitamente
pequefio, se convierten en x 4+ xo e y + yo...De ese modo, se puede sustituir en la
misma ecuacion x + xo e y + yo en lugar de x e y” (Collette, 1993, p.110). En este
ultimo ejemplo, al igual que en el problema propuesto al inicio, vemos como Newton
argumenta los procedimientos (y en general sus definiciones y proposiciones) con base
en consideraciones dinamicas y de infinitesimales, apoyandose siempre en el algebra y
el analisis geométrico.

Dentro de las proposiciones dadas por Newton, podemos mencionar las siguientes: a) Si

m+n

ax"/n =y, entonces el 4rea serd z = %ax n; b) Supongamos una curva cuya area

estd dada por la expresion z = ax™, donde m es entero o fraccionario, entonces la curva
estd dada por la expresion y = max™"1; ¢) dada una curva y = max™1, entonces el
area comprendida bajo la curva es z = ax™ (reciproco del inciso b); d) “Las cantidades,
y las razones de cantidades, que en cualquier tiempo finito tienden continuamente a la
igualdad, y antes de terminar ese tiempo se aproximan una a otra mas que por ninguna

diferencia dada, acaban haciéndose en ultima instancia iguales” (Duran, 1996, p. 54).

En cuanto a los tipos de situaciones-problemas de esta configuracion, Newton abordd
problemas sobre el calculo de la velocidad del movimiento en un tiempo dado
cualquiera, dada la longitud del espacio descrito y viceversa; asi mismo Newton hacia
uso de sus algoritmos para la determinacion de maximos y minimos, tangentes y
curvaturas (Bos, 1984). En este sentido, al ser los algoritmos de Newton universales, en
palabras de Gonzélez (1992), es decir, aplicables a una variedad de problemas, esta

configuracién la reconocemos como altamente intensiva.

Asi, vemos como en esta configuracion las fluxiones o velocidades de los movimientos
de las fluentes, es lo que en la actualidad conocemos como la derivada, y los momentos
como xo y yo del calculo de fluxiones de Newton, serian las diferencias infinitamente

pequefias o diferenciales dx y dy en el célculo diferencial de Leibniz.

6. La Derivada Como Cociente de Diferenciales

A diferencia de Newton, el calculo de Leibniz tiene un caracter mas simbolico y
analitico, siendo las diferencias infinitesimales y la suma de infinitamente pequefios, las
bases de su célculo diferencial e integral respectivamente (Gonzélez, 1992). Como

sefiala Collette (1993), su finalidad era elaborar un método eficaz mediante el cual, sin
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recurrir a diagramas, ciertas propiedades de las curvas puedan ser determinadas por
medio de su calculo de las diferencias. A continuacion describiremos, con algunos

ejemplos, los elementos primarios que componen esta configuracion.

Problema 8: EI Calculo de diferencias

Leibniz abordo situaciones-problemas sobre méximos y minimos, tangentes y puntos de
inflexion; esto se evidencia claramente en el titulo de su obra “Nova methodus pro
maximis et minimis, intemque fangetibus, qua nec irrationales quantitates moratur”
(Nuevo método para los méximos y minimos, asi como para las tangentes, el cual puede
también aplicarse a las cantidades fraccionarias e irracionales), en la cual introduce por
primera vez la expresion calculo diferencial y proporciona las formulas, que hasta ahora
conocemos, para derivar productos, cocientes, potencias y raices, todas éstas
acompafiadas de aplicaciones geométricas tales como la busqueda de tangentes,
maximos y minimos, y de los puntos de inflexion.

Uno de los objetivos de Leibniz, y que de acuerdo con Bos (1984) fue una de las tres
ideas principales que permitieron el desarrollo de su calculo infinitesimal, es la
construccion de una characteristica generalis, es decir, un lenguaje simbolico general
mediante el cual se pudieran escribir con simbolos y formulas todos los procesos de
argumentacion y de razonamiento. Con este fin, Leibniz logré introducir un nuevo
lenguaje accesible, que aun se mantiene en nuestros dias, el cual facilita la manipulacion
de los conceptos, procedimientos y argumentos, en el célculo diferencial. Por ejemplo,
Leibniz introduce los simbolos | y 8, los cuales concibe como operadores que
representan respectivamente la suma de rectangulos o suma de areas y las diferencias
entre dos valores sucesivos de x 0 y. Asi mismo, denota con dy y dx a las diferenciales
de las variables x e y respectivamente, es decir, diferencias infinitamente pequefias de x
ey.

Los lenguajes, nuevos términos y notaciones, introducidos por Leibniz, estaban
asociados a una serie de nuevos conceptos-definiciones o procedimientos primordiales
en su célculo de diferencias. Por ejemplo, dy la utiliza para denotar el concepto de
diferencial de una variable y, la cual define como la diferencia infinitamente pequefia
entre dos valores sucesivos de y (analogamente define la diferencial de la variable X,
dx). Asi mismo, como ya sefialamos anteriormente, introduce los simbolos | para

representar el proceso de sumar rectangulos o areas, y 0 para representar las diferencias
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entre dos valores sucesivos de x o y. Las formulas proporcionadas por Leibniz, que
hasta ahora conocemos, para derivar productos, cocientes, potencias y raices, son

ejemplos de proposiciones y procedimientos al mismo tiempo.

En cuanto a las proposiciones utilizadas en esta configuracién, dos de las principales,
que de acuerdo con Bos (1984) fueron utilizadas por Leibniz, en el desarrollo de su
calculo de diferencias, son: la relacion que dedujo a partir de sus estudios sobre
sucesiones numericas a4, a,, as, ... y sus sucesiones de diferencias primeras asociadas,
b, =a, —a,, b, =a, —as,...; Leibniz se dio cuenta de la relacion by + by +---
+b, = a; —a,4+,. La segunda es la relacion de semejanza entre el tridngulo cc’d
situado a lo largo de la curva en la figura 11, y los tridngulos formados por la ordenada,

tangente y subtangente, o por la ordenada, normal y subnormal.

Figura 11. Triangulo diferencial de Leibniz

Otros ejemplos de proposiciones son los siguientes: a) “...una suma tal como [y dx €s
la suma de los rectangulos infinitamente pequefios de base dx y altura y; por lo tanto, la
cuadratura de una curva es igual a [ y dx”; b) “...1a integracién en cuanto a proceso de

sumacién es la inversa de la diferenciacion”; c¢) “la mejor manera de encontrar las
- - d - 4
tangentes es determinando el cociente d—z, ya que la determinacion de la tangente a una

curva depende de la razén de las diferencias de ordenadas y abscisas cuando se hacen

infinitamente pequefias”.

Finalmente, hay que sefialar que para sus argumentaciones, Leibniz utilizd
consideraciones algebraicas, geométricas e infinitesimales. Ademas, al desarrollar un
método general para el calculo de la diferencial de una variable, esta configuracion es
altamente intensiva, a pesar de que quedaran pendientes cuestiones sobre la

fundamentacion.

Observemos tambien, la importante diferencia conceptual entre las ideas de Newton,
discutidas en el apartado anterior, y las de Leibniz. Newton tiene una vision dindmica de

las curvas, como generadas por un movimiento. En este sentido, para el calculo de las
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fluxiones (o derivadas), hace uso de los infinitésimos pero no le interesan estos por si
mismos, sino el limite cuando estos van desvaneciéndose. En cambio Leibniz, concibe
una curva como formada por un conjunto de segmentos rectos de longitud infinitesimal,
de esta forma, se interesa por las propiedades de estas cantidades infinitesimales en si.
De ahi que desarrolle su método para la suma de estas cantidades (integracion) y para la
diferencia de ellas (derivacion). Como sefiala Durdn (1996), el desarrollo de los
conceptos de diferencial e integral con la apreciacion explicita de que son conceptos
inversos, el desarrollo de unas reglas para el calculo de la diferencial y la aplicacion de
estos conceptos a la resolucion de problemas de tangentes, cuadraturas, maximos y
minimos, problemas inversos de tangentes, etc., situaron el célculo de las diferencias de

Leibniz por encima del calculo de fluxiones de Newton.

7. La Derivada Como Limite

Al final del siglo XVII, el célculo diferencial estaba establecido sobre los trabajos de
Newton y Leibniz, aunque sin una fundamentacidbn matematica rigurosa. Los
matematicos que sucedieron a Newton y Leibniz, continuaron los desarrollos y sobre
todo, las aplicaciones de las nuevas ideas a una gran cantidad de problemas
principalmente de la fisica, por ejemplo, el de la cuerda vibrante, la catenaria o el de la
braquistécrona. Ademads, los aportes realizados en esta etapa, posterior al
establecimiento del calculo Newtoniano y Leibniziano, se orientaron hacia la busqueda
de una fundamentacién rigurosa de las nuevos métodos generales desarrollados por
Newton y Leibniz. De esta forma, el concepto de derivada y su fundamentacion, fue
desarrollandose gradualmente durante los siglos XVIII y XIX, junto con las ideas de
funcion, continuidad y limites, principalmente. Describimos a continuacion la
configuracion epistémica, a partir del analisis del estudio histdrico sobre el desarrollo de
una fundamentacion rigurosa de la derivada, hasta llegar a la definicion que conocemos
en la actualidad.

Problema 9: La derivada como limite

Como se ha sefialado antes, entre las principales situaciones-problemas de esta
configuracién, se encuentra la aplicacion de los nuevos métodos generales de Newton y
Leibniz, en la resolucion de problemas principalmente de la fisica, por ejemplo, el de la
cuerda vibrante, asi como para el calculo de tangentes, maximos y minimos, puntos de

inflexion, velocidades. Pero sobre todo, las situaciones-problemas iban encaminadas al
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desarrollo de conceptos, propiedades, etc., para dar una fundamentacion rigurosa a los
aportes de Newton y Leibniz, esto es, se trata de una configuracion fuertemente formal.

En este sentido, en esta etapa se desarrollaron una serie de conceptos-definiciones
primordiales no sélo para el desarrollo de la fundamentacion de la derivada, sino para el
Calculo Infinitesimal en general. El concepto de funcion, por ejemplo, el cual Euler
comienza a considerar como una aplicacion que a un nimero x asocia otro f(x). El
concepto de limite, del cual se dieron diversas definiciones a lo largo de esta etapa,
como por ejemplo: a) “el valor del que una variable puede llegar a diferir en menos que
una cantidad arbitrariamente pequefia (Simon Lhuilier)”; b) “Cuando los sucesivos
valores atribuidos a una variable aproximan indefinidamente a un valor fijo tanto que al
final difieren de él tanto como uno desea, esta ultima cantidad es denominada el limite
de todas las otras (Cauchy)”; ¢) “el limite de una funcién f(x) vale L cuando x tiende a
Xo Si para cualquier cantidad positiva € > 0 existe otra cantidad positiva 6 > 0 de
manera que para todo punto x verificando 0 < |x — x| < § y donde la funcién f esté
definida se tiene que |f(x) — L| < & (Weierstrass) ”. Asi mismo, la derivada es definida
por Cauchy de la siguiente manera: “Cuando la funcion y = f(x) es continua entre dos
limites dados de la variable x, y uno asigna un valor entre estos limites a la variable, un
incremento infinitesimal de la variable produce un incremento infinitesimal en la
funcién misma. Consecuentemente, si ponemos Ax = i los dos términos del cociente de

Ay _ fGHD—f ()
i

diferencias ~ seran infinitésimos. Pero considerando que estos términos

tienden a cero simultaneamente, el cociente mismo puede converger a otro limite,
positivo o negativo. Este limite, cuando exista, tiene un valor definido para cada valor
particular de x; pero varia con x. Asi, por ejemplo, si tomamos f(x) = x™, siendo m un

(x+i)M—x™

entero positivo, la razon de las diferencias infinitesimales sera =mx™ 1+

m(m-1 _
( )xm 2

— i+ +i™"1 y su limite serd la cantidad mx™~!, esto es, una nueva

funcién de la variable x. Lo mismo ocurrira generalmente; sélo que la forma de la nueva
-z . s P +i)— . .z

funcién que sirve de limite a la razén w dependera de la forma de la funcion

y = f(x). Para indicar esta dependencia, damos a la nueva funcion el nombre de

derivada y la designamos, usando un apostrofe, por la notacion y' o f'(x)”. Por su parte,

Bolzano define la derivada de una funcion como “la cantidad f'(x) hacia la que se

fx+Ax)—f(x)
Ax

aproxima el cociente cuando Ax se aproxima a cero”. Finalmente, en el

primer cuarto del siglo XIX la derivada de una funcion se define como:
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h—-0 h
Como proposiciones caracteristicas de esta configuracion, se tienen, entre otros, varios
teoremas tales como: a) El teorema del valor medio para funciones derivables, asi como
la primera expresion para el resto en la formula de Taylor que hoy conocemos como la

expresion de Lagrange del resto; b) “si f(X) es una funcion continua entre x = x, y

X)—f(x0)

x = X, entonces minp,, xf (x) < A x| = MaX[y, x1f (x), del cual se deduce

que si f'(x) es continua entre x = x, Y x = x, + h, entonces habra un 8 entre 0 y 1, tal

que (—x0+’2‘f Col = £'(xy + 6h) (Cauchy)™; ¢) “f(x) es continua en x, si para

cualquier cantidad positiva € > 0, existe otra cantidad positiva § > 0 de manera que,
para todo punto del intervalo |x — x,| < & donde la funcion f esté definida, se verifica
que |f(x) — f(xy)| < € (Weierstrass)”; d) la derivabilidad implica continuidad pero no

viceversa.

En cuanto a los elementos linglisticos propios de esta configuracion, estamos de
acuerdo con lbarra y Gomez (2004), es formal, predominantemente algebraicos, en
ocasiones apoyado en lenguajes geométricos. Durante esta etapa se introduce las
notaciones que se conservan en la actualidad, por ejemplo y o f'(x) para denotar la
derivada de una funcion, se representdé con € y & a las cantidades infinitamente
pequefias que aparecen en la definicion actual del limite; en general, el lenguaje
simbdlico caracteristico del algebra se puede ver en las definiciones de conceptos (y
proposiciones) tales como limite, continuidad, derivada, entre otros. Asi mismo, los
procedimientos caracteristicos de esta configuracion son mas aritméticos, es decir,
predominan las manipulaciones algebraicas sustentadas en las propiedades y
proposiciones establecidas; ejemplo de esto son las diversas demostraciones de

teoremas sobre el calculo diferencial.

Como sefala Ibarra y Gomez (2004), los argumentos de esta configuracion no presentan
las incoherencias de las argumentaciones con infinitésimos ya que se ha conseguido
fundamentar el andlisis infinitesimal sobre conceptos aritmeéticos; primordialmente el de

limite que fue la nocion clave para fundamentar el objeto derivada.

8. Otras Generalizaciones de la Derivada
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En los apartados anteriores, hemos realizado la descripcion de las nueve
configuraciones epistémicas identificadas en el estudio de la evolucion histérica de la
derivada de una funcion real de una sola variable. Sin embargo, es conveniente sefialar
la existencia de diversas generalizaciones que se han realizado sobre dicho objeto
matematico, algunas méas conocidas que otras en el campo de Didactica de la
Matemética. Por ejemplo, la derivada parcial que, en sintesis, es la derivada de una
funcién de varias variables con respecto a una de esas variables, y que resulta de gran
utilidad en ramas de las matematicas tales como el calculo de variaciones y la geometria
diferencial. La derivada parcial describe la variacion de una funcion real de dos o més
variables en direccion de cada uno de los ejes coordenados. Existe una generalizacion
Ilamada derivada direccional, que estudia la variacion de una funcion en una direccién
de un vector arbitrario, y se aplica tanto a funciones vectoriales reales como complejas.

Menos conocida es la definicion de derivada en un punto que presentd Carathéodory en
su libro Theory of Functions of a Complex Variable. Aunque Carathéodory presenta su
definicion dentro del marco de la teoria de funciones de variable compleja, Kuhn (1991)
muestra que esta definicién aplicada a funciones de variable real, facilita en gran parte
el manejo demostrativo de algunos teoremas del célculo diferencial tales como la regla
de la cadena y el teorema de la funcién inversa. Posteriormente, Acosta y Delgado

(1994) extienden la definicion de Carathéodory a funciones de R™ en R™.

En el marco de los espacios normados, especificamente para los espacios de Banach,
tiene lugar otra definicion de la derivada conocida como derivada de Fréchet o
diferencial total (Pinzon y Paredes, 1999; Acosta y Delgado, 1994).

Otra definicion importante de la derivada es la conocida con el nombre de derivada de
Gateaux, que fue introducida por Gateaux en 1913 para funcionales. La derivada de
Gateaux es una generalizacion de la nocion de derivada direccional y de la nocién de

primera variacion manejada en el célculo variacional para funciones de varias variables.

9. Significado Holistico de la Derivada

Nuestro esfuerzo por la reconstruccion de un significado global para la derivada, ha
resultado en la identificacion de nueve sistemas de préacticas los cuales llevan asociados,
cada uno a su vez, una configuracion epistémica y constituyen un significado parcial de
la derivada. A estas nueve configuraciones, respectivamente asociadas a los sistemas de

précticas, las hemos denominado: 1) la tangente en la matematica griega (CE,); 2)
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sobre la variacion en la edad media (CE,); 3) métodos algebraicos para hallar
tangentes (CEs); 4) concepciones cinematicas para el trazado de tangentes (CE,); 5) las
ideas intuitivas de limite para el calculo de maximos y minimos (CEs); 6) métodos
infinitesimales en el calculo de tangentes (CEg); 7) el célculo de fluxiones (CE>); 8) el
célculo de diferencias (CEs) y, 9) la derivada como limite (CEqg).

Es importante aclarar, que dentro del “enfoque ontosemidtico” del conocimiento
matematico una de las maneras de entender el significado de un concepto es, desde la
perspectiva pragmatista, en términos de los sistemas de practicas en que dicho objeto
interviene (significado sistémico). Tales sistemas de practicas estan ligados a tipos de
situaciones-problemas, de donde se deriva la posibilidad de distinguir distintos

significados cuando se abordan problemas diferentes.

De esta forma, el objeto derivada, a lo largo de su evolucién histérica, ha adoptado
nueve significados distintos (significados parciales), es decir, el objeto derivada se ha
activado implicita o explicitamente en nueve subsistemas de practicas cada uno de los
cuales tiene una configuracién asociada de objetos y procesos. Estas nueve
configuraciones (descritas en los apartados anteriores), a pesar de ser distintas entre si,
algunas de ellas tienen similitudes, de manera que se pueden relacionar como se ilustra

en el esquema de la figura 12.

En la base del esquema en la figura 12, se han considerado cronol6gicamente seis
sistemas de précticas/significados parciales que pueden verse como “primarios” en
cuanto que, las configuraciones activadas en dichos sistemas (CE;, CE,, CEs, CE4, CEs
y CEg), tienen un caracter extensivo, es decir, se resuelven ciertos tipos de situaciones-
problemas, con métodos y procedimientos particulares. Sin embargo, dentro de estas
seis configuraciones “primarias”, hay algunas que son similares entre si. Tal es el caso
de las configuraciones CE;, CE3 y CEg que, al activar significados parciales similares
para la derivada, pueden considerarse similares, razén por la que se pueden agrupar
dando origen a un sistema de practicas mas “genérico” en el cual se abordan
situaciones-problemas sobre tangentes en general. A este sistema de practicas con su
configuracion asociada, la hemos denominado “tangentes”. Andlogamente, las
configuraciones CE, y CE,4 se pueden agrupar dando paso a un nuevo sistema mas
general, con su respectiva configuracion asociada, la cual denominamos “variacion,
velocidades” ya que se abordan problemas de este tipo. La configuracion CEs, también

la hemos denominado “maximos y minimos”.
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Posteriormente Newton, apoyandose en la configuracion subyacente al sistema de
practicas genérico “variacion, velocidades”, desarrolla un nuevo sistema de practicas de
la derivada como fluxion, en el cual se activa una configuracion mas general (CE-), de
tal forma que los nuevos procedimientos, lenguajes, conceptos, definiciones, etc., de
dicha configuracion, son aplicados luego para resolver situaciones-problemas
caracteristicos de los sistemas de practicas “tangentes”, “maximos y minimos” y
“variacion, velocidades”, aspecto que se sefiala con las flechas punteadas que salen de
CE;7 a los tres sistemas de practicas genéricos. Del mismo modo Leibniz, apoyandose en
la configuracion asociada al sistema de practicas “tangentes”, desarrolla un nuevo
sistema de précticas de la derivada como cociente de diferenciales en el que se activa
una configuracién mas general (CEg), la cual posteriormente aplica para la resolucion
de situaciones-problemas caracteristicos de los sistemas de practicas puestos en juego

en las situaciones de célculo de tangentes y de maximos y minimos.

Finalmente, los matematicos que sucedieron a Newton y Leibniz, tomando como base
sus desarrollos (CE7y CEg) generaron un nuevo sistema de practicas de caracter formal
de la derivada como limite del cociente de incrementos, el cual lleva asociado una
configuracion (CEg) que constituye la formalizacion del objeto derivada. Las flechas
punteadas que salen de CEgy indican que los elementos de dicha configuracion son
aplicados para la solucién de problemas propios de los sistemas de practicas

2% ¢e

“tangentes”, “variacion, velocidades” y “maximos y minimos”.

De esta forma, vemos como el objeto derivada comienza a emerger de los sistemas de
practicas “primarios” los cuales basicamente pueden agruparse en tres sistemas de
practicas genéricos en los cuales se abordan problemaéticas sobre: a) tangentes; b)
maximos y minimos; y c) variacion. Las configuraciones asociadas a dichos sistemas de
practicas primarios, dan paso a nuevos sistemas de practicas en los cuales se activan
CE; y CEs, mismas que alcanzan justificaciones formales en CEs. EIl nivel de
generalizacion de cada una de las configuraciones, tambiéen ha sido ilustrado en el

esquema de la figura 12.

La consideracién conjunta de los elementos, y sus relaciones, ilustrados en el esquema
de la figura 12, es lo que conforma, primordialmente, el significado epistémico global

de la derivada.

172 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.13, n.1, 2011



Las relaciones existentes entre las distintas configuraciones epistémicas identificadas en
la figura 12, podrian seguir extendiéndose, por ejemplo la configuracién CE7 que tiene
vinculado el significado de la derivada como fluxion, junto con algunas ideas de
provenientes de las configuraciones CEg y CEg dan lugar a un nuevo sistema de
practicas del cual emerge una nueva rama de las matemadticas: “El célculo de
variaciones”. Sin embargo, esto no es objeto de estudio de nuestra investigacion, ya que
solo pretendiamos reconstruir el significado holistico para la derivada de una variable
real que sirva de referencia para sistematizar los conocimientos de los profesores de
educacién secundaria/bachillerato sobre la derivada, en lo que respecta a la faceta o
dimension epistémica. No obstante, el significado global de la derivada quedaria
incompleto si no consideraramos las distintas generalizaciones que se han realizado
sobre dicho objeto matematico (ver apartado 9). Estas generalizaciones de la derivada
constituyen el conocimiento matemético avanzado sobre el objeto derivada; lo que en
términos del modelo de Ball y colaboradores seria el conocimiento en el horizonte

matematico.
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Figura 12. Significado epistémico global de la derivada

10. Sintesis e Implicaciones

La gran diversidad de investigaciones en el campo de didactica de las matematicas,
referentes a los aspectos cognitivos e instruccionales sobre la derivada, plantea un reto a
los formadores de profesores que sintetizamos con la pregunta: ¢Cual es el
conocimiento didactico-matematico que necesita el profesorado de secundaria/
bachillerato con relacién a la ensefianza de la nocion de derivada? La complejidad y
amplitud de esta cuestion nos ha llevado a focalizar la atencion en un aspecto parcial,
aunque relevante, como es la caracterizacion de los distintos significados del objeto
derivada.

Nuestra propuesta de reconstruccion del significado global de la derivada resulta

especialmente importante puesto que el disefio, implementacion y evaluacién de planes
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de formacion matematica y de procesos instruccionales sobre un contenido matematico
especifico, requieren un estudio en profundidad sobre el significado de los objetos
matematicos que componen dicho contenido. Tal estudio debe aportar criterios para
seleccionar los problemas y practicas matematicas a incluir en los planes y procesos de
formacion, segun las necesidades sociales y profesionales del grupo de personas a quien
se dirigen. Es decir, es a partir del significado holistico de un objeto, que se determina
cual o cuales seran los significados pretendidos, implementados y evaluados, en una
practica educativa especifica. De esta manera, es indudable gue el significado global de

la derivada es pieza clave del conocimiento didactico-matematico del profesor.

Finalmente, los resultados aportados con este estudio pueden servir de punto de partida
para el disefio de instrumentos de evaluacién y desarrollo de conocimientos didacticos-

matematicos sobre dicha nocion.
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