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Resumo

Para que os alunos sejam competentes em algebra, devem compreender os conceitos e
relacdes muito para além da manipulacdo simbdlica, o que implica que o seu estudo se
inicie nos primeiros anos com o desenvolvimento do pensamento algébrico.
Naturalmente, a formacdo dos futuros professores deve acompanhar esta tendéncia.
Assim, apresenta-se parte de um estudo de natureza qualitativa, no qual se procura
caracterizar o pensamento algébrico de futuros professores do ensino bésico (3-12
anos) na resolucéo de tarefas envolvendo padrdes figurativos. Os resultados mostraram
que os participantes usaram estratégias visuais e analiticas, tendo prevalecido as
primeiras, e que as maiores dificuldades surgiram nas questfes de generalizacéo
distante, frequentemente influenciadas pelo tipo de estratégias usadas.
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Abstract

For students to be competent in algebra, they must understand concepts and
relationships far beyond mere symbolic manipulation, which implies that its study
begins in the early years with the development of algebraic thinking, where the search
for patterns and generalization in figurative contexts play a crucial role. Thus, we
present part of a qualitative study, which seeks to analyze the algebraic thinking of
future primary school teachers (3-12 years) in solving tasks involving figurative
patterns. The results showed that the participants used visual and analytical strategies,
having prevailed the former, and that the biggest difficulties arose in distant
generalization tasks, often influenced by the type of strategies used.
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Introducéo

A algebra praticamente ndo tem expressdo nos curriculos de matematica dos primeiros
anos do ensino basico, por se considerar a aritmética um tema mais facil e, por isso, a
algebra deveria surgir mais tarde no curriculo. No entanto, nas udltimas décadas
realizaram-se varios estudos a nivel internacional que defendiam a introducdo da
algebra a partir dos primeiros anos (KAPUT, 1998), com a algebrizacao do curriculo da
educacdo basica, tendo também surgido documentos curriculares que propdem as
mesma ideias (NCTM, 2000). Estas recomendacBes vao para além da visdo
generalizada de que algebra seria uma mera manipulacdo de simbolos algébricos que
permitia resolver umas quantas tarefas rotineiras. Comecou a defender-se que a algebra
€ muito mais do que simbolismos, dando maior relevo ao pensamento algébrico como
uma forma de pensamento matematico poderosa, acessivel a alunos mais jovens. Este
tipo de trabalho passa pela proposta de um conjunto de experiéncias matematicas
significativas, como identificar padrdes, formular conjeturas e generalizagdes, pensar no
particular e no geral, pensar de modo relacional e funcional entre nUmeros e operacdes,
dar sentido ao simbolismo e a formalizacdo de estruturas matematicas (KIERAN, 2011;
MOLINA, 2011; RADFORD, 2014).

Neste contexto, os professores tém um papel fundamental na abordagem da algebra nos
primeiros anos, mas é pertinente realcar que, por norma, as suas experiéncias pessoais
com a &lgebra escolar tradicional influenciam significativamente a sua perspectiva,
limitando a abordagem que usam com os seus alunos. Muitos estudos com professores e
futuros professores tém mostrado que o seu conhecimento sobre conceitos algébricos €
muitas vezes fragmentado e consiste num sistema de simbolos e procedimentos sem
conexao entre si (BALL, 1990; MA, 1999; PIMENTEL, 2011). Um ensino eficaz da
algebra requer uma preparacdo cuidadosa por parte dos professores ao longo da sua
formacdo, isto implica que tenham as suas proprias experiéncias com uma algebra mais
rica, em que as conexfes sdo contempladas, e compreender de que forma podem
construir oportunidades dessa natureza com os seus alunos (BLANTON; KAPUT,
2005; NCTM, 2014). Neste sentido, é desejavel que os professores desenvolvam uma
profunda compreensdo da matematica que vao ensinar, revisitando, com um outro olhar,
conceitos ja aprendidos, tendo oportunidade de experienciar as mesmas tarefas que irdo
utilizar com os seus alunos, de modo a que possam refletir sobre como orientar o

questionamento, para promover um pensamento critico e flexivel.
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Reforcando a importancia do pensamento algebrico, desenvolvemos um projeto que
evidenciou em particular a pertinéncia da utilizacdo de tarefas que envolvem a
descoberta e o estudo de padrGes em contextos figurativos/visuais, como componente
essencial da construcdo da generalizacdo (BARBOSA, 2013; PIMENTEL, 2011,
VALE, 2009). Os diferentes trabalhos que temos desenvolvido (BARBOSA; VALE,
2015; VALE; PIMENTEL; BARBOSA, 2015; VALE; PIMENTEL; BARBOSA, 2018)
permitem identificar que tradicionalmente os alunos sdo mais analiticos, mas ha
igualmente alunos visuais, mas também constatamos que pensar visualmente, ou
procurar ver é passivel de ser ensinado. Evidenciam, também, que uma abordagem
desta natureza permite motivar alunos e professores para a matematica, desenvolver
capacidades de ordem superior e estimular a sua criatividade, valorizando relagdes entre
diferentes temas matematicos, em contextos diversificados.

Tendo por base as ideias previamente discutidas, estamos interessadas no
desenvolvimento do pensamento algébrico através do estudo de padrdes figurativos (0s
termos séo representados sob a forma de figuras), em particular os de crescimento (cada
termo muda de forma previsivel em relacdo ao anterior). Este tipo de tarefas facilita a
formulacdo de conjeturas e a expressdo da generalizacdo, emergentes do raciocinio
indutivo, que é acessivel a alunos do ensino béasico. Para além disso, fomentam o
estabelecimento de conexdes entre varios modos de representacdo. Essa articulagédo
permite uma melhor compreensdo da estrutura matematica subjacente, conduzindo, de

modo mais eficaz, a conjetura, & generalizacdo e a argumentag&o.
Dos padrdes ao pensamento algébrico

A comunidade de educadores matematicos tem promovido intensas discussdes sobre 0
tipo de abordagem instrucional que poderd ter maior potencial na promocdo da
aprendizagem de conceitos algébricos. H&4 uma concordancia no sentido de se defender
a integracdo da Algebra desde os primeiros anos com énfase em experiéncias que
permitam aos alunos “aprender 4lgebra como um conjunto de conceitos e competéncias
ligadas a representacdo de relacfes quantitativas e como uma forma de pensamento para
formalizar padrdes, fungdes e generalizagdes” (NCTM, 2000, p. 223). Na verdade, o
estudo e compreensdo da matematica requer que os alunos tenham experiéncias que vao
para além do foco na aritmética e da fluéncia de céalculo, de modo a poderem
desenvolver uma compreensdo conceptual (BLANTON; KAPUT, 2011; NCTM, 2014).
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Isto implica que sejam capazes de reconhecer e articular estruturas e relagdes e de usar
essas percepcBes do raciocinio matematico como objetos para raciocinar
matematicamente. Na matematica elementar, este tipo de experiéncias relaciona-se com
a emergéncia do pensamento algébrico, proporcionando a compreensdo da generalidade,
associada a matematica como um todo e ndo apenas a exploracdo de situacdes de
aprendizagem computacionais (BARBOSA, 2013).

Apesar destas recomendacdes, a transicdo da aritmética para o estudo de uma
matematica mais avancada nao se afigura facil para os alunos. E, por isso, a
investigacdo acerca do ensino da algebra nos primeiros anos (BLANTON; KAPUT,
2011; KIERAN, 2011; RADFORD, 2014) mostra que o trabalho com propostas que
fomentem conexdes ricas entre as ideias da aritmética e da algebra podem facilitar a
transicao referida.

Na literatura é possivel observar a atribuicdo de diferentes conotacdes ao termo
pensamento algébrico, sendo, por isso, importante delimitad-lo. Swafford e Langrall
(2000) consideram ser a capacidade de pensar em quantidades desconhecidas como
sendo conhecidas. Kieran (2011) associa-o a utilizacdo de uma diversidade de
representacOes para analisar situacdes quantitativas de um modo relacional. Envolve o
desenvolvimento de modos de pensar através de atividades para as quais 0 simbolismo
da algebra pode ser usado como ferramenta, mas que ndo sdo exclusivas da algebra,
podendo ser abordadas sem qualquer uso de simbolismo algébrico. Radford (2014)
define pensamento algébrico como uma forma de reflexdo e agdo matematica,
destacando a necessidade de se reconhecer formas elementares desse pensamento que
nédo sejam exclusivamente baseadas no simbolismo alfanumérico. Kaput (2008) associa
ao pensamento algébrico dois aspetos essenciais: (1) formular e expressar
generalizagbes de modos gradualmente mais formais e convencionais; e (2) raciocinar
com representagdes simbdlicas, incluindo a sua manipulagdo. O mesmo autor destaca
que estes aspetos integram trés abordagens longitudinais da algebra escolar: (1) a
Algebra como o estudo das estruturas e sistemas generalizados dos célculos e das
relagBes numéricas (aritmética generalizada); (2) a Algebra como o estudo de fungdes,
relacbes e variagOes (relagdes funcionais); e (3) a sua aplicagdo em situacdes de
modelacdo, para exprimir e formalizar generaliza¢cdes. Em termos gerais, destacamos a
definicdo de Blanton e Kaput (2005) que consideram pensamento algébrico como “um
processo no qual os alunos generalizam ideias matematicas a partir de um conjunto de

casos particulares, estabelecendo essas generalizacbes através do discurso da
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argumentacdo, expressando-as gradualmente de modos formais e apropriados a idade”
(p. 413). Alguns investigadores (RADFORD, 2014; RIVERA 2011) sublinham ainda
como ideias centrais a consciéncia da existéncia de padrGes e de estrutura.
Independentemente da definicdo usada, os principios basicos do pensamento algébrico
contemplam a construcdo da generalidade ao longo do curriculo.

Percebe-se das ideias anteriores que o pensamento algébrico pode assumir diversas
formas, entre elas encontra-se o raciocinio funcional, que tem sido identificado como
um dos principais eixos deste tipo de pensamento (KAPUT, 2008; WARREN, 2008) e
um dos conteudos centrais na investigacdo em &lgebra nos primeiros anos. Pode ser
definido como o processo de pensamento utilizado na construcdo e generalizacdo de
padroes e relagcdes, usando diversas ferramentas linguisticas e representacionais,
explorando as relagdes generalizadas ou func¢des, que constituem objetos matematicos
por si proprias (BLANTON, 2008). Pensando na abordagem da algebra por alunos mais
jovens, pode dizer-se que a compreensao intuitiva do conceito de fungéo pelas criangas
comeca a desenvolver-se antes da introdugdo formal das funcdes e o professor pode
ajudar os alunos a desenvolver o raciocinio funcional, por exemplo, através de tarefas
qgue impliguem a descoberta e generalizacdo de padrdes, facilitando a construgcdo do
conceito de funcdo. A capacidade de reconhecer padrbes e reorganizar dados para
representar situacdes nas quais o input se relaciona com o output, atraves de regras
funcionais bem definidas, € critica para o desenvolvimento do pensamento algébrico
(BLANTON; KAPUT, 2011; NCTM, 2014). A exploragdo de padrbes constitui assim
um meio privilegiado para introduzir a algebra devido a possibilidade da representacdo
dindmica das variaveis envolvidas.

Para muitos autores a generalizacdo de padrbes esta no coracdo da matematica
(MASON, 1996). A procura de padrdes tem vindo a ser associada a generalizacéo,
considerando-se que poderd4 conduzir naturalmente a expressdo da generalidade
(MASON, 1996). Este tipo de atividade matematica poderd ser um veiculo poderoso
para a compreensdo de relagcdes entre quantidades subjacentes as funcdes matematicas,
contribuindo assim para o estabelecimento de relagdes de tipo funcional (BARBOSA,
2013; BLANTON; KAPUT, 2011; WARREN, 2008). As tarefas de generalizacdo de
padroes sdo frequentemente usadas em sala de aula para envolver os alunos na
identificacdo de um padrdo, na sua extensdo para encontrar o valor de um termo

proximo ou distante e posterior articulagdo com a relagdo funcional subjacente ao
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padrdo usando simbolos. Pode assim dizer-se que sdo processos fundamentais na
promogao do pensamento algébrico.

A visualiza¢do no pensamento algébrico

A visualizagdo tem um papel crucial na sociedade atual. A necessidade de pensar e
raciocinar visualmente é muito forte e pode ser uma ferramenta cognitiva muito
importante no desenvolvimento de conceitos e processos matematicos, incluindo a
resolucdo de problemas (RIVERA, 2011). Para Krutetskii (1976) ha dois modos de
pensamento matematico a que um individuo recorre, o logico-verbal e o visual-
pictérico. Segundo este autor, € o equilibrio entre estes dois modos de pensar que
determina a forma como se relacionam as ideias matematicas. Também Gardner (1993)
afirma que alguns individuos reconhecem regularidades espacial ou visualmente,
enquanto outros as percebem l6gica ou analiticamente.

Assim, vérios autores (BORROMEO-FERRI, 2015; KRUTETSKII, 1976; PRESMEG,
2014) consideram trés tipos de alunos, dependendo de sua preferéncia de pensamento na
resolucdo de tarefas matematicos: (a) Analiticos (verbais) - aqueles alunos que recorrem
ao uso de métodos de resolucdo ndo visuais, preferindo usar a processos de pensamento
I6gico-verbais, que envolvem representacGes algébricas, numéricas e verbais, mesmo
com tarefas que seriam mais facilmente resolvidas através de uma abordagem visual; (b)
Visuais (geomeétricos) - aqueles alunos que preferem usar métodos de resolugéo visuais,
usando processos de pensamento visuais-pictdricos, que envolvem representacdes
gréficas (e.g. figuras, diagramas, quadros), mesmo quando as tarefas seriam mais
facilmente resolvidas por meios analiticos; e (c) Mistos (integrados) - aqueles alunos
que ndo tém preferéncia por nenhum método de pensamento, quer seja ldgico-verbal ou
visual-pictérico. Tém um estilo de pensamento integrado porque combinam raciocinio
analitico e visual.

O modo como o aluno processa a informacdo durante a sua aprendizagem tem grandes
implicacOes para o professor na pratica da sala de aula. De facto, € comum, que, em
tarefas matematicas, individuos diferentes processem a mesma informacéo de maneiras
diferentes e, neste sentido, muitos alunos mostram preferéncia por metodos analiticos,
engquanto outros tendem a raciocinar visualmente. E, por isso, o professor deve
diversificar as suas abordagens para atender a esta diversidade. No &mbito da Algebra,

as tarefas de exploracdo de padrdes podem ser propostas numa diversidade de contextos
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(e.g. numérico, geométrico, figurativo), no entanto a literatura indica que o recurso a um
suporte visual pode conduzir a aplicacdo de estratégias de natureza diferente na tentativa
de chegar a generalizacdo, sejam elas de natureza visual ou analitica (ARCAVI, 2003;
BARBOSA; VALE, 2015; RADFORD, 2014; RIVERA; 2011; VALE; PIMENTEL;
BARBOSA, 2018). Em concordancia com estas ideias, Gianquito (2007) defende que a
identificacdo da estrutura subjacente a um padrdo da-se a partir da associacdo de teorias,
conduzindo a utilizacdo de abordagens analiticas, ou através da utilizacdo de um modelo
visual perceptivel. Neste Gltimo caso existe a expectativa de ocorréncia de um processo
de projecédo percepgéo-conceito, relacionado com a componente visual, que atua como
suporte na construcdo ou contextualizacdo dos elementos abstratos envolvidos
(RIVERA, 2011). Reforcando esta ideia, e de acordo com o sentido atribuido por
Arcavi (2003) a visualizacdo em matematica, o recurso a modelos visuais como um tipo
de estratégia permite que os alunos visualizem o invisivel de um mundo abstrato
dominado por relacionamentos e estruturas conceptuais que nem sempre S&o
diretamente evidentes. Assim, ver é uma estratégia importante para ajudar na
compreensdo de conceitos matematicos e pode ser desenvolvida atraves de experiéncias
que requerem esse tipo de pensamento, mesmo para alunos que sdo mais visuais
(VALE; PIMENTEL; BARBOSA, 2018).

Independentemente da abordagem adotada, a possibilidade de recorrer a uma grande
diversidade de estratégias na tentativa de generalizar um padrdo, permite reforcar a
fluéncia representacional, enquanto capacidade de trabalhar com diferentes
representacOes e de transitar eficazmente de umas para as outras (BIEDA; NATHAN,
2009). Nesta sequéncia de ideias e perceptivel a relevancia indiscutivel dos contextos
figurativos ou visuais. Uma imagem visual permite traduzir grande parte das
informacdes relacionadas com determinada situacdo, facilitando a compreenséo e a
formulacdo mais répida de argumentos sobre um dado conceito do que através de uma
sequéncia de palavras (VALE; PIMENTEL; BARBOSA, 2015).

Padrdes e generalizagcdo em contextos visuais

As estratégias na generalizacdo de um padrdo num contexto figurativo variam entre
visuais e analiticas. Nas estratégias visuais, as figuras desempenham um papel
fundamental na descoberta do invariante, enquanto que nas analiticas o trabalho

desenvolvido tem foco nos numeros que emergem das figuras (BARBOSA; VALE,
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2015). Interessa agora discutir aspetos especificos relacionados com a aplicacdo de
algumas das estratégias habitualmente utilizadas pelos alunos.

A literatura evidencia que os alunos optam por uma estratégia recursiva quando as
tarefas de generalizagdao “fornecem uma conexdo clara com a mudanga incremental”
(LANNIN; BARKER; TOWNSEND, 2006, p.12), sejam propostas em contextos
visuais ou ndo visuais. Essa conexdo é frequentemente estabelecida quando os inputs
sdo relativamente proximos (LANNIN et al., 2006). Isto explica-se porque a abordagem
recursiva permite que os termos seguintes sejam determinados sem grande dificuldade.
Esta abordagem é muito utilizada, especialmente pelos alunos mais novos ou por alunos
que exibem mais dificuldades (BARBOSA; VALE, 2015; BLANTON; KAPUT, 2011;
PIMENTEL, 2011; RIVERA; BECKER, 2008). No entanto, apesar de esta estratégia
ser util para determinar rapidamente os termos seguintes, uma das suas claras
desvantagens é o ndo ser eficiente no calculo imediato de qualquer termo cuja ordem
seja um valor grande ou quando o padrdo é apresentado de forma ndo sucessiva. Além
disso, também ndo promove a capacidade de analise da relacdo funcional entre cada
termo e a sua posicdo, aspeto chave no pensamento algébrico (KAPUT, 2008;
RADFORD, 2008).

A utilizacdo bem sucedida de estratégias de natureza visual implica que as propriedades
das figuras sejam identificadas de forma discursiva (DUVAL, 1998). Significa que a
disposicdo espacial dos elementos que compdem a figura é interpretada como uma
configuracdo de objetos que sdo relacionados através de um invariante, um atributo ou
uma propriedade. Nas palavras de Duval (2014), este processo visual é intrinsecamente
matematico e envolve discernir e reconhecer unidades figurativas, ou seja, elementos
que sd@o matematicamente relevantes numa determinada representacdo visual. Os alunos
gue optam por este tipo de abordagem podem fazé-lo de duas formas distintas:
identificar conjuntos disjuntos de elementos que sdo conjugados de modo a obter a
figura como um todo, generalizacdo construtiva; detectar a existéncia de conjuntos
sobrepostos, contanto certos elementos mais do que uma vez, que sdo subsequentemente
subtraidos, generalizacdo desconstrutiva (RIVERA; BECKER, 2008). Este ultimo caso
envolve um nivel de exigéncia cognitivo superior, aspeto que pode estar o facto de os
alunos evidenciarem preferéncia pela generalizacdo construtiva (BARBOSA; VALE,
2015; RIVERA; BECKER, 2008).

Ao longo do nosso trabalho sobre a descoberta da generalizacdo simbdlica nas tarefas

de padrdes em contextos visuais e concretos, temos percebido que os alunos quando
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discutem uns com 0s outros recorrem a linguagem verbal mas também aos gestos, na
tentativa de explicar o modo como “veem” o padrdo, ou seja, quando procuram a
estrutura matematica associada a sequéncia (RADFORD, 2014; WAKEFIELD;
CONGDON; NOVAK; GOLDIN-MEADOW; JAMES, 2019). Ha pessoas que quando
falam, espontaneamente movem as mé&os, ou seja, gesticulam, mas estes movimentos
ndo sdo apenas movimentos das maos sem significado. A comunicacdo ndo-verbal (por
exemplo, expressdao facial, gestos, movimentos) é reconhecida como uma ferramenta
poderosa na aprendizagem, desempenhando um papel Unico, ja que algumas
informag6es ndo podem ser transmitidas verbalmente, mas sim através por meios ndo
verbais (NEILL, 1991). Os gestos, em particular, servem para expressar ideias e
facilitam a aprendizagem em varios dominios (WAKEFIELD et al.,, 2019),
constituindo-se como uma acgdo que envolve o sistema motor. As descobertas mais
recentes da literatura sobre a neurociéncia na aprendizagem ativa referem que o
envolvimento ativo recruta areas sensoriais e motoras mais intensivamente do que uma
aprendizagem mais passiva por parte das criancas (RADFORD, 2014). Muitos
conceitos matematicos sao mais bem compreendidos se os alunos tiverem acesso a
algum tipo de apoio visual. Assim, 0s gestos sdo um excelente meio para prover
imagens visuais, sendo reconhecidos como um tipo de comunicacdo ndo verbal que
complementa os dialogos entre professores e alunos, ajudando o aluno a reter mais
informacdes em relacdo a uma situacdo na qual nenhum gesto é realizado (GOLDIN-
MEADOW; KIM; SINGER, 1999). Veja-se um exemplo no contexto da algebra com
um padrdo de crescimento. Considere-se a tarefa em que se pede o nimero de palitos
necessarios a construgdo da figura seguinte, mantendo-se a mesma regra, da sequéncia

observada na figura 1.

Figura 1l - Sequéncia de quadrados com palitos

Fig.1 Fig.2 Fig.3 Fig.4

Fonte: Autores

Os alunos podem dar resposta a questdo explicando como viram recorrendo a gestos, ou
entdo a representacdes pictoricas que ajudam a traduzir o que observaram no préprio

desenho, como mostra a figura 2. Esta ilustra uma das hipoteses de descobrir a estrutura
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do padrdo, na qual os alunos deduzem a férmula envolvida através de uma relagéo
funcional emergente do modo como viram. A variavel (o nimero do termo) pode surgir
na forma algébrica 2n+(n+1) que se transforma em 3n+1, ou na forma numérica, em que
0s nimeros usados sdo representantes da variavel (e.g. o termo de ordem 1000 sera
2x1000+1001 palitos), ou, em alternativa, usam a descri¢do verbal, de acordo com o

nivel.

Figura 2 - Um modo de ver o padréo

HiEnEENINEEN N,

Fig-1 Fig.2 Fig.d AES

Fonte: Autores

Contudo, ha outro aspeto que temos vindo a estudar e que se prende com as maultiplas
abordagens que podem emergir da analise de um padrdo figurativo. Numa primeira
instancia, os alunos comegcam por reproduzir uma sequéncia (recorrendo a material
manipulavel ou a um desenho), de modo a que nesse processo de reproducao tenham
que recorrer a uma repeticdo do modo de construcdo, s6 depois se incentiva a analise
desse processo, para mais facilmente deduzirem a regra usada na construcdo da
sequéncia.

No exemplo apresentado, pediu-se aos alunos que reproduzissem e continuassem a
sequéncia até ao 5.° termo. Apareceram trés modos diferentes de desenhar todos os
termos. A figura 3 identifica um desses modos, na qual s6 destacamos a construcao, por
desenho, do 5.° termo da sequéncia. Um aluno comegou por desenhar duas filas
paralelas com 5 palitos cada e depois desenhou 6 palitos na vertical, fechando os 5
quadrados do 5.° termo da sequéncia. Na constru¢ao do 6.° termo recorreu ao mesmo
processo. A partir desta constru¢do descobriu, a partir de um raciocinio funcional, a
expressdo geral que relaciona o nimero de palitos com o numero da figura e com o
modo que utilizou na construgdo, obtendo a expressdao 2x5+6. A partir daqui conjeturou

de imediato a expressdo geral 2xn + (n+1).
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Figura 3 - Um modo de desenhar o padrédo

3’ fila de seis palitos,
gue completam os
qguadrados

1" fila de 2" filade
cinco palitos cinco palitos

Fonte: Autores

A chamada de atengdo para a relacdo encontrada, levou a que este aluno comentasse:
“nunca tinha pensado nisto. Fago assim porque mecanizo ¢ ¢ mais rapido fazer os
quadrados, s6 depois é que olho para o desenho”. Ou seja, muitas vezes acontece
desenharem de um modo, que ndo ‘“aproveitam” para gerar a expressdo algébrica,
voltando a olhar para o desenho de outro modo, ou seja que se traduza numa forma de
“mecanizar” diferente. Este ¢ um aspecto importante a explorar sobretudo com os
alunos menos visuais, e que esta ainda em fase de estudo.

Pode dizer-se que os padr@es em contextos figurativos tém um contributo importante na
chegada a generalizagdo, permitindo inclusive gerar regras diferentes, ajudando a:
reforcar as conexdes entre relacfes aritméticas e espaciais; atribuir significado as regras
formuladas; perceber necessidade de formular e validar conjeturas. Geralmente, existem
diferentes formas de expressar a relacdo entre duas variaveis em tarefas desta natureza,
tornando-as contextos privilegiados para discutir a aplicagdo de multiplas estratégias
(multiplas forma de ver), bem como para explorar a formulagdo de expressdes
equivalentes (BARBOSA; VALE, 2015; VALE, 2009).

Metodologia

Neste estudo procura-se caracterizar o pensamento algébrico de futuros professores do
ensino basico (3-12 anos) na resolucdo de tarefas envolvendo padrdes figurativos. Em
particular, temos como finalidades identificar as estratégias utilizadas no processo de
generalizacdo, categorizando-as em visuais e analiticas, e as dificuldades sentidas.

Tendo por base os objetivos delineados, optou-se por uma metodologia de natureza
qualitativa. Participaram neste estudo 43 estudantes do 3.° ano de um curso de
Licenciatura em Educacdo Bésica (futuros professores de alunos da faixa etaria dos 3

aos 12 anos). Os dados foram recolhidos no contexto de uma unidade curricular de
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Didatica da Matematica que, entre outros temas, contemplava nos contetudos
programaticos um capitulo dedicado & Algebra. Neste capitulo foi seguida uma proposta
didatica (VALE; BARBOSA; BORRALHO; BARBOSA; CABRITA; FONSECA,
PIMENTEL, 2011) que se apresenta na figura 4. Os autores definem uma trajetoria de
aprendizagem, constituida por trés fases fundamentais, para o desenvolvimento do
pensamento algébrico: Contagens; Sequéncias; e Problemas. Esta proposta didatica

atribui um papel fundamental a visualizacao, privilegiando os contextos figurativos.

Figura 4 - Esquema da proposta didatica

Contagens Sequéncias Problemas

visuais bdsicas - reconhecimento | pescobrir padrBes e fazer Os alunos tém de

de padrdes para desenvolver a generalizacdes (generalizacio construir as suas préprias
capacidade de ver préxima e generalizacio sequéncias e/ou descobrir
instantaneamente (subitizing). distante) envolvendo raciocinio | = © padrdo a generalizar
Outras contagens visuais recursivo e raciocinio funcional para estabelecer relagGes
reconhecimento de padroes em E recorrendo a padraes de modo a dar resposta as
varias disposigoes de modo a questdes.

. figurativos de repeticdo e de
facilitar a contagem

crescimento

\ / éeaeraliza;éo: =

Conceitos matematicos, propriedades—>Pensamento algébrico

Fonte: Vale et al., 2011

Nesta unidade curricular, comecou-se por explorar tarefas de contagens visuais basicas
de modo a desenvolver a capacidade de subitizing (ver instantaneamente), evoluindo
para contagens visuais em contextos diversificados, para promover o reconhecimento de
padrdes em varias disposi¢cGes. Como era esperado, no percurso académico da maioria
destes estudantes a visualizacdo, fora do contexto da geometria, ndo foi muito
estimulada, sendo assim esta fase essencial para despertar um outro olhar sobre
conceitos ja aprendidos. Na fase seguinte foram exploradas tarefas que envolviam a
descoberta de padrdes e a construcdo de generalizacdes, com padrdes de repeticdo e de
crescimento. No entanto, optou-se pelo trabalho mais centrado nos padrdes de
crescimento pois, apesar de todos os tipos serem necessarios ao desenvolvimento do
pensamento matematico, os padrGes de crescimento conduzem mais naturalmente a
descoberta de relagbes entre duas quantidades variaveis, facilitando o raciocinio visual
(RIVERA; BECKER, 2008). Acrescenta-se ainda que foi dada relevancia a utilizacdo
de tarefas centradas na exploracdo de padrées figurativos, sendo analisadas diferentes
abordagens e representacdes, de natureza analitica e visual, de modo a promover o
pensamento algébrico e a compreensao da estrutura subjacente. Na ultima fase foram
propostos problemas que implicavam por parte dos estudantes a constru¢do das suas
préprias sequéncias e o estabelecimento de generaliza¢bes para chegar a solucao.
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Os dados foram recolhidos de forma holistica, descritiva e interpretativa e incluiram
observacdes em sala de aula e produgbes escritas das tarefas propostas. Foram
analisados todos 0s registos escritos produzidos pelos participantes e triangulados com
as notas de campo referentes as aulas observadas. A analise destes dados foi orientada
por duas grandes categorias: tipo de estratégias (visuais/analiticas); dificuldades
sentidas.

Resultados

Neste artigo optou-se por apresentar os resultados da implementacdo de uma das tarefas
propostas ao longo do estudo (Figura 5). Esta tarefa foi selecionada por permitir ilustrar
0s resultados mais representativos, referentes as estratégias usadas e as dificuldades
sentidas pelos participantes em situacGes de generalizacdo, proxima (para determinar o
termo da sequéncia pedido é possivel utilizar um desenho ou um método recursivo) e
distante (os métodos descritos anteriormente ndo se adequam a resolucdo deste tipo de
questdes sendo necessario descobrir uma expressdo geral).

Comeca-se por apresentar a tarefa:

Figura 5 - Enunciado da tarefa

Observe as trés figuras que se apresentam, em que cada figura
tem mais quadrados que a anterior:

1.Sendo estas figuras os trés primeiros termos de uma
sequéncia, descreva a figura seguinte e determine o nimero
de quadrados que a constituem.

2.Mantendo-se o padrdo, determine o nimero de quadrados
da 10.2 figura. Explique como pensou.

3.Quantos quadrados tera a 100.2 figura? Explique como
pensou.

4. Quantos quadrados terd a figura de ordem n? Explique Fig.- 1 Fig. 2 Fig.3
COMO pensou.

Fonte: Autores

Trata-se de um padrdo de crescimento linear apresentado num contexto figurativo, no
entanto os futuros professores podiam recorrer livremente a estratégias de natureza
visual ou analitica na tentativa de generalizar. Como era esperado, surgiram multiplas
abordagens na resolucédo desta tarefa, por um lado porque o contexto o permitia (usar as
figuras ou transforma-las em numeros), mas tambeém porque alguns participantes
poderiam ter mais facilidade em reconhecer as regularidades espacialmente enquanto
outros poderiam mostrar preferéncia pelo reconhecimento analitico (BORROMEO-
FERRI, 2015; GARDNER, 1993; KRUTETSKII, 1976; PRESMEG, 2014). As
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estratégias usadas variaram entre visuais e analiticas, tendo prevalecido as visuais,
possivelmente pela influéncia da proposta didatica implementada nas aulas da unidade
curricular.

De entre as estratégias analiticas destacaram-se o raciocinio recursivo, na generalizacao
proxima, e a tentativa e erro e o raciocinio funcional, na generalizacdo distante. Nestes
casos, 0s participantes converteram as figuras em ndmeros, por norma organizados
numa tabela com duas colunas, e identificaram a variacdo de um termo para o0 seguinte
(+3) até chegarem a 10.2 figura. Foram observadas situacdes de transicdo para a
generalizacdo distante com recurso a tentativa e erro, em que procuraram testar
expressdes numéricas para 0s primeiros termos que pudessem evidenciar alguma
estrutura: “Para descobrir o numero de quadrados da figura 100 usei tentativa e erro até
encontrar uma férmula. Esta sequéncia varia de 3 em 3 entdo multipliquei o 3 pelo
namero da figura adicionando 1, logo tenho 3x100+1, 301 quadrados”. Em alternativa,
alguns destes futuros professores reconheceram relacbes numéricas nos valores
plasmados na tabela que deram lugar a uma expressédo geral, conseguindo, deste modo,
estabelecer uma relacdo de tipo funcional. Na figura 6 apresenta-se um exemplo de um

destes casos, visivel na ultima coluna da tabela.

Figura 6 - Exemplo de raciocinio funcional em contexto analitico

Fonte: Autores

Como se pode observar, neste caso comecgou por utilizar um raciocinio de tipo

recursivo, no entanto, perante uma situacdo de generalizagéo distante sentiu necessidade
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de mudar de estratégia, uma vez que a relagdo recursiva ndo seria Util para termos de
maior grandeza. Tendo observado os numeros da segunda coluna da tabela, conseguiu
encontrar relagdes numeéricas, descritas na terceira coluna, que indiciaram a descoberta
de uma regra.

Foram identificados seis casos diferentes de estratégias de natureza visual, usados por

varios participantes, e que se apresentam na figura 7, agrupados em trés situacoes.

Figura 7 - Diferentes estratégias visuais

Fig. 1 o 2;::.-2(n+1) Fig.3 Fig. 1 . 2Fig+2 (n-l) Fig. 3
Fig.1 4 + (:_21) X 3 Fig. 3 Fig. 1 1 :g:\ X 3 Fig.3
Fig. 1 2 . (n_nglz) ) 3 +2 Fig.3 Fig.1 - z:g_z(n_l) Fig.3

Fonte: Autores

As estrategias apresentadas em A ilustram a observacdo dos elementos das figuras por
linhas e por colunas, talvez um dos modos mais naturais de percepcdo visual de uma
disposi¢do envolvendo quadrados. Em B sdo apresentadas as estratégias que surgiram
com maior frequéncia, emergentes da observacao de grupos de trés elementos em cada
uma das figuras. A distingdo entre as duas reside na consideracdo da 1.2 figura como
parte integrante das seguintes ou na identificacdo de subconjuntos logo a partir da 1.2
figura. Os casos ilustrados em C foram usados uma Unica vez, sendo por isSo 0S mais
originais. Na primeira situagdo as figuras foram decompostas em subconjuntos
observados na diagonal, dando lugar a formacdo de grupos de 2 e 3 elementos. Na

ultima situacdo foram observados grupos de 4 com elementos sobrepostos que
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implicaram um ajuste posterior através da subtracdo dos quadrados repetidos na
contagem. ApoOs a analise das situacOes descritas, salienta-se que, a maioria dos
participantes que recorreu a uma estratégia visual foram capazes de a adaptar as
questdes de generalizacdo proxima e distante. Estas estratégias permitiram ndo sé
chegar a expressdo da generalidade em termos simbdlicos, através de uma abordagem
com significado, estabelecendo um paralelismo entre a regra e 0 modo de ver a figura,
mas também gerar expressOes equivalentes. Verificou-se ainda que os futuros
professores que optaram por uma resolucdo desta natureza privilegiaram generalizacGes
construtivas, tendo aparecido apenas um caso (2.2 situacdo em C) representativo de uma
generalizacao desconstrutiva.

Contrariamente ao que sucedeu na generalizacdo préxima, nem todos foram bem
sucedidos na generalizacdo distante. Foram observadas dificuldades traduzidas na
aplicacdo de estratégias erradas ou na incapacidade de apresentar uma resposta.
Salienta-se que estas situacOes emergiram apenas na utilizagdo de abordagens de
natureza analitica. Para além do recurso sem sucesso a tentativa e erro para a
formulacéo da expressdo algébrica, um dos erros que consideramos pertinente destacar,
apesar de ter surgido em apenas duas resolugbes prende-se com a utilizacdo da
proporcionalidade direta quando o padrdo ndo evidencia essa relagdo (Figura 8). Trata-
se de uma ferramenta matematica poderosa cuja aplicacdo pode ser influenciada pela
utilizacdo de multiplos, como acontece na transicdo do 10.° para o 100.° termo da
sequéncia, ou pelo trabalho em contextos estritamente numéricos e sem significado
(BARBOSA, 2013; LANNIN et al., 2006).

Figura 8 - Exemplo da utilizacdo da proporcionalidade direta

1.2 NE Gavea |} v adea dos

Fonte: Autores
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A transicdo da generalizagdo proxima para a generalizacdo distante provocou um
conflito no raciocinio de alguns destes futuros professores, sendo perceptivel uma
mudanca na escolha da estratégia a usar. Nestas situacbes comecaram sempre por
utilizar o raciocinio recursivo para determinar o nimero de quadrados da 10.2 figura e,
na generalizagdo distante, optaram por recorrer a tentativa e erro ou a identificacdo de
uma relagdo funcional através do reconhecimento de relagdes numéricas generalizaveis.
Da analise do trabalho dos participantes foi ainda notoria a falta de fluéncia
representacional. Ndo tendo conseguido chegar a solucdo a partir de uma estratégia de
natureza analitica mostraram-se incapazes de usar as representagdes visuais na
construcdo da generalizacao.

N&o era objeto de estudo perceber influéncia dos gestos na procura da estrutura
matematica subjacente a sequéncia, no entanto consideramos que 0s desenhos
realizados pelos participantes, principalmente na resposta a primeira questdo, poderao
ter tido algum impacto no seu raciocinio. O modo como representaram a 4.2 figura sob a
forma de desenho podera ter dado pistas para a deducdo da expressdo geral ou pelo

menos reforcado a conjetura resultante da observacgédo das primeiras trés figuras.
Algumas conclusdes

Quando os alunos dos anos iniciais entram na escola evidenciam um potencial enorme
ao nivel das capacidades de visualizagdo, de imaginacdo, de formulagdo de conjecturas
e generalizacdo. Este potencial deve ser explorado pelo professor se pretendemos que
estes alunos venham apreciar e a fazer matematica, e ndo se limitem apenas a treinar um
conjunto de técnicas. Os (futuros) professores devem estar atentos ao modo de
pensamento dos seus alunos e recorrer a diferentes caminhos e abordagens que
permitam explorar as capacidades de cada um, seguindo este procedimento com cada
uma das tarefas que utiliza. Acreditamos que 0s contextos visuais constituem uma mais
valia na compreensdo da matematica em termos globais e, em particular, no
desenvolvimento do pensamento algébrico. Neste artigo sdo evidenciadas algumas
destas potencialidades. Este tipo de tarefas facilita a utilizacdo de multiplas estratégias
de generalizagéo, quer de natureza visual quer de natureza analitica (RADFORD, 2014;
RIVERA, 2011; VALE; PIMENTEL; BARBOSA, 2018). A apresentacdo e 0
estabelecimento de um paralelismo entre as diferentes abordagens e representacdes pode

ter um contributo importante no aumento do repertorio de estratégias do alunos, bem
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como no desenvolvimento da fluéncia representacional (BIEDA; NATHAN, 2009;
BARBOSA; VALE, 2015). A reflexdo acerca das estratégias permite ainda perceber
que, apesar da multiplicidade de abordagens que podem emergir deste tipo de tarefas,
algumas podem apresentar limitacdes quando se transita da generalizacdo proxima para
a generalizacdo distante. E, por isso, fundamental que os alunos conhegam ferramentas
que os ajudem a ultrapassar as dificuldades normalmente associadas a esta transicao.

Acreditamos que a proposta didatica (VALE et al., 2011) utilizada, com o seu forte
cunho visual, tem um impacto positivo nos alunos no que refere ao desenvolvimento do
pensamento algébrico. A compreensdo do significado de expressbes numéricas e
algébricas, a flexibilidade do pensamento na utilizacdo de diferentes estratégias de
generalizacdo, a formulacdo de expressdes equivalentes sdo alguns exemplos. Através
das diferentes fases, a trajetoria de aprendizagem delineada na proposta didatica facilita

a compreensdo de conceitos matematicos poderosos.
Referéncias

ARCAVI, A. The Role of Visual Representations in the Learning of Mathematics.
Educational Studies in Mathematics, v. 52, p. 215-241, 2003.

BALL, D. L. Prospective elementary and secondary teachers’ understanding of division.
Journal for Research in Mathematics Education, v. 21, n. 2, p.132-144, 1990.

BARBOSA, A. O contributo da visualizagdo no desenvolvimento do raciocinio
funcional. In A. DOMINGOS, I. VALE, M. J. SARAIVA, M. RODRIGUES, M.C.
COSTA & R. FERREIRA, (Eds.), Actas do Encontro de Investigagdo em Educacao
Matematica. Penhas da Saude, Portugal: SPIEM, 2013, p. 51-80.

BARBOSA, A.; VALE, I. Visualization in pattern generalization. Journal of the
European Teacher Education Network, v. 10, p. 57-70, 2015.

BIEDA, K. N.; NATHAN, M. J. (2009). Representational disfluency in algebra:
Evidence from student gestures and speech. ZDM - The International Journal on
Mathematics Education, v. 41, n. 5, p. 637- 650, 2009.

BLANTON, M. Algebra and the elementary classroom: Transforming thinking,
Transforming Practice. Portsmouth, NH: Heinemann, 2008.

BLANTON, M.; KAPUT, J. Functional thinking as a route into algebra in the
elementary grades. In J. CAl, & E. KNUTH (Eds.), Early algebraization. A global
dialogue from multiple perspectives. Berlin: Springer, 2011, p. 5-23.

BLANTON, M.; KAPUT, J. Characterizing a classroom practice that promotes
algebraic reasoning. Journal for Research in Mathematics Education, v.36, n. 5, p.
412-446, 2005

Educ. Matem. Pesq., Séo Paulo, v.21, n.3, pp. 398-418, 2019 415



BORROMEO FERRI, R. Mathematical Thinking styles and their influence on teaching
and learning mathematics. Paper presented at the 12th International Congress on
Mathematical Education, Seul, Korea. Retrieved in march,
5,2017 from http://www.icmel2.org/upload/submission/1905 F.pdf. 2015.

DUVAL, R. Commentary: Linking epistemology and semio-cognitive modeling in
visualization. ZDM - The International Journal on Mathematics Education, v. 46,
n. 1, p. 159-170, 2014.

DUVAL, R. Geometry from a cognitive Point of View. In C. MAMMANA & V.
VILLANI (Eds.), Perspectives on the Teaching of Geometry for the 21st Century.
Dordrecht, Netherlands: Kluwer Academic Publishers, 1998, p. 37-52.

GARDNER, H. Frames of mind: the theory of multiple intelligences. New York:
Basic Books, 1993.

GIANQUITO, M. Visual Thinking in Mathematics. Oxford: Oxford University Press,
2007.

GOLDIN-MEADOVW, S.; KIM, S.; SINGER, M. What the teacher’s hands tell the
student’s mind about Math. Journal of Educational Psychology, v. 91, n. 4, p. 720-
730, 1999.

KAPUT, J. What is algebra? What is algebraic reasoning? In J. KAPUT, D.
CARRAHER, & M. BLANTON (Eds.), Algebra in the Early Grades. New York:
Lawrence Erlbaum Associates, 2008, p. 5-17.

KAPUT, J. Teaching and Learning a New Algebra with Understanding.
Dartmouth, Massachusetts: National Center, 1998.

KIERAN, C. Overall commentary on early algebraization: Perspectives for research and
teaching. In J. CAl & E. KNUTH (Eds.), Early algebraization. A global dialogue
from multiple perspectives. Berlin, Alemania: Springer-Verlag, 2011, p. 557-577.

KRUTETSKII, V. A. The psychology of mathematical abilities in school children.
Chicago: University of Chicago Press, 1976.

LANNIN, J., BARKER, D.; TOWNSEND, B. Algebraic generalization strategies:
factors influencing student strategy selection. Mathematics Education Research
Journal, v. 18, n. 3, p. 3-28, 2006.

MA, L. Knowing and teaching elementary mathematics: teachers’ understanding
of fundamental mathematics in China and the United States. Hillsdale, NJ:
Erlbaum, 1999.

MASON, J. Expressing Generality and Roots of Algebra. In N. BEDNARZ, C.
KIERAN & L. LEE (Eds.), Approaches to Algebra. Dordrecht, The Netherlands:
Kluwer Academic Publishers, 1996, p. 65-86.

MOLINA, M. Integracion del pensamiento algebraico en la educacion béasica. un
experimento de ensefianza con alumnos de 8-9 afios. In M. H. MARTINHO, R. A. T.

416 Educ. Matem. Pesq., Séo Paulo, v.21, n.3, 398-418, 2019



FERREIRA, I. VALE, J. P. PONTE, (Eds), Actas do Encontro de Investigacdo em
Educacdo Matematica-EIEM. Pdvoa de Varzim, Portugal: SPIEM, 2011, p. 27-51.

NEILL, S. Classroom nonverbal communication. London: Routledge, 1991.

NCTM. Principles to actions: ensuring mathematical success for all. Reston: NCTM,
2014.

NCTM. Principles and Standards for School Mathematics. Reston: NCTM, 2000.

PIMENTEL, T. (2011). Um programa de formacdo continua e o desenvolvimento do
pensamento algébrico de professores do 1.° ciclo do ensino basico. In M. H.
MARTINHO, R. A. T. FERREIRA, I. VALE, J. P. PONTE, (Eds), Actas do Encontro
de Investigacdo em Educacdo Matematica-EIEM. Povoa de Varzim, Portugal:
SPIEM, 2011, p. 3-26.

PRESMEG, N. Creative advantages of visual solutions to some non-routine
mathematical problems. In S. CARREIRA, N. AMADO, K. JONES & H. JACINTO,
(Eds.), Proceedings of the Problem@Web International Conference: Technology,
Creativity and Affect. Faro, Portugal: Universidade do Algarve, 2014, p. 156-167.

RADFORD, L. The progressive development of early embodied algebraic thinking.
Mathematics Education Research Journal, v. 26, p. 257-277, 2014.

RADFORD, L. Iconicity and Contraction: A Semiotic Investigation of Forms of
Algebraic Generalizations of Patterns in Different Context. ZDM - The International
Journal on Mathematics Education, v. 40, n. 1, p. 83-96, 2008.

RIVERA, F. (2011). Toward a Visually-Oriented School Mathematics Curriculum:
Research, Theory, Practice, and Issues. Dordrecht, Netherlands: Springer.

RIVERA, F.; BECKER, J. Middle school children’s cognitive perceptions of
constructive and deconstructive generalizations involving linear figural patterns. ZDM -
The International Journal on Mathematics Education, v. 40, p. 65-82, 2008.

SWAFFORD, J.; LANGRALL, C. Grade 6 students’ pre-instructional use of equations
to describe and represent problem situations. Journal for Research in Mathematics
Education, v. 31, n. 1, p. 89-112, 2000.

VALE, |. Das tarefas com padrfes visuais & generalizacdo. In J. FERNANDES, H.
MARTINHO & F. VISEU (Eds.). Actas XX SIEM - Seminario de Investigacdo em
Educacdo Matematica. VC: APM, 2009, p. 35-63.

VALE, I.; PIMENTEL, T.; BARBOSA, A. The power of seeing in problem solving and
creativity: an issue under discussion. In N. AMADO, S. CARREIRA, & K. JONES
(Eds.), Broadening the scope of research on mathematical problem solving: A focus
on technology, creativity and affect. Cham, CH: Springer, 2018, p. 243-272.

VALE, I.; PIMENTEL, T.; BARBOSA, A. Ensinar matematica com resolucdo de
problemas. Quadrante, v. 24, n. 2, p. 39-60, 2015.

Educ. Matem. Pesq., Séo Paulo, v.21, n.3, pp. 398-418, 2019 417



VALE, I.; PIMENTEL, T.;, BARBOSA, A.; BORRALHO, A.; BARBOSA, E,;
CABRITA, I.; FONSECA, L. Padrdes em Matematica — Uma proposta didatica no
ambito do novo programa para o Ensino Basico. Lisboa: Texto Editores, 2011.

WAKEFIELD; CONGDON; NOVAK; GOLDIN-MEADOW; JAMES, K. H. Learning
math by hand: The neural effects of gesture-based instruction in 8-year-old
children. Attention, Perception, & Psychophysics, v. 81, n. 7, p. 1-11, 20109.

WARREN, E. Generalising the pattern rule for visual growth patterns: Actions

that support 8 year olds’ thinking. Educational Studies in Mathematics, v. 67, p. 171-
185, 2008.

Texto recebido: 31/07/2019
Texto aprovado: 23/11/2019

418 Educ. Matem. Pesq., Séo Paulo, v.21, n.3, 398-418, 2019


https://cpb-us-w2.wpmucdn.com/voices.uchicago.edu/dist/c/1286/files/2019/05/Wakefield2019_Article_LearningMathByHandTheNeuralEff.pdf
https://cpb-us-w2.wpmucdn.com/voices.uchicago.edu/dist/c/1286/files/2019/05/Wakefield2019_Article_LearningMathByHandTheNeuralEff.pdf
https://cpb-us-w2.wpmucdn.com/voices.uchicago.edu/dist/c/1286/files/2019/05/Wakefield2019_Article_LearningMathByHandTheNeuralEff.pdf

