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Resumen

Se analiza una aproximacién intuitiva al estudio de la ley empirica de los grandes nimeros,
realizado por una pareja de maestros en formacion, mediante el uso de un software de
simulacién de experiencias aleatorias y con la asistencia de un profesor. El andlisis se realiza
aplicando algunas herramientas del enfoque ontosemidtico de la cognicidn e instruccién
matematica. En particular se valora la idoneidad epistémica, cognitiva e instruccional
del proceso de estudio. Se concluye con algunas implicaciones sobre las caracteristicas
del dispositivo de simulacién y del papel del profesor para incrementar la idoneidad del
proceso de estudio

Palabras claves: ensefianza; aprendizaje; simulacién probabilistica; estudio de casos;
idoneidad didéctica.

Abstract

In this paper we analyse an intuitive approach ro the study of the empirical law of large numbers,
carried out by a pair of student teachers. The learning is based on the use of a random experiment
simulation applet, with feedback by a lecturer. The analysis applies some theoretical tools taken from
the onto-semiotic approach to mathematical cognition and instruction. In particular, we assess the
epistemic, cognitive and instructional suitability of the study process. We conclude by providing some
implications of the characteristics of the simulation device and of the lecturer’s role to increase the
suttability of the teaching and learning process.

Key-words: reaching; learning; probabilistic simulation; case study; didactic suitability.

Resumo
Analisa-se uma abordagem intuitiva do estudo da lei empirica dos grandes niimeros, realizado por
dois professores em formagcao, mediante o uso de um sofeware de simulacio de experiéncias aleatdrias
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¢ com 0 auxilio de um professor. A andlise realiza-se aplicando algumas ferramentas da aborda-
gem onto-semidtica da cogni¢do e educagio matemdtica. Em particular, valoriza-se a idoneidade
epistémica, cognitiva e educacional do processo do estudo. Concluimos com algumas implicacoes das
caracteristicas do dispositivo de simulagao e do papel do professor para incrementar a idoneidade
do processo do estudo.

Palavras-chave: ensino; aprendizagem; simulacio probabilistica; estudo de caso; idoneidade
diddtica.

Contexto y problema de investigacion

En el contexto de la formacién matematica y didéctica de profesores
de educacion primaria mediante el uso de recursos informaticos (Proyecto
Edumat-Maestros, Godino y cols, 2004) hemos realizado experiencias de
ensefianza de contenidos matematicos especificos a diversos grupos de
estudiantes en tres escenarios complementarios:

- Escenario 1: Clase habitual (salén de clase con pizarra, texto y

candn de proyeccion).

- Escenario 2: Clase de informadtica; manejo individual (o por
parejas) de los programas, con el apoyo del formador.

- Escenario 3: Seguimiento clinico de parejas de estudiantes
interactuando con programas informaéticos con el apoyo de un
profesor.

En este trabajo usaremos la informacién recogida en el escenario

3 correspondiente al estudio realizado por una pareja de alumnos del
tema “ley del azar”(o ley empirica de los grandes nimeros) mediante el
programa de simulacién “box-model” del NCTM, disponible en: http://
illuminations.nctm.org/imath/6-8/BoxModel/index.html.

Los datos que usaremos para apoyar nuestras reflexiones correspon-
den a parte de una sesidén de una hora de duracién que fue audio-video-
grabada y transcrita, permitiéndonos describir las trayectorias epistémica,
instruccional (particularmente el uso del recurso informaético) y algunos
aspectos de las configuraciones cognitivas de los estudiantes (Godino,
Contreras y Font, en prensa).

Las cuestiones de investigacién planteados fueron las siguientes:

{Qué aprenden los estudiantes que han seguido este proceso de
estudio?

{Qué factores han condicionado su aprendizaje?

¢{Cémo se podria mejorar la idoneidad del proceso de estudio?
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Aunque se trata de una experiencia particular, los hechos obser-
vados y su interpretacion con ayuda del enfoque ontosemidtico de la
cognicién matemdtica (Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2006)
permiten identificar fenémenos cognitivos e instruccionales de mayor
alcance. Usaremos este caso, ademds, para ejemplificar la metodologia
de andlisis didéctico basada en dicho marco teérico.

La evaluacion de los resultados se basa en el analisis de las trans-
cripciones de la grabacién en video de las interacciones de la pareja de
estudiantes guiados por un profesor. A partir de esta transcripciéon des-
cribiremos el proceso de estudio como un proceso estocdstico compuesto
de diferentes trayectorias (Godino, Contreras y Font, 2006): epistémica
(conocimientos institucionales implementados), docente (papeles del
profesor), discentes (papeles de los estudiantes), mediacional (uso de los
recursos tecnoldgicos) y cognitivas (conocimientos de los estudiantes).

El andlisis se centrara en identificar, las competencias logradas y los
conflictos epistémicos, cognitivos e instruccionales puestos de manifiesto
en la trayectoria de estudio implementada. Previamente serd necesario
explicitar la configuracién epistémica de referencia sobre la ley de los
grandes nimeros y nociones asociadas. Como resultado mostraremos el
papel crucial del profesor en la optimizacién del proceso de estudio, asi
como el de la seleccién de unos recursos técnicos adecuados.

Descripcion del proceso de estudio

Para la realizacién de las actividades practicas en el aula de informa-
tica los estudiantes usaron una “gufa de practicas” en la que se describia
el recurso a utilizar y las tareas propuestas. El software utilizado era el
simulador “box-model” del NCTM disponible en el sitio web indicado
anteriormente.

Los objetivos de la practica eran:

a)Simular situaciones aleatorias en un entorno informatico.

b)Estudiar y analizar los resultados obtenidos en esas

simulaciones.

c)Contrastar los resultados esperados con los finalmente

obtenidos.

d)Familiarizar al estudiante con el lenguaje y los conceptos

probabilisticos elementales.
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El programa tiene dos médulos. El primero permite la simulacion
de series de experimentos simples, tales como el lanzamiento de mone-
das, dados, etc, representar las distribuciones de frecuencias relativas y
compararlas con las probabilidades de los sucesos. El segundo permite
simular series de experimentos de lanzamiento de varios “dados” y estudiar
la distribucién de la suma y la media de puntos obtenidos. Aunque en la
experiencia realizada los estudiantes utilizaron los dos médulos, en este
trabajo s6lo vamos a considerar el primero, por razones de espacio.

En el primer médulo se dispone de un “modelo de urnas” que
permite explorar las relaciones entre las frecuencias relativas y las pro-
babilidades de sucesos aleatorios. Un modelo de urnas es un dispositivo
estadistico que se puede usar para simular experimentos probabilisticos,
tales como el lanzamiento de una moneda, un dado, etc., sustituyendo
el experimento original por otro equivalente consistente en la extracciéon
de bolas de una urna. Para ello hay que decidir qué “ficha” sustituye a
cada suceso elemental en el experimento original.

Descripcién del uso del “applet” (Figura 1):

® Entrada de datos: Marcar las fichas numeradas que deseamos
entrar en la urna. Por ejemplo, 0, “cara”, 1, “cruz”. Si se quiere
que la moneda sea sesgada, por ejemplo, que obtener O tenga
doble probabilidad que obtener 1 bastard incluir en la urna dos 0.

Extraccion aleatoria de fichas: Pulsar el botén Start (comienzo)
para extraer al azar (con reemplazamiento) fichas de la caja y
observar, en tiempo real, las frecuencias relativas de obtener
una ficha dada a medida que se incrementa el namero de
extracciones. El dispositivo sélo permite extracciones con
reemplazamiento, por lo que sélo se consideran experimentos
aleatorios independientes.

Parada de la extraccién: Pulsar el botén de Pause (pausa).
Marcando en cada barra del diagrama se muestra la frecuencia
relativa del suceso correspondiente. En el modo de pausa se puede
deslizar una barra para observar los numeros obtenidos.
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Figura 1 — Simulacién del lanzamiento de una moneda con “box-model”

Sobre este médulo las cuestiones solicitadas en la “guia de practicas”

fueron las siguientes:

Simula el lanzamiento de una moneda 10 veces (introduce los niimeros O

(cara) y 1 (cruz) en la cajay pulsa Pause cuando se hayan hecho 10 extracciones).
Observa el comportamiento de las frecuencias relativas de cada suceso respecto de la
distribucion de probabilidad tedrica.

a) ¢ Cudl es la frecuencia velativa de obtener cara cuando se han hecho 10
lanzamientos?

b) ¢ Por qué es diferente de la probabilidad? Continiia la simulacion basta
50 lanzamientos.

¢) CHay abora menores diferencias entre las frecuencias velativas y las
probabilidades de obtener cara o cruz? Explica por qué.

Estas consignas son una version abreviada de las dadas en la “lec-

cién” descrita en: htep://illuminations.nctm.org/index_d.aspx?id =448

En este documento se incluian ademas las siguientes cuestiones:

- Haz una prediccién del naumero de extracciones que consideres
darfan lugar a que los valores (de las frecuencias relativas y la
probabilidad) estuvieran muy préximos entre si.

- Prueba tu conjetura comenzando de nuevo la extraccién y
deteniendo la simulacién cuando se llegue al nimero que hayas
previsto. Repite la experiencia si fuera necesario hasta que
consigas que los dos valores estén muy proximos.

Educ. Mat. Pesqui., Sao Paulo, v. 8, n. 2, pp. 157-175, 2006 161



Juan D. Godino, Rafael Roa, Angel M. Recio, Francisco Ruiz e Juan L. Pareja

- ¢Qué hipétesis puedes hacer en este momento sobre el nimero de
extracciones necesario para asegurar que las frecuencias relativas
y las probabilidades sean iguales?

En nuestro caso, se evitd el uso de la expresién “experimental pro-
bability”, que no es nada oportuna ya que provoca una confusioén entre
frecuencia relativa y probabilidad. También se cambi6 el valor de 20 para
el nimero de replicaciones en la primera simulacién por 50, que sigue
siendo excesivamente pequefio para mostrar una cierta estabilidad de las
frecuencias relativas. Sin embargo, en la “leccién” inglesa se plantean
cuestiones que llevan al estudiante a repetir el experimento un nimero
grande de veces, lo que no ocurre con la versién de la “guia de practicas”
que usamos en la experiencia.

Esta diferencia en las consignas dadas tiene importantes efectos
en la idoneidad didactica del proceso de estudio implementado, ya que si
no se crean condiciones para que el namero de repeticiones sea elevado,
y se fije la atencién en las rachas y fluctuaciones del proceso estocéastico
generado, se puede reforzar un sesgo bien caracterizado en la literatura de
investigacion conocido como “creencia en la ley de los pequefios nimeros”
(Tversky y Kahneman, 1982).

Analisis de los conocimientos pretendidos

El dispositivo de simulacién “box model” permite abordar el estudio
de la ley de los grandes nimeros de una manera no formal, mediante la
elaboracién de secuencias de frecuencias relativas calculadas a medida que
se incrementa el nimero de experimentos.

La progresiva estabilizacién de las frecuencias relativas de un
resultado dado en un ndmero grande de experimentos, que
ha sido observada durante siglos y fue expresada por Bernoulli
como un teorema matematico, sirvié como justificacién para la
definicién frecuencial de la probabilidad”. ... “Esta idea no esté
libre de dificultades, debido a que la naturaleza especifica de la
convergencia aleatoria es dificil de comprender y la aparicién de
largas rachas, coincidencias y patrones inesperados son contra-
intuitivos. (Batanero et. al., 2005, p. 30)

La situacién-problema que da origen a este fenémeno se puede
describir asi. {Qué ocurre a las frecuencias relativas de un suceso cuando
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se incrementa indefinidamente el nimero de experimentos? Al lanzar
una vez una moneda, por ejemplo, no podemos prever si saldrd cara o
cruz; si la lanzamos 10 veces, la frecuencia relativa puede ser 0.5, pero
no necesariamente. Sin embargo, se conoce que la frecuencia relativa de
obtener cara, al lanzar # veces una moneda perfecta, f , se aproxima a %%
cuando 7 crece indefinidamente. Pero la “convergencia” de esta sucesion
de valores no es del mismo tipo que la convergencia analitica de sucesiones
de numeros reales; se trata de una convergencia “en probabilidad”, lo
que significa que la desviacion entre las f_y p, para un valor de # fijado,
puede no ser menor que un valor prefijado. “La probabilidad de tener una
desviacién dada tras 7 lanzamientos disminuye a medida que 7 aumenta,
esto es, Pr(, - p > €) tiende a 0 cuando 7 tiende a infinito”

Ademds, esta convergencia estocéstica puede ser lenta, mostrar
fluctuaciones y rachas relativamente grandes. Estas son caracteristicas que
pueden ser exploradas mediante simulaciones de fenémenos aleatorios, a
fin de construir intuiciones apropiadas sobre los mismos.

En la figura 2 mostramos una sintesis de los objetos y relaciones
que se ponen en juego en el estudio de la ley de los grandes nimeros
agrupados en dos configuraciones: nicial, que indica los objetos conoci-
dos de los cuales se parte, y pretendida o emergente como consecuencia
del proceso de estudio programado. El diagrama muestra los objetos
matematicos que se ponen en juego clasificados en las seis categorias de
entidades primarias propuestas en el enfoque ontosemiético de la cog-
nicién matematica (Godino, 2002). Es una adaptacién del denominado
diagrama Ishikawa (o de causa y efecto). En este caso se quiere expresar
que la ley de los grandes nimeros es el efecto de la articulacién de la red
de objetos indicados.
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Figura 2 — Conocimientos asociados a la “ley empirica de los grandes nameros”

El dispositivo de simulacién “box model” permite estudiar también
un caso elemental del teorema central del limite mediante el 2° médulo,
el cual simula la replicacién del lanzamiento de dos o mas dados y repre-
senta la distribuciéon de frecuencias de la suma de puntos o la media de
los puntos obtenidos. Las distribuciones de probabilidad subyacentes a
las secuencias de experimentos son la distribucién triangular (caso de la
suma o media de puntos al lanzar dos dados), y la distribucién normal
a medida que se incrementa el nimero de replicaciones. Para hacer pa-
tentes estos modelos probabilisticos serd necesario ir incrementando el
nimero de experimentos hasta alcanzar el valor mdximo que permite el

dispositivo (9999).

Trayectoria didactica implementada en la experiencia

En esta seccién describimos el uso que se hizo en la experiencia del
dispositivo de simulacién, los conocimientos que se pusieron en juego en
cada una de las tareas realizadas (secuencia de configuraciones epistémi-
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cas implementadas) y algunos aspectos de las trayectorias instruccional
y cognitivas.

Trayectoria epistémica implementada

En los 45 minutos que estuvieron los estudiantes interactuando con
el “applet” manejaron los dos mddulos y simularon diversos experimentos
con monedas y dados. El andlisis lo vamos a centrar principalmente en
la simulacién del lanzamiento de una moneda mediante el primer mé-
dulo. En la “clase de teoria” (escenario 1) el profesor habia introducido
previamente las nociones bdsicas sobre experiencias aleatorias (sucesos,
probabilidad, regla de Laplace, y resuelto algunos problemas sencillos de
calculo de probabilidades)

El formador present6 brevemente el uso del dispositivo de simula-
cién, les inst6 hacia la reflexién y que manifestaran sus ideas.

Comienzan simulando el lanzamiento de una moneda 50 veces
esperando observar “la estabilidad de las frecuencias relativas” alrededor
de 0.5, valor de la probabilidad de cada suceso en el supuesto de que el
dispositivo no esté sesgado. Esto no se discute. El simulador muestra en el
diagrama de barras el valor de la “probabilidad teérica” de cada suceso, que
el alumno A1 describe como “e/ valor central que tiene que tomar”. Detienen
el experimento después de 50 lanzamientos y observan que las frecuencias
relativas son similares a las probabilidades (aproximadamente 0.5)

Después de simular el lanzamiento de varios dados (de 6, 12,7 y 4
caras, siempre con una serie pequefa de simulaciones) se vuelve a repetir el
experimento de lanzar una moneda otras 50 veces. En esta ocasién no ob-
tienen los resultados esperados. Después de 50 lanzamientos las frecuencias
relativas son 0.36 y 0.64, bastante diferentes de las probabilidades. No se
continua incrementando el nimero de replicaciones y se pasa a explorar
el segundo médulo del “applet”. Los alumnos se muestran “convencidos”
que las frecuencias relativas se van a aproximar a la probabilidad:

Al: Mientras mds repeticiones haya mas va a tender al valor central,

se supone.

Sin embargo, desconocen cdmo es esta aproximacion, en particular
si hay rachas de experiencias en las que las frecuencias relativas son menores
(o mayores) que la probabilidad, y cudnto duran tales rachas. Tampoco
conocen c6mo de rapida es la tendencia hacia “el valor central”.
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En la figura 3 resumimos la parte de la trayectoria epistémica
implementada relativa a la simulacién del lanzamiento de la moneda,
indicando los tipos de objetos matemadticos puestos en juego, agrupados

en dos configuraciones correspondientes a las dos veces que hicieron la
simulacion.
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Figura 3 — Configuraciones epistémicas implementadas

Trayectoria mediacional

El uso del simulador “box model” interacciona con cada tipo
de entidad que se pone en juego en la configuracién epistémica, y por
consiguiente cambia el significado de los objetos matematicos (Tauber,
2001). En efecto, hace posible el planteamiento de la nueva situacién
de comparacién de las frecuencias relativas y la probabilidad cuando el
numero de experiencias es alto; las posibilidades de célculo y graficacion
permiten hacer la exploracién en un tiempo breve, siendo imposible
hacerla de otro modo. El simulador introduce aspectos nuevos en el
lenguaje, como son las secuencias grandes de sucesos, y de secuencias de
diagramas de barras representando las distribuciones de frecuencias; algu-
nos convenios de expresion son especificos de este simulador (manera de
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mostrar los valores numéricos de las frecuencias relativas pulsando sobre
los diagramas de barras, seleccién con reemplazamiento de las fichas a
introducir en la urna, ...)

Permite generar ejemplos indicativos del concepto de “secuencia
ilimitada de distribuciones de frecuencias”, expresadas mediante los dia-
gramas de barras, asi como explorar visualmente las propiedades de las
secuencias de frecuencias relativas para valores altos del nimero de expe-
rimentos. En cuanto a la argumentacién (justificacién) de las propiedades
emergentes aporta una mayor conviccién en el comportamiento del fené-
meno, aunque siempre de una manera empirica-visual, no deductiva.

Visualmente la salida gréfica del programa muestra una cierta
“estabilidad y convergencia de las frecuencias relativas” hacia la proba-
bilidad tedrica, incluso en pequefias muestras como n=37, lo que puede
reforzar la creencia en la supuesta “ley de los pequefios nimeros”. Esto
pone de manifiesto la interacciéon de la trayectoria mediacional con las
trayectorias cognitivas de los estudiantes. La resolucion grafica de la pan-
talla interfiere en la apreciacion visual de la magnitud de las desviaciones
entre las frecuencias y las probabilidades de los sucesos. La lentitud del
proceso de extraccion de cifras de la urna dificulta el ensayo con muestras
verdaderamente grandes en un tiempo razonable.

Quienes han estudiado el uso de la tecnologia en la ensenanza y el
aprendizaje de las matematicas han observado que la tecnologia
es mediadora del aprendizaje. Esto es, el aprendizaje es diferente
al usar la tecnologia. (Heid, 2005, p. 348)

Pero esta influencia es positiva dependiendo del tipo de tecnologia
y de cémo se utilice. En nuestro caso, el recurso utilizado no permite ha-
cer un seguimiento del desarrollo del proceso estocéstico generado. Las
frecuencias relativas de obtener cara o cruz van cambiando a medida que
se realizan nuevas extracciones; el dispositivo muestra en cada momento
el “valor acumulado” de dichas frecuencias, pero no registra las anteriores.
Esto tiene importantes consecuencias: la “historia” del proceso se pierde.
La figura 4 muestra una salida de un programa (Statmedia) que permite
resolver este problema. En este caso las diferencias entre las frecuencias
relativas y la probabilidad (desviacion final) se muestran también numé-
ricamente. También se ve con claridad la existencia de largas rachas en
las que f, < p (o f, > p), y que estos cambios son “lentos”.
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Frecuencia relativa ve probabilidad

B Frec. relativa
—— R d

iacion final (probabilidad - frec

Statmedia, ISBN 84 @ Publicacions UB, 1 03 000000065

Figura 4 — Lanzamiento de una moneda con Statmedia

Configuraciones cognitivas

La grabacion de las interacciones entre los estudiantes, el profesor y
el dispositivo nos permite un acceso, al menos parcial, a lao conocimientos
personales de los sujetos que participan en la experiencia con relacién a
los fenémenos estocasticos estudiados. En particular podemos observar
algunas intuiciones correctas y sesgos probabilisticos, bien identificados
en la literatura de investigacién sobre este tema, y las reacciones del
docente ante los mismos.

Confusién entre suceso y probabilidad

El estudiante A1 confunde los sucesos cara o cruz, con dos proba-
bilidades (posiblemente quisiera decir, posibilidades).

A1l: Cogiendo numeros aleatorios podiamos ver el lanzamiento de
una moneda. Como puede salir cara o cruz, son dos probabilidades,

tomamos 0 y 1 y la lanzamos, pongamos, 10 veces.

Falacia del jugador:

En el siguiente pasaje se manifiesta con claridad el sesgo proba-
bilistico conocido como “falacia del jugador”: la creencia de que incluso
en pequefas secuencias de un experimento aleatorio, las desviaciones de
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las frecuencias relativas del suceso “obtener cara” respecto de “obtener
cruz” deberdn equilibrarse.

P: ¢Qué os parece lo que va saliendo?

A2: La tendencia debe ser al 50%, la probabilidad esta equili-
brada.

P: {Qué quiere decir eso?

A2: Que si salen dos unos pues luego salen dos ceros y se van
igualando.

P: {Va ocurriendo lo que esperabais?

A2: Claro, es como si en una ruleta apostamos al rojo y sale ne-
gro, apuestas de nuevo al rojo el doble que antes y al final acabas
recompensado.

Intuicién correcta del comportamiento limite del proceso

Pulsan “Show theoretical probability” y aparece marcada de una ma-
nera grafica la probabilidad correspondiente a cada valor.

A1l: Este es el valor central que tiene que tomar mientras més
repeticiones...

A2: Es075.

A2: Mientras mas lanzamientos hagamos mds se va a acercar,
éno?.

Al: Mientras més repeticiones haya mds va a tender al valor
central, se supone.

Creencia en “la ley de los pequefios niimeros”

[El experimento se detiene después de 54 lanzamientos al observar
que las frecuencias obtenidas son similares}.

P: En el caso de la moneda, ¢Cudndo se centrd, mis o menos,
os acordais?

A1: Creo que en unos 50, o por ahi.

A2: No, en el 38

En la segunda simulacién del lanzamiento de la moneda, después
de 50 lanzamientos, las frecuencias obtenidas son 0.36 y 0.64. Quedan
“asombrados” del resultado pero no deciden incrementar el nimero de
lanzamientos.
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Idoneidad del proceso de estudio

La idoneidad didactica de un proceso de estudio la descompone-
mos en tres dimensiones: epistémica, cognitiva e instruccional (Godino,
Contreras y Font, en prensa).

1.1doneidad epistémica: adaptacidén entre los significados
institucionales implementado, pretendido y global, que son
usados como referencias.

2.1doneidad cognitiva: el “material de aprendizaje” estd en la zona
de desarrollo potencial de los alumnos.

3. Idoneidad instruccional: las configuraciones y trayectorias didacticas
posibilitan que el profesor o los alumnos identifiquen conflictos
semiéticos y resolverlos. También incluye la adecuacion de los
medios, en particular del tiempo asignado al estudio.

En cuanto a la idoneidad epistémica ya hemos indicado que en el
significado pretendido (plasmado de manera parcial y difusa en la guia
de practicas) no se han propuesto situaciones de andlisis de las secuencias
de frecuencias relativas con valores grandes del nimero de experimentos.
Este es un aspecto clave en el significado global de la ley empirica de los
grandes nimeros, por lo que se ha dificultado apreciar la convergencia en
probabilidad de las frecuencias relativas hacia la probabilidad.

En cuanto a la idoneidad cognitiva podemos calificarla de baja de-
bido a carencias tanto del dispositivo de simulacién (lentitud para simular
grandes series de experimentos) como de las intervenciones del profesor. Es
cierto que “el contenido” pretendido tiene un grado de complejidad alto si
tenemos en cuenta los conocimientos iniciales de los estudiantes. Sin una
ayuda adecuada del profesor no es posible que, de manera auténoma, los
estudiantes “reconstruyan” la ley de los grandes nimeros y reconozcan
sus caracteristicas. Pero con una serie de tareas mejor planificadas y con
explicaciones acertadas en los momentos claves del estudio es posible lograr
una adecuada comprensién de los conocimientos pretendidos.

El tipo de formato de interaccién entre estudiantes, profesor y me-
dio podemos calificarlo de “dial6gico”, por lo que en principio es posible
identificar los conflictos de significados que se ponen en juego. Pero de
nuevo, bien por el “contrato didactico” establecido (se pretende un trabajo
préctico, auténomo y constructivista), o porque el profesor no domina
la complejidad de los conocimientos pretendidos, ni es consciente de los
sesgos en el razonamiento probabilistico, no ha habido oportunidad de
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superarlos. Por otra parte, el tiempo asignado es muy escaso para abordar
el estudio de los dos médulos del simulador y los conocimientos probabi-
listicos implicados. Ya hemos indicado las carencias del simulador al no
permitir registrar la “historia” de las desviaciones entre las frecuencias y
la probabilidad.

En lafigura 5 resumimos las principales caracteristicas de la trayec-
toria didactica implementada.

Un fenémeno didéactico que identificamos en estas interacciones
podemos describirlo como “pasividad docente”: en momentos criticos
del proceso de estudio en los que se manifiestan conflictos semidticos, el
profesor no es consciente de ellos y no interviene introduciendo los cam-
bios necesarios en la trayectoria epistémica y mediacional; no aprovecha
el contexto creado para apoyar sus explicaciones. Tampoco la interaccién
entre los estudiantes, uno de ellos con conocimientos mas apropiados
desde el punto de vista de los significados pretendidos, es garantia de
superar los conflictos.

El andlisis de la trayectoria epistémica implementada muestra una
cierta “presion curricular”, por la gran cantidad de tareas y conocimien-
tos cuyo aprendizaje se ha propuesto en una sesiéon de s6lo 45 minutos.
Ademas de la simulacién de una moneda, que como hemos visto result6
incompleto, se abordé la simulacién del lanzamiento de “dados” de 6, 12,
7'y 3 caras con el primer médulo, y se continué con la exploracién del
segundo médulo, donde se entra en contacto con el teorema central del
limite (convergencia a la distribucién normal de probabilidad de la suma
y media de puntos obtenidos al lanzar repetidamente varios dados).
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Figura 5 — Trayectoria didédctica

El uso de las “nuevas tecnologias de la informacién” puede favo-
recer la aparicion de este fenémeno de “presion curricular”: la pretension
de abarcar demasiados conocimientos sin tener en cuenta su complejidad
y los recursos escasos de que se dispone, principalmente en cuanto al
tiempo asignado.

Sintesis e implicaciones

Algunas conclusiones de nuestro estudio son las siguientes:

1.La “guia de précticas”, donde se disefiaron de manera parcial
y difusa los significados pretendidos en el proceso de estudio,
no incluyé consignas que llevaran a los estudiantes a observar
el comportamiento de series grandes de simulaciones, la
observacion de las rachas y la rapidez de la convergencia. Desde el
punto de vista del significado de referencia de “la ley empirica de
los grandes niimeros” esta es una carencia importante ya que los
estudiantes tendrdn dificultades para observar el comportamiento
de las desviaciones de las frecuencias relativas y la probabilidad
y la presencia de las rachas de sucesos.
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2.El tiempo asignado a la exploracién del simulador y al estudio de
los conocimientos probabilisticos puestos en juego fue claramente
insuficiente.

3.Los alumnos fueron incapaces de encontrar una explicaciéon
probabilistica de los resultados de las simulaciones y la
convergencia. Permanecen en un nivel puramente perceptivo,
empirico, sin comprender la naturaleza y justificacién de las
regularidades o irregularidades que observan en la ocurrencia
de sucesos y en las frecuencias relativas.

4.El profesor adopt6 una “actitud constructivista”, esperando que
los estudiantes por si mismos construyeran los conocimientos
pretendidos. No actué ante los conflictos cognitivos que se
han presentado, particularmente sobre la convergencia en
probabilidad de las frecuencias relativas a la probabilidad, ni
aport6 informacion a fin de superar tales conflictos y hacer
progresar el aprendizaje.

5.Los momentos de regulacion (institucionalizacién), en los cuales
las explicaciones del profesor son potencialmente efectivas y
“necesarias”, pueden ocurrir en cualquier punto de la trayectoria
didéctica. Sin embargo, esta funcién docente requiere de parte del
profesor un dominio en profundidad del significado de referencia
de los objetos estadisticos. Asi mismo, es necesario que domine
los conocimientos didacticos especificos de los contenidos que
pretende ensefiar, en este caso, conocimiento de los principales
sesgos e intuiciones incorrectas sobre el comportamiento de las
secuencias aleatorias.

6.Serfa conveniente complementar el programa “box model”
con otros recursos que permitan representar la secuencia de
frecuencias relativas para ayudar en la superacion de los conflictos
cognitivos observados. Serfa necesario estudiar con una tecnologia
tradicional de “papel y lapiz” las probabilidades a priori de los
sucesos asociados a las experiencias aleatorias hacia las cuales se
“centran” las frecuencias relativas.

Nuestros datos y reflexiones muestran la complejidad del trabajo
del profesor, quien debe tener un conocimiento amplio de las configu-
raciones epistémicas de referencia, de las configuraciones cognitivas de
los estudiantes con relacién a los contenidos matematicos pretendidos,
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ser capaz de identificar en momentos criticos los conflictos semidticos y
tomar decisiones sobre el tipo de actuacién que debe adoptar. La gestién
de los recursos tecnoldgicos en cada momento de la trayectoria didactica
también plantea delicadas cuestiones.

El trabajo personal del estudiante, o en equipo, sobre tareas ade-
cuadas, permite contextualizar los conocimientos matematicos. Pero la
progresion de los conocimientos y la optimizacién de la idoneidad del
proceso de estudio requiere una secuencia de configuraciones didacticas de
tipo dialdgico y magistral que no siguen en principio un patrén regular,
sino que su articulacién depende de la aparicién de conflictos que deben
ser resueltos con cambios en las configuraciones didacticas. Como afirma
Masalski (2005, p. ix), “encontrar modos efectivos de usar la tecnologia
en la ensefianza, aprendizaje y evaluacién en matemadticas puede todavia
ser una tarea desalentadora”.

Los conocimientos didacticos del profesor deben abarcar el com-
ponente o dimension epistémica (significados institucionales, sus adap-
taciones y cronogénesis), dimensién cognitiva (significados personales,
conflictos cognitivos descritos en la literatura), dimensién instruccional
(patrones de interaccion, tipos de configuraciones didacticas, su articula-
ci6n, optimizacion de los recursos tecnolégicos y temporales) y dimensién
afectiva.
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