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Resumo

Esta pesquisa analisou como autores de livros didaticos de Calculo propdem situagdes visando
a transformacédo de um estado de ndo-saber para um estado de saber no que se refere ao objeto
matematico limites de funcdes reais. Neste sentido, a Teoria Antropoldgica do Didatico,
proposta por Yves Chevallard, a norteia teoricamente. Aqui, este referencial e a metodologia
utilizada serdo discutidos. O trabalho analisa e compara duas obras adotadas por grandes
universidades brasileiras (40 anos distantes no tempo). Os resultados mostram que as
organizagBes matematicas diferem quanto a representatividade dos subtipos de tarefas
exploradas e variedade das técnicas elaboradas. As praxeologias didaticas sdo semelhantes. As

razBes de ser sdo as mesmas, estudam-se limites para explicar e justificar todo o Célculo.
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Abstract

This research analyzed how authors of Calculus textbooks propose situations aiming at the
transformation of a state of not-knowing to a state of knowing regarding the mathematical
object limits of real functions. In this sense, the Anthropological Theory of Didactics, proposed
by Yves Chevallard, guides it theoretically. Here, this framework and the methodology used
will be discussed. The work analyzes and compares two works (40 years apart) adopted by
major Brazilian universities. The results show that the mathematical organizations differ in
terms of the representativeness of the subtypes of tasks explored and the variety of techniques
developed. Didactic praxeologies are similar. The reasons for being are the same, limits to

explain and justify the whole calculation are studied.

Keywords: Calculus textbooks, Limits of real functions of one variable,

Anthropological theory of the didactics.

Resumen

Esta investigacion analiz6 como los autores de los libros de texto de Calculo proponen
situaciones que apuntan a la transformacion de un estado de desconocimiento a un estado de
conocimiento respecto a los limites del objeto matematico de funciones reales. En este sentido,
la Teoria Antropolégica de lo Didactico, propuesta por Yves Chevallard, la orienta
tedricamente. Aqui, se discutira este marco y la metodologia utilizada. El trabajo analiza y
compara dos trabajos (con una diferencia de 40) adoptados por las principales universidades
brasilefias. Los resultados muestran que las organizaciones matematicas difieren en términos
de la representatividad de los subtipos de tareas exploradas y la variedad de técnicas
desarrolladas. Las praxeologias didacticas son similares. Las razones de ser son las mismas, se

estudian limites para explicar y justificar todo el célculo.
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Limites de FungBes Reais de uma Variavel em Livros Didaticos: Organizacdes
Matematica e Didaticas

O Célculo Diferencial e Integral (CDI) ¢ também chamado de “a matematica do
movimento e da variagcdo”, constituindo algumas das mais tradicionais disciplinas do ensino
superior, e tendo preservado até os dias de hoje bastante da sua estrutura original (Souza, 2001).

Segundo Taveira Neto (2016), o Calculo possui aplicagfes nos mais diversos campos
do saber humano e constitui uma ferramenta matematica completa e dindmica. Dessa forma,
pode-se compreender a inevitavel necessidade do estudo do CDI em varios cursos de
graduacdo, indo desde Administracdo até Matematica, passando por Engenharia de Producéo,
Engenharia Civil, Fisica, Quimica, entre outros.

O primeiro curso de Calculo com o qual um aluno se depara apds ingressar no ensino
universitario, normalmente é composto pelo estudo de conjuntos numéricos, intervalos, algebra
bésica, fungdes elementares, limites, derivadas e integrais (atendo-se ao caso de fungdes reais
de uma variavel).

Contudo, segundo Rafael (2017), as aulas de Calculo Diferencial e Integral costumam
gerar nos alunos inquietacfes, expectativas pessimistas e angustiantes, e até mesmo o repudio
a disciplina. Tal autora afirma que por causa dos elevados indices de reprovacdo e abandono,
o0 Célculo, juntamente com os seus contetidos e métodos, tem sido objeto de muitas pesquisas
académicas. Para ilustrar tal afirmacdo, Rafael (2017) traz o exemplo do Calculus Reform
(movimento iniciado na década de 1980 nos Estados Unidos da América, que visa enfrentar as
dificuldades concernentes ao ensino e aprendizagem do CDI).

Rafael (2017) também afirma que esse problema pode ter varias origens, tais como: a
baixa qualidade oferecida no ensino bésico, as deficiéncias relacionadas a formac&o docente, a
escolha equivocada de métodos de ensino, a falta da relagcdo conteido-aplicacdo, os problemas

relativos aos livros didaticos elaborados, entre outras.
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Segundo Stewart (2013), o Calculo é uma matematica que se diferencia de varias
formas da matematica elementar. Tal autor afirma que esse ramo do conhecimento matematico
€ menos estatico e mais dindmico, pois trata de variacdo e de movimento, principalmente
guando discute acerca de quantidades que tendem a outras quantidades. Stewart (2013) diz que
é Gtil iniciar o estudo do CDI através de uma visao global acerca dele, destacando (também)
como o conceito de limite aparece naturalmente ao se tentar solucionar os problemas que se
apresentam.

Stewart (2013) afirma (ainda) que a concepc¢éo de limite é a base dos varios ramos do
Caélculo Diferencial e Integral. Para esse autor, a importancia do conceito de limite é tal, que
(para ele), deve-se sempre iniciar o estudo do CDI examinando cuidadosamente os limites e as
suas propriedades.

Para Santos (2013), a Teoria Antropoldgica do Didatico € munida dos instrumentos
suficientes para estudar o contetdo limites de funcdes de uma variavel real como sendo um
objeto matematico em si; sendo tal estudo efetuado a partir da identificagdo e caracterizacao
das praxeologias mateméticas e didaticas que se constituem em torno dos problemas
relacionados a determinacéo de tais limites.

Portanto, definiu-se que a investigacdo que foi realizada, consiste em uma pesquisa
qualitativa de cunho documental, que teve por objetivo analisar como autores de livros
didaticos de Calculo Diferencial e Integral propGem situacdes visando a transformacao de um
estado de nao-saber para um estado de saber no que se refere ao estudo do objeto matematico
limites de funcdes reais de uma variavel sob a ética da Teoria Antropoldgica do Didatico.

Sendo assim, este artigo se apresenta em duas sec¢des. A primeira sec¢cdo discute a
fundamentacdo tedrica, 0 modelo de referéncia, a selecdo e a caracterizacdo das obras

analisadas. A segunda discute os principais resultados e algumas consideragdes.
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A Importancia dos Livros Didaticos em Sala de Aula

Segundo Barbosa e Lins (2011), os livros didaticos possuem um papel de muita
relevancia no sistema escolar, o que os torna motivo de inimeras pesquisas académicas, como
é 0 caso deste estudo aqui apresentado.

Segundo Chevallard (1991), em sala de aula, é o docente que serve de mediador para
possibilitar que o aluno faga a construcdo do seu conhecimento matematico; no entanto, para
que haja tal mediacdo, o professor baseia sua pratica diaria no texto do saber, ou seja, o docente
fundamenta parte do seu fazer pedagdgico nas informacdes existentes nos livros didaticos, o
que corrobora com a abordagem escolhida nesta pesquisa acerca de livros de Calculo.

Um livro didatico ndo é algo construido no vazio, pois se trata de uma elaboragédo que
carrega as concepcdes adotadas pelo autor (no espaco e no tempo) em relacdo aos saberes ali
existentes (Barbosa, 2017). Pode-se afirmar entdo, que autores distintos geram livros didaticos
diferentes, o que levou esta pesquisa a investigar quais as estratégias e abordagens adotadas
por dois diferentes autores de livros de CDI.

Chevallard (1999) afirma que a formacdo dos saberes/conhecimentos, assim como as
organizagOes praxeoldgicas, desgastam-se, e que durante tal processo de desgaste, 0s elementos
gue as constituem podem perder seus créditos. Sendo assim, em uma determinada instituicao,
podem desaparecer praxeologias ou aparecer novas praxeologias, que serdo produzidas e
reproduzidas (caso passem a existir), o que conduziu este estudo a analisar as diferentes
formatacdes pedagodgicas utilizadas por dois autores distintos de livros didaticos de Calculo (40
anos distantes no tempo).

Resumindo-se o que foi exposto nos paragrafos acima, decidiu-se que a estratégia mais
adequada para o desenvolvimento desta pesquisa seria atraves da analise de duas colecdes de

livros didaticos de Calculo Diferencial e Integral (sendo uma colecdo do ano 1977 e a outra de
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2017), dada a fundamental importancia que o livro didatico possui na transposicdo didatica em

salas de aula reais.

Algumas Pesquisas que Serviram de Base para este Estudo

Das pesquisas que foram estudadas na revisdo de literatura, observa-se que Santos
(2013) analisou o objeto matematico limites de funcGes reais de uma variavel no contexto da
sala de aula, levando em consideracdo o professor, o aluno, o livro didatico e a linguagem.
Quanto ao que se concebe acerca de limites, a autora identificou e caracterizou vérias
organizacOes matematicas adotadas em livros didaticos de Calculo. Rafael (2017), por sua vez,
estudou as intervencdes metodoldgicas efetuadas por universidades publicas e privadas para
reduzir os indices de reprovacdo na disciplina de Calculo Diferencial e Integral 1. Os
levantamentos realizados por essa autora expuseram nimeros preocupantes, que apontam para
a necessidade de pesquisas na area. Barbosa (2017), por sua vez, analisou as relacGes de
conformidade entre o professor, o livro didatico e os documentos oficiais acerca da resolucao
de equacdes do primeiro grau, baseando-se na Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), a
partir das organizacGes matematicas e didaticas.

Araujo (2009) caracterizou e comparou as transposi¢coes didaticas realizadas no Brasil
e na Franca acerca do ensino de equacdes do 1° grau com uma incdgnita, realizando a
construcdo de um modelo de referéncia que foi utilizado na pesquisa, tomando como aporte
tedrico a TAD. Barbosa (2011) realizou uma pesquisa baseada na Teoria Antropoldgica do
Didatico que buscou investigar as mudancas ocorridas nas organizagbes matematicas e
didaticas pontuais constituidas em torno dos subtipos de tarefas relacionadas a resolucao de
equacBes do 1° grau em livros didaticos ao longo do tempo. Enfim, percebe-se que as
exposi¢cOes das pesquisas acima, e que foram tomadas como aporte tedrico para este estudo,
legitimam e justificam as analises e discussdes dos resultados deste trabalho investigativo, em

especial: as organizacbes matematicas acerca de limites de fungdes (retiradas de Santos

150 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v. 22, n. 2, p. 144-170, 2020



(2013)); a necessidade da realizacdo de estudos que venham lancar um pouco de luz sobre os
problemas relacionados ao ensino e aprendizagem do Calculo, mais particularmente do assunto
limites (retirada de Rafael (2017)); o referencial tedrico da TAD (retirado de Barbosa (2017));
0s metodos para construgdo de um modelo de referéncia para analise de praxeologias
matematicas (retirados de Aradjo (2009)); e as formas, baseadas na Teoria Antropoldgica do
Didatico, para realizar analises de livros didaticos (retiradas de Barbosa (2011)).

Dessa maneira, foram selecionadas duas obras aprovadas e adotadas por universidades
brasileiras renomadas (40 anos distantes no tempo), a saber: O Calculo com Geometria
Analitica de Louis Leithold (1977) e Célculo de James Stewart (2017). Obras, essas, que foram
submetidas a analise.

As leituras e estudos efetuados na revisdo de literatura conduziram aos seguintes
questionamentos: Como vivia e como vive 0 objeto matematico limites de funcbes de uma
variavel nos livros didaticos selecionados? Quais eram e quais sdo (e como se caracterizam)
as organizagBes matematicas e didaticas relativas aos limites que aparecem nas obras
escolhidas? Qual era e qual é a razdo de ser do contetdo limites de fungdes nos referidos

livros texto?

A Teoria Antropolégica do Didatico (TAD)

Segundo Barbosa (2017), a TAD foi desenvolvida por Yves Chevallard como sendo
uma ampliacao natural da sua propria explicacdo acerca da transposicdo didatica. Nessa teoria,
0s objetos matematicos ndo sdo existentes em si mesmos, mas sao elementos que emergem de
sistemas de préticas adotadas em instituicoes.

Chevallard (1999) elaborou uma teoria que estuda o homem diante do saber
matematico, colocando a atividade e o estudo da matematica dentro do conjunto das acdes
humanas desenvolvidas em instituicdes; portanto, fica dada uma razdo contumaz para a

ocorréncia do termo antropoldgica no titulo da TAD.
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Sdo considerados conceitos primitivos nessa abordagem teorica, as seguintes
concepcOes: instituicdo (I) — é um dispositivo social total que impde aos seus sujeitos
(individuos e pessoas) maneiras proprias de fazer e de pensar, podendo ser ainda uma realidade
constituida, tal como: familia, escola, sala de aula, tempo de vida, etc.; e pessoa (X) — é o
individuo que desde a mais tenra idade € submetido as a¢fes institucionais que o tornam em
uma pessoa (através das relacGes estabelecidas).

Pessoa (mais tecnicamente falando) pode ser algo entendido como o par formado por
um individuo X e pelas suas relagdes pessoais com 0s objetos O, designada por R(X,0)
(Barbosa, 2017).

Objeto (0) — é qualquer entidade (material ou imaterial) que é reconhecida por uma ou
mais pessoas.

Para Chevallard (1999), tudo €é objeto, incluindo as pessoas.

Sao nogOes fundamentais na TAD, as seguintes relagdes: relacgéo institucional RI(0)
—sendo o tipo de relagéo estabelecida entre uma instituicdo e um objeto considerado; e relagéo
pessoal R(X,0) — como sendo o tipo de relagdo definida entre uma pessoa e um objeto
considerado.

O saber cientifico passa por transformacdes realizadas pela noosfera (instituicdo
invisivel formada por especialistas, professores, técnicos, etc., que estdo ligados a Orgaos
oficiais, escolas, universidades, etc., e que tem por objetivo efetuar uma vigilancia
epistemoldgica sobre as transposi¢oes dos saberes), passando de saber para saber ensinado, 0
qual é veiculado na sala de aula. Dessa maneira, os livros didaticos sdo instrumentos que
norteiam a elaboracdo do saber ensinado.

Na TAD, entende-se que um objeto do saber O deve ser reconhecido por a0 menos uma
instituicdo I. Dessa maneira, O pode ficar estabelecido em mais de uma institui¢do; contudo,

para viver em I, O é submetido a certas condi¢bes (0 que implica em transformacao para
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conformidade). O processo de transposicdo também possibilita que um determinado objeto do
saber possa passar de uma instituicdo para outra.

Nessa abordagem teorica, o conhecimento é caracterizado através da nocao de relacao.
Um objeto é considerado existente, se existir uma relacdo com ele, ou seja, se uma pessoa ou
uma instituicdo o reconhece como tal. S&o as praticas efetuadas com o objeto que definem a
relagdo institucional RI(0).

Quando uma pessoa X entra em uma instituicdo de aprendizagem I, na qual existe um
objeto do saber O, entdo, estabelece-se ou modifica-se R(X,0), em conformidade com as
praticas usuais da instituicdo considerada em relagdo aquele objeto, ou seja, com RI(0). Assim
sendo, aprender na TAD é um ato entendido através das modificagdes que ocorrem em R (X, O)
mediante RI(0); entdo, pode-se afirmar que a aprendizagem de uma pessoa esta ligada a
compreensdo das aprendizagens institucionais, segundo a Teoria Antropoldgica do Didatico.

Chevallard (1998) afirma que a TAD foi desenvolvida, a priori, como sendo uma teoria
que tem por objetivo conter e gerenciar a difusdo dos saberes, principalmente em relacdo ao
conhecimento matematico.

Para a teoria aqui apresentada, os saberes da matematica sdo produto da acdo humana
institucional, e por esse motivo, a TAD possui um instrumental metodologico proprio que

permite descrever e investigar os fatores relacionados as praticas institucionais.

OrganizacOes Praxeoldgicas

Na Teoria Antropolégica do Didatico (TAD), organizacdo praxeoldgica ou
praxeologia pode ser compreendida como sendo a realizagdo de determinado subtipo de tarefa
t (expressa por um verbo e pertencente a um conjunto de tarefas de tipo semelhante) através
de uma técnica 7. A relacéo tarefa-técnica [t — 7] estabelece um saber-fazer préprio para a
tarefa considerada, sendo por sua vez, explicada e justificada através de uma tecnologia 6 que

é baseada em uma teoria ©, e que constitui o bloco tecnolégico-tedrico [6 — ©]. Segundo
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Chevallard (1998), a TAD postula que as acdes humanas, em especial as atividades
matematicas, colocam em execucdo uma organizacdo praxeoldgica ou praxeologia que pode
ser representada por [t, 7, 6, ©].

Nessa abordagem teérica, o bloco [t, 7] é ligado a pratica, sendo compreendido como
um saber-fazer; enquanto o bloco [0, ©] est4 ligado a razdo, podendo ser entendido como o
saber.

Para Chevallard (1998), a existéncia de uma tarefa t tem por condicdo minima, a
ocorréncia de pelo menos uma técnica de estudo t para a mesma e de uma tecnologia
justificativa 6 relativa a T, mesmo que ndo seja explicitada uma teoria ©® que a explique e
justifique no contexto analisado.

As tarefas (t), na abordagem tedrica aqui apresentada, sdo objetos bem definidos.
Verbos de acdo identificam as tarefas, contudo, o verbo sozinho exprime apenas um género de
tarefa, por exemplo: calcular, decompor, resolver, somar, entre outros. Entretanto, quando se
diz, resolva uma equacao fracionaria ou decomponha uma fracao racional em elementos mais
simples, passa-se a caracterizar um tipo de tarefa (Silva, 2005 citado por Almouloud, 2007).

Técnica (t) é uma maneira de realizar certa tarefa t € . Uma praxeologia relacionada
a uma tarefa t exige, a priori, uma técnica t relacionada a t. Todavia, segundo a TAD, pode
acontecer de uma técnica 7 ndo ser suficiente para dar conta de todos os subtipos de tarefas t €
T; iss0 ocorre quando T funcionar para uma parte p(t) das tarefas ¢, mas ndo funcionar para as
demais t/p(t). Sendo assim, pode-se perceber que em uma organizacdo praxeoldgica pode
existir uma ou mais técnicas superiores as demais.

Tecnologia (8) pode ser entendida como sendo o discurso racional acerca de uma
técnica t. Desse modo, o objetivo inicial de uma tecnologia 6 € explicar e justificar a técnica t
relacionada a uma tarefa t; em outras palavras, a tecnologia € 0 que garante que a técnica realize

bem o seu papel em relacdo a uma certa tarefa. Outro proposito relacionado a uma tecnologia
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6 pode ser compreendido através da intencdo de explicar, de tornar inteligivel e de esclarecer
determinada técnica t, podendo ainda 8 servir de base para a produgdo de técnicas renovadas
ou mesmo de novas técnicas.

Uma teoria (®) tem como propdsito justificar e esclarecer uma tecnologia 6, buscando
tornar inteligivel o discurso tecnoldgico. Portanto, a teoria € caracterizada por um nivel mais
avancado de justificacdo-explicacdo-producdo. Chevallard (1998) destaca que geralmente, a
justificacdo e o esclarecimento oferecidos por uma teoria ©, apresentam-se obscurecidos pela
maneira abstrata como 0s enunciados sdo colocados repetidamente.

Na TAD, as organizacOes praxeoldgicas se dividem em quatro categorias, a saber:
praxeologia pontual [t,7,60,0], praxeologia local [t;7;,6,0], praxeologia regional
[ti,7ij,6;, 0] e praxeologia global [¢;j, Tijx, O, O |-

A mudanca de uma praxeologia pontual [t,, 8,®] para uma local [¢;, 7;, 0, 0] pde em
evidéncia a tecnologia 6; e da mesma forma, a mudanca de uma praxeologia local para uma
regional [tl-j, Tij, 0}, G)] coloca em primeiro plano a teoria ©.

As praxeologias relativas aos saberes matematicos sdo de dois tipos, a saber:
matematicas e didaticas. As Organiza¢des Matematicas (OM) ou praxeologias matematicas
sdo relativas a realidade matematica que se pode desenvolver em sala de aula; ja as
Organizagdes Didaticas (OD) ou praxeologias didaticas fazem mencdo a forma de como se
efetua tal desenvolvimento (Chevallard, 1999 citado por Almouloud, 2007); desse modo, surge
uma relacdo que se estabelece entre as OM e as OD, que é chamada por Chevallard (2001) de
fendmeno de codeterminacéao.

Uma praxeologia matematica € constituida no contexto das nogoes e dos conceitos
relativos ao proprio corpo do saber matematico.

Segundo Chevallard (1998), a atividade inicial de um pesquisador ou professor é

delimitar e caracterizar as organizacdes matematicas a serem estudadas, e tal trabalho
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introdutorio é realizado se baseando em livros didaticos, programas oficiais e demais
documentos. A abordagem da Teoria Antropolégica do Didatico (TAD) possibilita a definicdo
e a analise acurada dos conteddos matematicos, identificando as tarefas e analisando o nivel de
construcdo relativo aos demais elementos praxeoldgicos, ou seja, as técnicas, as tecnologias e
as teorias.

Qualquer que seja 0 caminho considerado para a trajetdria dos trabalhos de estudo de
uma certa organizacdo matematica, alguns elementos situacionais sempre aparecem, mesmo
que estes se apresentem em formatos diversificados. Esses elementos situacionais séo
conhecidos na TAD como momentos de estudo ou momentos didaticos; e ndo importa o
caminho escolhido, inevitavelmente, os trabalhos sempre sdo levados a um momento de
institucionalizacdo, ou a um momento de avaliacéo etc.

O primeiro momento é o do contato inicial com a organizagcdo matematica que esta
sendo colocada em destaque no cenario didatico. Tal encontro inicial (ou mesmo reencontro)
pode se realizar de formas variadas; e uma dessas maneiras € a partir de a0 menos um subtipo
de tarefa t, que faca parte da estrutura da OM posta em questao.

O segundo momento € o do trabalho de exploracao do subtipo de tarefa t e da elaboracéao
de uma técnica t relacionada as tarefas consideradas.

O terceiro momento é o do estabelecimento do contexto tecnoldgico-teérico [6 — 0]
que é relativo a técnica t. Deve-se entender que tal momento ndo é isolado dos dois anteriores,
pois, quando uma certa técnica t é escolhida e elaborada, a explicacdo e a justificacdo de €
constituida através do bloco tecnolégico-tedrico [0, ©].

O quarto momento é o do trabalho da técnica t, que tem como objetivo aperfeicoa-la,
agregando mais confiabilidade a mesma; e isto demanda o aprimoramento da tecnologia 6

associada, o que objetiva desenvolver o dominio sobre .
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O quinto momento é o da institucionalizacdo (ou da fixacdo), momento em que se
explicita a realidade da OM constituida, definindo as partes que continuardo apds o0 processo
de estudo e as partes que serdo deixadas de lado.

O sexto momento é o de avaliacdo das relagOes pessoais R(X,0) e das relagcOes
institucionais RI(0) tomando como enfoque o0 objeto de estudo matematico O.

O momento de avaliagdo na TAD constitui uma etapa de bastante importancia, pois
normalmente, € 0 momento em que o professor assume como sendo objeto de estudo as
solugdes elaboradas pelos seus alunos.

Na construgéo das solugdes, o aluno observa determinadas formas de fazer (na sala de

aula ou no livro), para entdo, desenvolver seu modo pessoal do saber-fazer.

Analisando as ColecGes de Livros Didaticos

A metodologia adotada para a caracterizacdo, analise e comparagdo das organizagdes
matematicas e didaticas existentes acerca do ensino de limites de funcdes em dois livros
didaticos aprovados e adotados por universidades brasileiras renomadas, constituiu-se em duas
etapas de trabalho. A primeira foi a constru¢cdo de um modelo de referéncia acerca das
praxeologias matematicas pontuais constituidas em torno da determinacdo de limites de
fungdes, a0 menos em termos de subtipos de tarefas, técnicas, tecnologias e teorias, a partir de
estudos tedricos e didaticos. A segunda etapa foi realizada através da caracterizagao das obras
analisadas, do motivo das escolhas, da descri¢cdo das estruturas e das formas de organizacdo

dos conteldos.

Modelo de Referéncia

Na proposta formulada dentro da pesquisa, delineou-se os subtipos de tarefas, técnicas,
tecnologias e teorias, atraves da investigacdo inicial do objeto matematico limites de funcdes
no livro didatico Célculo de Stewart (2013), partindo-se das praxeologias matematicas

anteriormente identificadas por Santos (2013), e com o apoio de outras publicactes
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académicas, de varios livros didaticos de Céalculo e de Analise que gozam de grande prestigio
nos circulos matematicos brasileiros, e de documentos oficiais de universidades. No total,
foram consultados 4 trabalhos publicados, 14 livros de Calculo e de Analise, e 10 ementas de
cursos de graduagéo de universidades brasileiras de destaque.

No que se refere a determinacdo de limites de fungbes reais de uma variavel, foram
identificados e caracterizados 0s seguintes subtipos de tarefas a seguir: (t;) estimar

numericamente (se possivel) o valor de lim f(x), sendo f(x) uma funcdo real qualquer; (t,)
xX—a

encontrar (se possivel) o limite de uma funcdo real f(x) através do estudo do comportamento
grafico da mesma; (t3) determinar (se possivel) os limites laterais de uma funcéo real f(x)
qualquer, através da investigacdo intuitiva da expressdo matematica da mesma; (t,) calcular

lim f(x), sendo f(x) uma funcdo real cujo célculo do valor numérico para x = a ndo apresenta

xX—a

indeterminacGes nem impossibilidades; (t5) calcular lim f(x), sendo f(x) uma funcéo real
xX—a

cujo calculo do valor numérico para x = a apresenta indeterminacdes; (t;) determinar (se
possivel) limites que envolvam o infinito.

Para realizar tais subtipos de tarefas foram identificadas e categorizadas as seguintes
técnicas: calcular valores numéricos (t.yy) — esta técnica consiste em calcular alguns valores
numeéricos para a funcéo f(x) nas proximidades do ponto de tendéncia do limite considerado
(através de valores inferiores e/ou superiores a x = a), desse modo, a partir das tendéncias
numéricas observadas nos resultados, pode-se estimar (muitas vezes) o valor para o qual o
limite esta tendendo; analisar o comportamento grafico (t4¢¢) — a técnica aqui apresentada,
consiste em observar o comportamento do gréfico da funcdo f(x) nas proximidades do ponto
de tendéncia do limite considerado (pelo lado esquerdo e/ou pelo lado direito de x = a), entéo,
a partir das tendéncias observadas no grafico, pode-se encontrar (muitas vezes) o valor para o

qual o limite esta tendendo; analisar intuitivamente o comportamento (t4;c) — esta técnica
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consiste em conjecturar (rigorosamente) padrdes ou valores para o limite de f(x) a partir da
observacgdo das expressdes matematicas envolvidas na composicdo da mesma; determinar o
valor numerico (tpyy) — esta técnica consiste em substituir o x da funcéo f (x) pelo valor de a

de lim f(x), efetuando-se os calculos normalmente; t,-; pyy — @nalisar o comportamento
xX—a -

grafico/determinar 0 valor numMérico; Tpgs pr_Tpyy — fatorar as expressdes
algébricas/eliminar as indeterminacGes existentes/determinar o valor numérico;
Tmec pre e1E-Tpyn — Multiplicar por expressdes conjugadas/desenvolver e/ou reduzir as
expressOes/eliminar as indeterminacfes existentes/determinar o valor numérico;
Tpre FEA EIE-Tpyn — desenvolver e/ou reduzir as expressOes/fatorar as expressoes
algébricas/eliminar as indeterminag6es existentes/determinar o valor NnUMErico; Tpry_Tajc —
fazer a troca de variaveis/analisar intuitivamente o comportamento; Tugc pre_Taic —
multiplicar por expressdes conjugadas/desenvolver e/ou reduzir as expressdes/analisar
intuitivamente 0 comportamento; T4 T4 c — fatorar as expressbes algébricas/analisar
intuitivamente o comportamento; Tpyp_Tarc — dividir o numerador e 0 denominador/analisar
intuitivamente o comportamento. Enfim, dependendo das configuragcbes matematicas que se
apresentem nos exercicios propostos acerca de limites, pode-se langar mao sobre uma ou mais
de tais técnicas, dando-se origem as técnicas mistas.

Para explicar e justificar as técnicas elencadas acima, foram identificadas e
caracterizadas as seguintes tecnologias: ideia intuitiva de limite (6,;;) de funcdo de uma
variavel real; ideia grafica intuitiva (6,,;) de limite de uma funcdo; ideia intuitiva (de limites)
infinitos (6,;;) e no infinito (positivo e negativo); propriedades operatérias dos limites (6p¢y)

— considerando as funcoes reais f(x) e g(x), taisque lim f(x) = L; e lim g(x) = L,, valem
X—Xg X—Xg
as propriedades seguintes (PL1) lim [f(x) +g(x)] =L, +L,, (PL2) lim k.f(x) =
X—>Xg X—=Xo

k.L, (k € R), (PL3) xh_gg [f(x) — g(x)] = L, — L, (PL4) xh_)mx f(x).g(x) =L, .Ly, (PL5)
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lim [f()]" = L* (n € N*), (PL6) lim L& = i—: (seLy #0), e (PL7) limY/f(x) =

X—Xg x—xg 9(X)

"/limf(x) =A% seneNelL>0ousen éimpare L <0 (Antar Neto et al., 2010);
xXx—a

propriedade da substitui¢ao direta (6p5p) — Se f(x) for uma fungdo polinomial ou racional e

a estiver no dominio da funcdo f(x), entdo lim f(x) = f(a) (Stewart, 2013); teorema da
xX—a

troca para limites (67, ) de fungdes: considere V*(x,, &) como sendo uma vizinhanga reduzida
de x,, admitindo que f(x) e g(x) sejam funcdes, tais que, todo x € V*(x,, §), se tenha f(x) =

g(x), sendo assim, se xlim g(x) = L, entdo também, xlir? f(x) = L. (Antar Neto et al., 2010);
—Xo

—Xo
propriedades das funcdes continuas (6pr-) em relacdo ao calculo de limites — (P1) se f(x) e

g(x) sdo continuas no ponto a, entdo, sdo continuas em a as fungdes f(x) + g(x), f(x) —
g, f(x).g(x), % para g(a) # 0; (P2) se f(x) é continua no ponto x =a e g(x) é

continua no ponto f(a), entdo a composta (g o f)(x) = g[f(x)] é continua no ponto x = a;
e (P3) em fungbes continuas, os simbolos que indicam a funcdo e o limite podem ser
permutados (Bianchini & Paccola, 1997).

Para explicar e justificar as tecnologias acima, foram identificadas e caracterizadas as
seguintes teorias: definicdo formal de limite (Opr;) — seja f(x) uma fungdo definida num
intervalo aberto contendo a (exceto possivelmente no proprio a) e seja L um numero real, a

afirmacdo lim f(x) = L significa que, paratodo € > 0, existe § > 0, tal que,se 0 < |x — a| <
X—a

8, entdo |f(x) — L] < & (Swokowski, 1983); definicdo grosso modo (©pp,) de limite de
funcdo de uma variavel real — significa que os valores de f(x) tendem a L, quando x tende a
a, em outras palavras, os valores de f(x) tendem a ficar cada vez mais proximos do nimero L
a medida que x tende ao numero a (por qualquer lado de a), mas com x # a (Stewart, 2013);
definicBes de limites infinitos (®p;;) € no infinito (positivo e negativo) — (D1) seja I um

intervalo real aberto que contém o nimero a, considerando (ainda) f(x) uma fungéo definida
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em I — {a}, diz-se que, quando x se aproxima de a, f(x) cresce ilimitadamente, se, para
qualquer nimero real M > 0, existir § > 0, tal que, se 0 < |x — a| < §, entdo f(x) > M, ou

seja, lim f(x) = +oo, (D2) seja I um intervalo aberto que contém a, considerando (ainda)
x—a

f (x) uma funcao definida em I — {a}, diz-se que, quando x se aproxima de a, f(x) decresce
ilimitadamente, se, para qualquer nimero real M < 0, existir § > 0, tal que, se 0 < |x — a| <

§,entdo f(x) < M, ou seja, lim f(x) = —oo, (D3) seja f (x) uma funcéo real definida em um
x—a

intervalo aberto ]a, +oo[, diz-se que, quando x cresce ilimitadamente, f (x) se aproxima de L,
se, para qualquer nimero & > 0, existir N > 0, tal que, se x < N, entdo |f(x) — L| <&, ou

seja, lirp f(x) =L, e (D4) seja f(x) uma funcdo definida em um intervalo aberto |—oo, af,
X—>+00

diz-se que, quando x decresce ilimitadamente, f(x) aproxima-se de L, se, para qualquer

namero € > 0, existir N < 0, tal que, se x < N, entdo |f(x) — L| < €,0ouseja, lim f(x) =1L
X——00

(lezzi et al., 2002); defini¢bes sobre funcbes continuas (Op ) —seja f (x) uma fungdo definida
num intervalo real aberto /I e a um elemento de I, diz-se que f(x) é continua em a, se

}Ci_rgf(x) = f(a) (lezzi et al., 2002).

Com o objetivo de estudar como autores de livros didaticos de Calculo Diferencial e
Integral propdem situacdes visando a transformacao de um estado de nao-saber para um estado
de saber em relacdo ao objeto matematico limites de funcdes reais de uma variavel, escolheu-
se duas obras aprovadas e indicadas por prestigiadas universidades brasileiras, a saber: O
Célculo com Geometria Analitica de Louis Leithold (1977) e Calculo de James Stewart (2017),
para serem submetidas a analise, que teve como ponto de partida o0 modelo de referéncia

apresentado acima.

Principais Resultados

Aqui sdo analisados os principais resultados do estudo acerca das organizacgdes

matematicas e didaticas identificadas nas obras O Calculo com Geometria Analitica de
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Leithold (1977) e Célculo de Stewart (2017), especificamente acerca dos capitulos que tratam
de limites de funcdes reais de uma variavel. Desse modo, foram utilizadas as categorias do
modelo de referéncia apresentado acima (relativas a determinacao de tais limites), em termos
de subtipos de tarefas, técnicas e tecnologias (Tabela 1). Ressalta-se que as teorias
anteriormente elencadas ndo foram claramente identificadas nos momentos nos quais as
praxeologias sdo transpostas pelos autores através dos exemplos resolvidos e comentados.

Tabela 1.

Comparativo entre os dois livros analisados (Batista, 2019, p. 148)

SUBTIPOS LIVRO DE LEITHOLD (1977) LIVRO DE STEWART (2017)
DE TECNICA TECNOLOGIA TECNICA TECNOLOGIA
TAREFAS
t - - TevN O
t Tace O161 Tace B161
TACG_DVN Or61_poL
t3 Taic Orir TAiC Onr
ty TpvN oL psp; Oprc Tpyn Bpor_psp; Oprc

TFEA_EIE-TDVN

OrrL; QPOL_PSD: Oprc

TFEA_EIE-TDVN

TMEC_DRE_EIE-TDVN

OrrL GPOL_PSD; Oprc

TDRE_FEA_EIE-TDVN

Taic

Trrv_TaIc

A colecdo O Calculo com Geometria Analitica em relacdo a transposicdo das
organizagBes matematicas pontuais em torno dos subtipos de tarefas referentes a determinacéo
de limites de funcdes ocorreu em trés momentos.

Primeiro momento: Introdugcdo de uma situacdo para elaborar e sistematizar uma
técnica (com a devida explicacdo do procedimento desenvolvido) que possa estudar um dado
limite (subtipo de tarefa). E ainda nesse primeiro momento que s&o enunciadas as propriedades
e afirmacbes que compdem os elementos que explicam e justificam a técnica elaborada
(Figura 1).
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Figura 1.

Extrato com o modelo de célculo de limites (Leithold, 1977, p.71)

EXEMPLO I: Encontre SOLUGAO:

lim (x* + 7x - 5) lim (2 + 7x—5) =lim 2® + lim 7x — lim 5 (EL.5)
p23 x-3 r-3 -3 xr-3

B ntnoeso eao, indlape O¥ =lim x - lim x + lim 7 - lim x— lim 5 (TL.6)
teoremas de limite que estdo z-3 z-3 -3 -3 r-3

sendo usados. _3han7:3—5 (LT3 e LT2)

=9+21—5
=25

-

Segundo momento: E o momento destinado a avaliagdo dos elementos técnico-
tecnoldgicos que surgem na situagao proposta. Tal momento ocorre em comentarios, 10go apos
cada exercicio resolvido (aparecendo apenas em alguns casos dentre os identificados).
Portanto, no referido momento, o aluno é conduzido a validacdo e reflexo acerca das respostas
construidas e apresentadas pelo autor (Figura 2).

Figura 2.
Reflexdes sobre o célculo de limites (Leithold, 1977, p. 71)

E importante, neste ponto, percebermos que o limite no Exemplo 1
foi calculado através da aplicagdo direta dos teoremas sobre limites. Para a
fungdo f definida por f(x) = x* + 7x - 5, vemos que f(3) = 32 + Tie3 —5i=
= 25 é o mesmo que lirr% (x2 + 7x - 5). Ndo é sempre verdadeiro termos
X

lim f(x) = f(a) (veja o Exemplo 4). No Exemplo 1, li£r13f(x) = f(3), pois a
X

X>a e S

fungdo f é continua em x = 3. Discutiremos o significado de fungdes conti-

nuas na Sec. 2.11.

Terceiro momento: E o momento dedicado ao trabalho da técnica, ocorrendo nas
diversas secc¢oes intituladas por Exercicios e Exercicios de Revisado (Capitulo 2).

A colecdo Célculo em relacdo a transposicao das organizagdes matematicas pontuais
em torno dos subtipos de tarefas referentes a determinacdo de limites de funcbes (também)
ocorreu em trés momentos.

Primeiro momento: Introducdo de um problema para elaborar e sistematizar uma

técnica (com a respectiva explicacdo do procedimento colocado em pratica) que consiga
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resolver um dado limite (subtipo de tarefa). E ainda nesse momento que sdo enunciadas as

propriedades e afirmacdes que formam os elementos que explicam e justificam a técnica

elaborada (Figura 3).

Figura 3.

Extrato com o modelo de célculo de limites (Stewart, 2017, p. 83)

G Calcule os limites a seguir justificando cada passagem.

) N X+ 22—
(a) lim 2x° — 3x + 4) (b) lim ———
¥3 x—=2 5 — 3x
SOLUGAO
(a) lm} (2,\'2 — 3x + 4) = lm} (2,\'2) — lm} (3,\') + lmg 4 (pelas Propriedades 2 e 1)
=21limx? — 3limx + lim 4 (pela Propriedade 3)
x—35 x—35 x—35
= 2(52) - 3(5) + 4 (pelas Propriedades 9. 8 e 7)
= 39.

Segundo momento: E o momento que tem por objetivo a avaliagdo dos elementos

técnico-tecnoldgicos que surgem na situacdo considerada. Esse momento ocorre em

comentarios, logo ap6s cada exercicio resolvido (aparecendo apenas em alguns casos dentre 0s

identificados). Dessa maneira, no referido momento, o aluno é levado a validacéo e reflexdo

sobre as respostas desenvolvidas pelo autor (Figura 4).

164

Figura 4.

Reflexdes sobre o calculo de limites (Stewart, 2017, p. 83-84)

OBSERVACAO: Se tornamos f(x) = 2x* — 3x + 4, entdo f(5) = 39. Em outras palavras,
teriamos obtido a resposta correta no Exemplo 2(a) substituindo x por 5. Analogamente, a
substitui¢ao direta fornece a resposta correta na parte (b). As funcdes no Exemplo 2 sao po-
linomial e racional, respectivamente, e o uso similar das Propriedades dos Limites demons-
tra que a substituicao direta sempre funciona para essas fungdes (veja os Exercicios 55 e 56).
Enunciamos esse fato a seguir.

Propriedade de Substituicdo Direta Se f for uma funcao polinomial ou racional e a estiver
no dominio de f, entdo

lim f(x) = f(a)

x—a

As funcdes que possuem essa propriedade de substituicao direta, chamadas de continuas
em a, serdo estudadas na Secdo 2.5. Entretanto, nem todos os limites podem ser calculados pela
substituicio direta, como mostram os exemplos a seguir.
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Terceiro momento: E o momento do trabalho da técnica, sendo concretizado nas
diversas seccdes intituladas por Exercicios, Teste — Verdadeiro ou Falso e Problemas Quentes.
O grafico a seguir (Figura 5) mostra o comparativo em relagéo aos subtipos de tarefas existentes
nas duas obras analisadas:

Figura 5.
Comparativo em relagdo ao quantitativo de tarefas (Batista, 2019, p. 149)
27,47%

LIVRO DE STEWART (2017)

M Tarefa 6

12,64% M Tarefa 5
H Tarefa 4

D soaw, e
, 0

24,66% B Tarefa 2

13,70% M Tarefa 1

LIVRO DE LEITHOLD (1977) 23.29%
,29%

0,00%

0,00% 5,00 10,00% 15,00% 20,00% 25,00% 30,00% 35,00%

Pode-se destacar, baseando-se no grafico acima, que o livro O Céalculo com Geometria

Analitica de Leithold da maior énfase as tarefas t, (determinar limites que envolvam +0), ou

x3+2x
x5

seja, limites do tipo lim , com 30,14% das atividades propostas. Vale destacar aqui, que

X—+00

0 autor da referida obra, da maior preferéncia a técnica mista tpyp_t4;c (dividir o numerador
e o denominador/analisar intuitivamente o comportamento) para a realizacéo das tarefas t4. No
livro Célculo de Stewart, também ha uma concentragdo maior das tarefas t,, com 27,47% dos
problemas propostos em relacéo ao total. O autor desse livro, também da maior énfase ao uso

da técnica mista Tpyp_Tarc Para a realizacéo de tais tarefas.
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Desse modo, pode-se perceber que (em ambos os livros), ndo ha diferencas
significativas no que concerne as preferéncias (majoritarias) em relacdo as tarefas e as técnicas.
De maneira um pouco mais geral, partindo-se do grafico acima, e observando-se as

tarefas t, (calcular o valor de lim f(x), sendo que ndo ocorrem indeterminacdes nem
xX—a
impossibilidades em x = a), tg (calcular lim f(x), sendo que ocorrem indeterminagdes para
xX—a

X = a) e tg, VE-se que ndo ha diferencas significativas em relagdo as proporcdes de tais tarefas
nas duas obras estudadas.

A tarefa t; (determinar limites laterais de f(x) com o auxilio de uma investigacéo
intuitiva da expressdo matematica envolvida) é tratada de maneira diferente nos dois livros. A
partir do grafico acima, observa-se que, no livro O Calculo com Geometria Analitica, 0s
problemas relacionados a tarefa t; aparecem com 23,29% do total dos problemas identificados
(sendo a 3% maior proporcdo no referido livro). No livro Calculo, tais problemas aparecem
apenas com 9,34% (sendo a 5% maior proporcdo do total desse livro). Logo, no que concerne a
representatividade da tarefa t5, existe uma diferenca significativa em relacdo aos dois livros
estudados.

A tarefa t, (encontrar o limite de f(x) com o auxilio do grafico) é (também) tratada de
maneira diferente pelos dois autores. A partir do gréfico acima, observa-se que, no livro O
Célculo com Geometria Analitica, os problemas relacionados a tarefa t, aparecem com 8,22%
do total dos problemas identificados (sendo a 5% maior proporc¢ao no referido livro). No livro
Calculo, tais problemas aparecem com 22,53% (sendo a 22 maior proporcao do total desse
livro). Logo, no que concerne a tarefa t,, existe uma diferenca significativa em relacdo aos dois
livros estudados.

Em relagdo as praxeologias matematicas constituidas em torno das tarefas t,, t3, t,, ts
e te, Nd0 h& muitas distingbes, o que ha é uma diferente distribuicdo das proporcdes relativas

ao quantitativo de exercicios existentes em ambos 0s livros.
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A partir do gréafico acima, pode-se ainda concluir que, a organizacdo matematica

constituida em torno da tarefa t; (estimar numericamente o valor de lim f(x)) néo aparece no
x—a

livro O Calculo com Geometria Analitica. Ja no livro Calculo, essa tarefa aparece com 12,64%
do total de exercicios existentes (sendo a 42 maior proporcdo em relacédo ao total).

Em relacédo as tecnologias, o livro O Calculo com Geometria Analitica, concentra-se
mais intensamente nas propriedades operatorias e da substituicdo direta para limites (6po;,_psp).
assim como também, nas propriedades das func¢Ges continuas (6prc), com 27,18% em relacdo
ao total. Ja o livro Calculo, trabalha mais com a ideia intuitiva de limites infinitos e no infinito,

com 24,81% das situacdes propostas em seus exercicios.

Considerac0es Finais

Com o objetivo de estudar como autores de livros didaticos de Calculo Diferencial e
Integral propdem situacdes visando a transformacao de um estado de nao-saber para um estado
de saber em relacdo ao objeto matematico limites de fungdes reais de uma variavel, escolheu-
se duas obras aprovadas e indicadas por prestigiadas universidades brasileiras (40 anos
distantes no tempo), a saber: O Calculo com Geometria Analitica de Louis Leithold (1977) e
Célculo de James Stewart (2017), para serem submetidas & analise e a comparacao.

Em relagdo a exploracdo dos subtipos de tarefas e da elaboracédo das técnicas, tanto no
livro Calculo como no livro Célculo com Geometria Analitica, o trabalho é desenvolvido de
forma a explicar (na maioria das vezes) as diferengas existentes entre os subtipos de tarefas,
isto €, buscando mostrar os limites e as possibilidades das técnicas elaboradas e sistematizadas.

As organizacBes matematicas diferem quanto a representatividade dos subtipos de
tarefas exploradas e variedade das técnicas elaboradas, o que indica uma pequena mudanca
acerca da abordagem do ensino de limites entre os dois livros analisados; na publicacdo de

1977, h& uma certa preferéncia em relagdo as tarefas que demandam mais trabalho algébrico;
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ja na publicacdo de 2017, ha uma certa preferéncia por tarefas que demandam mais raciocinio
matematico intuitivo em detrimento das tarefas que demandam mais trabalho manual.

As praxeologias didaticas entre as duas obras analisadas sdo semelhantes. As formas
didaticas adotadas pelos dois autores, apesar de algumas poucas mudangas na linguagem (que
se tornou ligeiramente mais simples com o passar do tempo), permanecem majoritariamente
inalteradas, a saber: exploracdo das tarefas, elaboracéo das técnicas, e avaliacdo dos elementos
técnico-tecnologicos (de uma maneira geral).

As razdes de ser sdo as mesmas entre os dois livros submetidos & analise em relagdo ao
contetdo limites de fungdes, apesar de a publicacdo de 1977 dar certa preferéncia ao calculo
manual (algébrico), e de a publicacdo de 2017 dar certa preferéncia ao raciocinio matematico
intuitivo; estudam-se limites para explicar e justificar todo o Célculo Diferencial e Integral.

Conclui-se, entdo, que os modos de viver dos limites de fungdes nas duas obras

investigadas, e que distam 40 anos no tempo uma da outra, sdo praticamente 0s mesmos.
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