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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma abordagem histérico-filoséfica com o objetivo de
contribuir para a pesquisa em educagdo matematica, fundamentada em uma andlise de
elementos epistémicos, 16gicos, ontolégicos e metodoldgicos da estrutura e das articulagoes
que um determinado conhecimento apresenta desde sua criacao até o desenvolvimento
atual, bem como a habilidade do mesmo em solucionar problemas. Partindo dos
referenciais tedricos elencados, apresentamos um exemplar de aplicacao da abordagem,
com a reconstrugao histérico-filoséfica dos contetidos Sistemas de Equacdes Lineares e
Determinantes encontrados nos trabalhos desenvolvidos por dois matematicos: Takakazu
Seki Kowa (1642-1708) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).
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Abstract

In this paper, we present a historical-philosophical approach with the aim of contributing ro research
in Mathematical Education, based on the analysis of epistemological, logical, ontological and
methodological elements of the structure and of the articulations that a specific knowledge presents,
Jrom its creation until its current development. Also, we ave concerned about this knowledge’s ability
to solve problems. Based on the theoretical veferences mentioned in the article, we provide an example
of application of our approach, with the histovical-philosophical veconstruction of the subjects Systems
of linear equations and Determinants, found in the works developed by two mathematicians: Takakazu
Seki Kowa (1642-1708) and Gottfried Wilbelm Leibniz (1646-1716).
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Introducao

A inclus@o da Histéria da Matemdtica no ensino vem sendo mun-
dialmente pesquisada e discutida em conferéncias, congressos, grupos de
estudos, inclusive da Internet.

Tal incorporagio é defendida segundo uma abordagem mais
abrangente, adequada, consciente e didética que ofereca condices para
uma aprendizagem critica e reflexiva, uma vez que nos dias atuais hd
uma grande caréncia cientifica, o que acarreta sérios danos, principal-
mente a0 campo educacional.

Essa realidade nos conduziu a uma busca por opgdes alternativas,
tanto epistémicas, quanto metodolégicas de trabalho. Nesse sentido, a Edu-
cacdo Matemadtica intervém positivamente, possibilitando a reflexao e a
analise critica no ensino e na aprendizagem, ressaltando aspectos relevan-
tes, tanto da estrutura, quanto das articulacGes existentes entre o conheci-
mento matematico, a proposta metodolégica e a realidade educacional.

Pudemos constatar, historicamente, que o enfrentamento de pro-
blemas, bem como a busca de suas solucoes, tém atuado como uma mola
propulsora para a evolugiao da humanidade. Assim sendo, cremos que o
estudo e a andlise de tais problemas conforme uma abordagem Histérico-
Filoséfica pode estimular a ocorréncia da compreensio, da aprendizagem
e, consequentemente, do desenvolvimento cientifico. Porém, alguns
questionamentos merecem atengao, tais como: existe fundamento para
esta afirmaciao? Ha evidéncias histéricas de que os problemas realmente
fomentam a evolucio cientifica? E, principalmente, como desenvolver
uma proposta educacional consistente que amenize o quadro acima ex-
posto conforme tal abordagem?

Abordagem historico-filos6fica na Educacao Matematica

A abordagem histérico-filoséfica é relativamente recente no meio
da pesquisa em Educacio Cientifica e, até onde pudemos pesquisar, ainda
inexplorada no campo da Educagao Matemitica. Desse modo, encontra-
mos alguns pesquisadores que tém discorrido sobre a importincia da his-
téria da Matemdtica ou da filosofia da Matemadtica, porém poucos tém
abordado a perspectiva histérico-filoséfica.

Dentre tais pesquisadores podemos citar Angel Ruiz Zadiga. Esse
pesquisador enfatiza que a histéria da Matemadtica é fonte de riqueza
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metodolbgica e epistemoldgica, pois a natureza matemadtica e também
sua histéria possuem um vasto campo de experimentagdes, por meio dos
quais é possivel fazer grandes e importantes reflexdes e inclusive conduzir
a idéias renovadoras.

Ziiiga comenta que a histéria da Ciéncia e, em particular, da
Matemitica, j4 é em si mesma uma fonte de satisfacio intelectual e, tam-
bém que

(...) na pratica matemdtica a histéria é um fator essencial para
compreensao de seus conceitos e métodos, de suas perspectivas,
seus limites e suas possibilidades; um instrumento valioso para a
determinacdo de estratégias coletivas de evolugao consciente e
adequada a nossas condigdes e recursos. (Zudiga, 1990, p. 263)

O pesquisador Antonio Miguel, em sua tese de doutorado realiza-
da no ano de 1993, abordou a relacio que existe entre a histéria, a hist6-
ria da matematica e a educacao matemdtica.

Em sua tese, Miguel resgata a histéria por meio de levantamento,
detalhamento e andlise dos diversos papéis pedagdgicos atribuidos a ela
por matemdticos, historiadores e educadores matemaiticos. Miguel tam-
bém analisa o resgate da Educagao Matematica na hist6ria recorrendo a
histéria, a epistemologia da Matemdtica e a filosofia da Educagao tentan-
do reconstituir os paradigmas da Educacao Matemdtica na histéria. Ou-
tro aspecto presente em seu trabalho é a apresentacio de um estudo his-
térico-pedagdgico-temdtico sobre os nimeros irracionais evidenciando a
relacdo histéria e Educagao Matemadtica.

Segundo Miguel, a utilizacdo da histéria no ensino da Matematica
pode ocorrer de vérias formas. Dentre elas, as principais levantadas por
ele foram o uso da histéria como: motivacio, objetivo, método, recrea-
¢do, desmistificagdo, formalizacao, dialética, unificagdo, axiologia,
conscientizacdo, significagao, cultura, e epistemologia.

Miguel acredita que a hist6ria pode e deve desempenhar um papel
subsididrio na Educagdo Matemadtica, desde que “devidamente
reconstituida com fins pedagdgicos e organicamente articulada com as
demais varidveis que intervém no processo de planejamento didético”
(1993, p. 107).

Outro fator abordado por ele diz respeito a “desastrosa” apresen-
tagdo técnica e aparentemente neutra dos fatos cientificos ou matemati-

Educ. Mat. Pesqui., Sdo Paulo, v. 6, n. 1, pp. 101-133, 2004 103



Irinéa de Lourdes Batista e Simone Luccas

cos, isenta de qualquer tipo de contextualizacdo. Ao seu ver, uma manei-
ra de se contrapor a tal situagao é trabalhando com uma histéria da Ma-
temdtica pedagogicamente orientada, pois ele acredita que

(...) cidadaos matematicamente educados com base numa
metodologia histérica que promova o pensamento independente
e critico e a autonomia intelectual é que estarao melhores prepa-
rados para propor, analisar, discutir e votar por medidas
emancipadoras referentes ao papel a ser desempenhado no con-
texto das sociedades atuais pelas ciéncias em geral e pela mate-
matica em particular. (Miguel, 1993, p. 114)

Outro pesquisador que também desenvolveu estudos na area de
histéria da Matematica foi Carlos Roberto Vianna. Em sua dissertacao de
mestrado (1995), o autor argumenta que, a partir da década de 1980,
tem ocorrido uma tentativa de abandono da utilizagio da Matematica
Moderna em praticamente todo o mundo. No Brasil, o autor indica que,
principalmente a partir de 1985, também tém ocorrido propostas de
reformula¢ao no ensino e a histéria da Matemdtica tem aparecido de ma-
neira destacada na Educa¢cao Matemdtica.

Tal reformulacao conduziu Vianna, em sua dissertacao de mestrado,
a analisar a utilizacdo da histéria da Matemdtica em uma colecio de li-
vros didaticos de 5% a 8* série: “Matemitica e Vida”, estabelecendo e
classificando-a em quatro categorias: Hist6ria da Matemdtica como Mo-
tiva¢ao; Histéria da Matematica como Informacio; Hist6ria da Matemaé-
tica como Estratégia Didatica; Histéria da Matematica como parte Inte-
grante do Desenvolvimento do Contetido (Imbricado).

Vianna constatou que nessa colecio a hist6ria da Matematica este-
ve presente em 50 momentos, sendo que em 84% deles, ela apareceu nas
duas primeiras categorias de “Hist6ria” acima citadas. Em sua andlise
Vianna lamentou a inclusio da histéria da Matemadtica:

Infelizmente ndo podemos afirmar que, juntamente com esse cres-
cente interesse pela Histéria da Matematica, tenha havido uma
sensivel melhora na forma de apresentacao do contetido mate-
matico nos livros didaticos ou que os alunos tenham passado a
mostrar uma melhor compreensao da matematica. (Vianna, 1995,

p. 64)
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Michael N. Fried (2001, p. 392), outro pesquisador que tem de-
senvolvido reflexdes nesse campo, comenta que tém ocorrido muitas dis-
cussdes sobre a inclusdo da hist6ria da Matematica no ensino, porém pouco
tem sido feito nas escolas. Para ele hd trés grandes razdes para que tal
incorporagdo ocorra, pois ela humaniza a Matematica, faz com que a
Matemitica seja mais interessante, mais compreendida e mais acessivel,
permitindo uma visdao maior dos conceitos, dos problemas e de suas reso-
lucdes (esta Gltima razdo, para ele, é a mais importante de todas).

Segundo Fried, ha vérias maneiras de introduzir a histéria da Ma-
tematica na escola; no entanto, em geral, hd duas estratégias basicas: a de
Adicio (estratégia passiva que s6 alarga o curriculo) e a de Acomodagao
ou Ajuste (utiliza o desenvolvimento histérico no ensino) (ibid.).

Fried defende que se alguém estd disposto a alargar o comprome-
timento com o ensino da matematica incluindo a humanizacio desta,
entdo certamente a resolugdo dessa dificuldade estd em combinar a His-
téria e a Educagio Matematica (ibid., p. 401).

Encaminhando-nos para a discussao no dominio da filosofia da
Ciéncia, temos Larry Laudan ressaltando que no século XX, principal-
mente, observou-se o crescimento de um grande nimero de dreas
especializadas. Segundo ele, o surgimento de tantas 4reas dificulta a visao
do todo, ocasionando um efeito deletério na histéria do pensamento: a
falta de percepcio pelos historiadores do caréter integrativo dessa histé-
ria (Laudan, 1977, p. 173).

Laudan contesta esse tipo de concep¢ao pois, em seu modo de ver,
o0 objetivo da ciéncia consiste, essencialmente, na capacidade de resolver
problemas,' e que estes, para serem analisados, devem estar inseridos em
um contexto de pesquisa (ibid., pp. 11 e 13).

O autor defende também que a evolugao das idéias, dos proble-
mas e de suas solucdes, é necessariamente um processo interdisciplinar
(ibid., p. 174). Desse modo, 0 aumento da especializacio das 4reas tende

1 A atividade cientifica compreendida como resolugiao de problemas é recorrente na
filosofia da ciéncia. Conforme temos em Popper: “... a ciéncia deve ser vista como o
desenvolvimento de um problema para outro — problemas cada vez mais profundos”. E
ainda “o problema suscita o desafio de aprender, avangar o nosso conhecimento, ex-
perimentar e observar” (Popper, 1982, p. 247). A diferenca em Laudan é que ele
amplia essa compreensao para aspectos filoséficos que incluem a ontologia e a metafisica
desses problemas.
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nao s6 a dificultar o desenvolvimento de um conhecimento com tal card-
ter, como também o distancia cada vez mais de qualquer tipo de contex-
to. Tal concepcio, inevitavelmente, apresenta reflexos na producio de
conhecimentos e, conseqiientemente, no campo educacional.

Outra defesa de Laudan consiste na idéia de que uma concepgio
tedrica pertence a um contexto histérico e, também, esta sujeita as tradi-
coes de pesquisa (ibid., pp. 180-184). Para ele uma tradicio de pesquisa
caracteriza-se como “um conjunto de suposicdes gerais sobre entidades e
processos em um dominio de estudo e sobre os métodos apropriados a
serem utilizados para a investigacdo dos problemas e a construcdo de
teorias nesse dominio” (1977, p. 81).

A adogio de uma tradigio de pesquisa, segundo ele, é feita segun-
do a capacidade que esta possui de resolver a maior quantidade possivel
de problemas que surgem. Laudan admite também que o poder de argu-
mentacao pode mudar de uma época para outra, dependendo da tradigao
de pesquisa atuante, pois os “sistemas de pensamento niao sio meramente
relagBes 16gicas entre proposigoes [...}, mas também tentativas de resol-
ver 0 que sdo percebidos como problemas importantes”, e que “um siste-
ma de idéias s6 pode ser compreendido quando se conhece, em detalhes,
os problemas aos quais ele foi dirigido” (pp. 175-176).

Queremos ressaltar, desse modo, a relevincia e a pertinéncia da
existéncia de uma discussio e de uma proposta pedagdgica fundamenta-
da em um contexto histérico e em uma discussao filoséfica que evidencie
o desenvolvimento e o conhecimento baseado na resolu¢io de problemas
de uma determinada ciéncia, como observaremos na anilise histérico-
filos6fica que iremos realizar no préximo item, pois a reconstrugao hist6-
rica com essa abordagem filoso6fica — identificacao dos problemas e tradi-
¢Oes de pesquisa — permite 0 acesso a criagao e a evolugdo do conhecimen-
to em seu contexto original, bem como 2 trajetdria deste no decorrer do
tempo até os dias atuais.

Consideramos que a abordagem histérico-filoséfica contribui para a
compreensdo dos problemas contemporineos, uma vez que a andlise
epistémica, logica, ontoldgica e metodoldgica da estrutura e das articula-
¢oes que um determinado conhecimento apresenta desde sua criaco até o
desenvolvimento atual, e a habilidade que 0 mesmo apresenta para solu-
cionar problemas, caracterizam-se como de fundamental importéincia para
a evolucao da capacidade critica e consciente do ser humano.
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A producido de um trabalho sob uma perspectiva que envolva si-
multaneamente a histéria da Matematica e a filosofia da Matematica
pode gerar um ambiente ainda mais favordvel a andlise e a reflexdo de
objetos de estudo, com vistas a perceber o processo dindmico que permeia
o conhecimento.

No campo das ciéncias — notadamente na Fisica — tal abordagem
ja vem sendo explorada ha algum tempo, com producio de trabalhos e
artigos na drea. Citamos como exemplo os estudos de revisdo bibliografi-
ca, de pesquisa e de aplicagao de Michael R. Matthews e Irinéa L. Batista.

Matthews ressalta que vivemos atualmente uma larga crise no
ensino contemporineo de ciéncias, corroborada pela evasao tanto de pro-
fessores quanto de alunos das salas de aula, e também pelo alto indice de
analfabetismo nas ciéncias.

Realizando uma revisao sobre as discussdes na area, o pesquisador
comenta que o ensino de ciéncias desenvolveu-se totalmente separado da
Histéria e da Filosofia, e que nesta Gltima década tem ocorrido uma
reaproximacao entre tais dreas. Muitos sdo os fatores positivos, segundo
ele, ocasionados por tal reaproximacio:

[...} podem humanizar as ciéncias e aproxima-las dos interesses
pessoais, éticos, culturais e politicos da comunidade; podem tor-
nar as aulas de ciéncias mais desafiadoras e reflexivas, permitin-
do, deste modo, o desenvolvimento do pensamento critico; po-
dem contribuir para um entendimento mais integral da matéria
cientifica, isto é, podem contribuir para a superagiao do “mar de
falta de significacao” que se diz ter inundado as salas de aula de
ciéncias, onde férmulas e equacdes sdo recitadas sem que muitos
cheguem a saber o que significam; podem melhorar a formagao
do professor auxiliando o desenvolvimento de uma epistemologia
da ciéncia mais rica e mais auténtica, ou seja, de uma maior com-
preensdo da estrutura das ciéncias bem como do espago que ocu-
pam no sistema intelectual das coisas. (1995, p. 165)

Batista, pesquisadora atuante na area de ensino de Fisica, defende
o desenvolvimento formal do contetdo fisico que leve em consideragio a
sua discussao histérica e seus problemas de interesse epistemoldgico, 16-
gico e ontolégico, pois o desenvolvimento de um trabalho que envolva
tais aspectos pode propiciar uma compreensio maior do processo de cria-
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¢ao de conhecimentos fisicos, evidenciando o “papel da epistemologia
histérica da Fisica como agente atuante na inteligibilidade das teorias”
(BATISTA, 2000).

Com relagao ao quadro conceitual da Fisica moderna e contempo-
ranea, Batista argumenta que uma abordagem histérico-filoséfica contri-
bui para

(...) a compreensdo do porqué uma proposicao é considerada com-
provada, estabelecida como conhecimento, e como ela se relacio-
na com outras proposicdes na Fisica. Pensamos que o aluno/pro-
fessor que é estimulado a pensar mediante algumas questdes
epistemoldgicas sobre um dado conteudo, estard mais apto a ex-
plicar quaisquer proposi¢des, conceituacdes, de maneira integra-
da e desenvolver, por meio de sua prépria critica, uma visao am-
pliada e consistente da atividade cientifica. (Batista, 1998)

A pesquisadora defende, assim, o trabalho com uma abordagem que
envolva conjuntamente a Hist6ria, a Filosofia e o conhecimento cientifico.

Acreditamos que as consideracdes feitas sobre tal abordagem po-
dem refletir positivamente também na drea da Educacio Matemadtica e
que o desenvolvimento de uma proposta que trabalhe a andlise e a refle-
x30 de conceitos e idéias que permeiam os contetidos matematicos, estu-
dados a partir do conhecimento de fatos colhidos na reconstrucio hist6ri-
ca, estabeleca-se como um frutifero campo para a realizagio de investiga-
¢bes e como uma alternativa metodolégica eficiente.

Como comentamos anteriormente, no campo da Educacao Mate-
midtica, a abordagem de tal enfoque é inexplorada, até onde pesquisamos,
haja vista a hodierna sistematizacio da filosofia da Educa¢ao Matematica
como campo de investiga¢ao tedrica que vem sendo produzida a partir da
década de 1980.

Partindo dos referenciais tedricos apresentados, desenvolvemos uma
investigacao, oferecida como exemplar de aplica¢ao da abordagem, reali-
zando a reconstrugao histérica dos assuntos Sistemas de Equagdes Linea-
res e Determinantes encontrados nos trabalhos desenvolvidos por dois
matematicos: Takakazu Seki Kowa (1642-1708) e Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716). Nessa reconstrucdo evidenciamos varios aspectos
tedrico-conceituais, como a identificacio de problemas geradores e a im-
portincia de se conhecer as circunstincias e as problematicas que desen-
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cadearam o desenvolvimento de teorias especificas, relacionadas com os
Sistemas de Equacdes e com os Determinantes.

Esse processo de reconstrugao histdrico-filos6fica com objetivos edu-
cacionais envolve dois elementos fundamentais, que identificamos como
elemento estrutural e elemento articulador, conforme definido por Batista:

Explicitamos o perfil estrutural que mostra como se dd a constru-
¢ao de um conhecimento especifico, que fornece instrumentos
para realizar a analise filoséfica do objeto de estudo e, a0 mesmo
tempo, subsidia o desenvolvimento de uma estrutura consisten-
te, integradora de adaptacoes e transformacoes didaticas. E apre-
sentamos, também, o perfil articulador, responsavel pela inser-
¢ao de um determinado conhecimento em uma teoria mais
abrangente e, consequentemente, em um corpo maior de uma
ciéncia, que nos propicia condicdes para analisar a dindmica
conceitual de um tema em estudo, bem como o desenvolvimento
da conexao entre os contetdos estudados e o seu aprimoramento,
ressaltando as relagbes que se estabeleceram entre eles, além de
nos mostrar como articular tais conteidos em uma elaboragdo
didatica. (Batista, 2004)

Investigacao histoérico-filosofica sobre
Sistemas de Equacoes e Determinantes

Inicialmente, apresentaremos estudos baseados no livro The
Development of Mathematics in China and Japan, escrito pelo matemdtico e
historiador japonés Yoshio Mikami (1875-1950), no ano de 1913, pois
em tal livro encontramos textos do trabalho desenvolvido pelo japonés
Seki Kowa sobre o tema. Outra fonte, também utilizada como base para
nosso estudo, foi o livro de Howard Eves, Introducao a Histéria da Mate-
mdtica, de 1997.

Num segundo momento, realizaremos a andlise de duas corres-
pondéncias do alemdo Leibniz enderecadas ao Marqués de L'Hospital. O
texto base foi extraido da coletinea de artigos originais Source Book in
Mathematics, editada por David Eugene Smith, no ano de 1929; além
desse livro, trabalhamos também com a cole¢dao Os Pensadores: Leibniz -
Nowos ensaios sobre o entendimento humano, v. 1 e I, 1992.

Neste item pretendemos estabelecer um paralelo entre o trabalho
de Kowa e de Leibniz, que embora inseridos em culturas diferentes, mo-
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tivados — inicialmente — por situa¢des distintas e utilizando processos
cognitivos diferenciados, conseguiram desenvolver o mesmo processo para
eliminar valores desconhecidos de um sistema de equacdes, semelhante
ao usado na atualidade para resolver o célculo de determinante.
Queremos destacar que este trabalho corresponde a andlise dos
primeiros registros de um método que hoje é utilizado como uma opera-
¢a0 na teoria dos Determinantes, embora naquela época nao se tivesse tal

pretensao.
Takakazu Seki Kowa

Este pensador, estudante de matemaitica desde a infincia, tornou-
se um especialista na criagdo de métodos de resolugio de problemas ma-
temdticos, desenvolvendo também aplicagdes na astronomia. No ano de
1683, o japonés Seki Kowa, em seu manuscrito Kaz Fukudai no Ho (Méto-
do de Solug@o de Questdes Secretas), expde o seguinte problema geomé-
trico:

Hé uma piramide quadrada truncada de volume conhecido. Dada
a soma do lado mais baixo e a altitude, e a soma dos quadrados do
lado mais baixo e da altitude, é exigido encontrar o lado superior.
(Kowa apud Mikami, 1913, p.191)

De acordo com Mikami (ibid.), Kowa argumenta que esse proble-
ma pode ser resolvido de duas maneiras: a primeira, denominada por ele
shinjutsu ou método direto (substitui¢ao direta de valores as incégnitas), e a
segunda identificada como &yojutsu ou métods indireto (simplificagdao de
equagoes) (ibid., p.192, grifos do autor).

Sua op¢ao de trabalho neste manuscrito foi pelo segundo método;
Mikami inclusive comenta que a notagdo usada por Kowa mostra que “a
natureza dos simbolos algébricos usados por Seki aparece
manifestadamente” (ibid.).

Desse modo, representando o volume, o lado superior, o lado infe-
rior, a altitude, e as duas somas, como v, #, /, 4, 5, € 5, respectivamente,
Mikami (ibid.) comenta que “considerando a data do problema

110 Educ. Mat. Pesqui., Sdo Paulo, v. 6, n. 1, pp. 101-133, 2004



Abordagem bistérico-filosifica ¢ Educaggo Matemdtica

V= %u2+u1+12)a2 )
sendo, temos:

V= %[u2+u(sl-a)+(sl-a)2]a )
ou

-3v+(s2+su+da- (2s +u)@+a=0 3)
sabendo que

SRE )
tem-se que

S,=(s,-a2+& 5)
ou

(s,-s)-2sa+2a=0 (ibid) ©)

Mikami continua sua explanagio afirmando que a equag@o em (3)
terd resultado para #, quando a incégnita « for eliminada nas equagdes
(5) ou (6), sendo que tal eliminagao pode ser obtida por meio da simplifi-
cagdo de equacdes.

Queremos ressaltar que nosso objetivo neste artigo n@o é explicitar
o procedimento efetuado por Kowa e ji analisado por Mikami no que
tange a resolu¢@o do problema gerador; por isso, nessa exposicao nao nos
deteremos nos célculos da solugiao do problema geométrico, e sim nas
operagdes que envolvem a simplificagao de equagdes, pois foi por meio
destas que Kowa desenvolveu a base da teoria dos Determinantes.

Iniciaremos nossa analise a partir do item 12 do capitulo 24: Seks’s
conception of the determinant de Mikami (ibid., p. 195). Entretanto, o fator
que mais chamou nossa atengdo, foi o aparecimento, provavelmente, do
primeiro registro da operagao que conhecemos atualmente como
determinante.

Assim, buscando simplificar as equagdes do problema em estudo,
Kowa desenvolveu uma opera¢ao com o intuito de eliminar as incégni-

2 A notagao atual do volume de uma pirdmide truncada de base quadrangular é

1
v =—h(B+VBb +b) sendo que B representa a drea da base maior, 4 a 4rea da base

menor e h a altura.
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tas, por ele denominadas de “desconhecidos”. Ele explicou que ao se tra-
balhar com duas equacdes do primeiro grau e com um dnico desconheci-
do, do tipo:
B+ Ax = 0 (7
D +Cx =0

| Praduto deBC, i |

tém-se:

[ P oduto de DA, koku |

Figura 1 — Sistema com duas equagdes

A operacio efetuada para obter os produtos BC e DA, Kowa de-
nominou shajo ou “multiplicagao cruzada”, representada na segunda co-
luna da figura 1. Nessa multiplicagao, ele distinguiu e nomeou as multi-
plicagbes-diagonais: sez e koku; sendo que sez para ele significava “que da
vida, criativo”, enquanto que kokx significava “que dd morte, destrutivo”
(ibid., p. 197, grifos do autor).

Seguindo em sua explanagiao, Kowa mostrou como efetuar este
célculo quando se trata de trés equagdes, como:

C+Bx+ Ax*=0 (8)

F+Ex+Dx*=0
I+Hx+Gx*=0
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Ele registrou-o por meio dos diagramas:

I F C
E
G D A

Produto de CEG, se
Produto de FHA, se
Produtoce IBD, se

Produo de CHD, koku
Produto deFBG, koku
Produto de IEA,  koku

Figura 2 — Sistema com trés equagdes

Nesse registro, Kowa indicou os produtos sez ou positivos: CEG,
FHA e IBD, e os produtos kokx ou negativos: CHD, FBG e IEA, despre-
zando outros produtos, segundo Mikami (ibid., p.196). E de se destacar o
fato da aproximacao desse processo desenvolvido por Kowa, em 1683,
com o processo utilizado atualmente, denominado “método de Sarrus”,
para calcular o valor do determinante de uma matriz de ordem trés.

Com o objetivo de tornar mais claro o entendimento do processo
desenvolvido por Kowa, relembramos que ao se trabalhar com duas equa-
¢oes que apresentam um mesmo valor desconhecido, lida-se de fato com
uma equacao e com uma (equagao) multipla sua, por exemplo:

Xx—=3=0 e 2x—-6=0 ©)

O mesmo aplica-se ao trabalho com as trés equacdes do segundo
grau, ou seja, Kowa desenvolve uma simplificacio que implica a combi-
nagio dos elementos de uma determinada equagio com os elementos de
outras duas, multiplas desta, de tal modo que os fatores da combinacido
acabam sendo eliminados.
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Kowa continua sua explanacio, estendendo esse trabalho para qua-
tro equacdes do terceiro grau, nas quais podemos observar a mudanga na
notacdo dos coeficientes das equagdes:

A4+Aax+A2x2+Alx3=O

B4+B3X +B2X2+B1X3=0

(10)

C4+C3X +C2x2+Clx3=O
D,+ D, x +D2x2+Dlx3=0

Kowa disp0s tais equagbes como na primeira coluna da figura 3.
Jé no diagrama da segunda coluna da mesma figura, Kowa apresentou a
uma multiplica¢do shzjo um tanto quanto diferente das anteriores, alter-
nando os produtos se7 e kokz numa mesma diregao; observe:

D, c, B, A,
D3 c3 B3 A3
DZ CZ BZ AZ
Dl cl Bl A 1

K s K s
e 3

QH%X% s

q,%gé

O,"l “\O\‘-------gl ------------

k s k s

Figura 3 — Sistema com quatro equagoes

Desse shajo, segundo Mikami (ibid., p. 197), resultam os produtos:

A,B,C,D,
A,D,B,C,
AD.C,B,
A,C,D,B,
A,B,D,C,
A,CB,D,

B,C,D,A,
B,A,C,D,
B,A,D,C,
B,D.A,C,
B,C,A,D,,
B,D,C,A,

C,D,A,B,
C,B,D,A,
C,B,A,D,
C,A,B,D,
C,D,B,A,
C,A,D,B,

D,A,B,C,
D,C,A,B,
D,C,B,A,
D,B,C,A,
D,A,C,B,
D,B,A,C,.

Figura 4 — Produtos resultantes do calculo com quatro equagdes

Os produtos que estdo em itdlico e negrito sao frutos da multipli-
cagdo koku, sendo que os outros vém da multiplicacio se7. Entretanto,
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Mikami (ibid.) destaca a existéncia de produtos, na figura 4, que nio sdo
oriundos da operagao realizada com os diagramas das figuras 3; todavia,
sao considerados por Kowa. Nota-se entdo, que ele apresenta, a partir
dessa quantidade de equagdes, uma nova operagio, denominada koshiki,
e sobre a qual fez uma breve declarag@o, mas suficiente para reconhecer a
natureza do procedimento:

O koshiki ou permuta de equagies. No caso da recolocagao de quatro
equagdes derivadas de trés; no caso de cinco equacdes derivadas
de quatro; e assim por diante. Para a substituicao de duas ou trés
equagdes nenhum koshiki ou permuta é necessario. Ordens regu-
lares e inversas (jun e gyaku) sao sucessivamente aumentadas de
1, e entdo temos a proxima ordem. Para um nimero impar de
colocagido de equacdes todas sdo regulares; para um nimero par,
o regular e o inverso vém alternadamente. (Kowa apud Mikami,
ibid., p.198, grifos do autor)

Esta declaracao vem acompanhada das tdbuas contidas na figura 5,
sendo que a leitura das mesmas deve ser realizada da direita para a esquerda.

r o r o

°© o o© 43 ]2]1

3 2 1 2 4 3 1

Trés equacles 3 2 4 1

Quatro equacdes
413|5(2(1 3|15|14(|2(1 5141321
3|14|12|5(1 513241 41512 (3|1
5|12|14|3(1 412(3|5]|1 3(2|5(|4(1
2|15|13(|4(1 2|14|15(13(1 213[4|5]|1

Cinco equages

Figura 5 — Operagao koshiki para trés, quatro e cinco equagdes

Analisando o koshiki deixado por Kowa para quatro equagoes, per-
cebe-se claramente que ele realiza uma permuta entre as posi¢des 2, 3, 4
deixando fixa a Gltima, de valor 1; entretanto, ele nao coloca todas as
permutagdes possiveis, pois seriam seis no total:

4321 3421 4231

11
2341 2431 3241
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Acontece, que quando realizado o shajo, ou seja, a multiplicacao
cruzada com as quatro equacdes nestas seis posicdes, percebe-se que o
resultado obtido da posi¢do 4 3 2 1 é similar ao resultado obtido na posi-
¢30 2 3 4 1; 0 mesmo ocorre com as posicoes 342 1e243 1; e, com as
posicdes 423 1e3241.

Trocando os ndmeros 1, 2, 3 e 4 das tdbuas pelas letras A, B, C e
D, respectivamente, e completando essas trés disposi¢des de modo que
seja possivel efetuar o shajo, temos:

B4 D4 C4 A4
By D, Ca As
B, D, Cz A,
Bl Dl Cl Al

Figura 6 — Extensao da operagao koshiki de quatro equacdes

Juntando os produtos oriundos da multiplicacao cruzada destas
trés disposicdes, encontra-se, finalmente, os produtos dispostos na figura
4. A disposigao apresentada por Kowa tanto na operagao koshiki quanto
na operacao shajo, em forma de diagramas e principalmente de tabelas,
remete-nos a uma analogia com o que conhecemos atualmente como
Quadrado Mdgico, como veremos a seguir.

Note-se que a tabela de quatro equagdes do &oshiki possui forma
retangular; no entanto, se desconsiderarmos a tltima coluna da unidade,
teremos um quadrado no qual a soma dos elementos de cada linha e de
cada coluna dard o mesmo valor, ou seja, nove.

413121
4131
312141

Figura 7 — Permutacio de elementos

E plausivel pensar que Kowa, quando desenvolveu a operacao shajo,
a qual conhecemos atualmente pelo nome de “método de Sarrus” (com as
devidas alteracdes), tenha se inspirado no trabalho realizado com Qua-
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drados Mégicos®. De acordo com Cajori (1991, p.80), Kowa deu conti-
nuidade ao trabalho desenvolvido por seus predecessores, sistematizando
uma regra para escrever quadrados mégicos abaixo de (2n+1)* células, e
em casos de grande dificuldade de resolugao, ele foi o primeiro a dar uma
regra para construir quadrados magicos de 42 células, de 4(n+1)* células
e de 16n? células.

Com relag@o aos sinais empregados no processo, somente apds a
determinagdo dos produtos se7 e o koku é que eles devem ser considerados
e de acordo com as circunstincias. Enquanto a multiplicacdo sez conserva
os sinais de seus produtos, a kokx inverte todos os seus. Assim, obtém-se
a eliminagao desejada que conduz a uma equacio que ndo contém valor(es)
desconhecido(s) Mikami, 1913, p.199).

Embora Kowa tenha concebido esse procedimento com um obje-
tivo inicial diferente do método utilizado atualmente sistematizado pelo
francés Pierre Frederic Sarrus (1798-1861), é inegavel o fato de que po-
demos estabelecer uma certa analogia entre estes dois processos. Nota-se,
também, que Kowa chega a extrapolar o método difundido por Sarrus,
mostrando de maneira pritica como calcular, em termos atuais, o
Determinante de uma matriz de ordem quatro. Segundo Cajori (1991,
p. 80), além de Kowa ter desenvolvido um método geral para lidar com »
equacdes, ele também sabia que um Determinante de ordem 7, quando
desenvolvido, tinha ! termos, e que linhas e colunas eram permutaveis.

Nesta andlise, nao pretendemos verificar se os processos utilizados
atualmente, como o método de Sarrus para Calculo de Determinantes,
reconhecem no trabalho de Kowa sua origem, tendo em vista que essa
constatac¢do exigiria cuidadosa averigua¢ao na producao cientifica desse
autor francés. Nossa investigacdo refere-se a andlise do trabalho desse
matematico japonés e a constatacao de que o processo desenvolvido por
ele assemelha-se ao processo sistematizado no Ocidente, aproximadamente
um século e meio depois.

Assim, mediante a andlise que realizamos no artigo de Mikami,
concluimos que Kowa parece ter usado o conhecimento a respeito dos
Quadrados Mégicos para sistematizar sua operacao shajo e utilizado a

3 Os Quadrados Mégicos vém sendo estudados no Oriente desde 2.200 a.C. Tais qua-
drados compreendem uma disposicao de niumeros em colunas e linhas, sendo o nd-
mero de colunas igual ao nimero de linhas, de modo que a soma de cada linha ou de
cada coluna, ou mesmo das diagonais, resulta num mesmo valor, observando que no
quadrado nao hé repeti¢io de numerais.
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Anilise Combinatéria — especialmente a Permutagio — para sistematizar
a operacao koshiki. Desse modo, ressaltamos a importancia da preexisténcia
de elaboracBes matematicas no auxilio do desenvolvimento de novas
idéias e resolucao de problemas, cujos resultados servirdo para outras ain-
da, como numa espiral criativa, favorecendo assim cada vez mais a cons-
trugao do conhecimento cientifico.

Queremos ressaltar que no trabalho desenvolvido por Kowa reco-
nhecemos como elementos tedricos conceituais inovadores a criagdo de
uma opera¢do matemdtica que elimina valores desconhecidos de um sis-
tema de equagdes (atualmente empregada para encontrar valores desco-
nhecidos de um sistema de equagoes, além de apresentar outras finalida-
des também) e a utilizacio dos Quadrados Magicos e da Anilise
Combinatéria na estrutura do processo da criagiao da operagio.

No Ocidente, o primeiro registro de um método similar ao utiliza-
do atualmente na Teoria de Determinantes, foi encontrado no trabalho
desenvolvido por Gottfried Wilhelm Leibniz, o qual abordaremos a
seguir.

Gottfried Wilhelm Leibniz

Assim como Kowa, Leibniz também consegue vislumbrar a idéia
fundamental da operacdao dos Determinantes a partir de operacdes reali-
zadas com equagdes algébricas, no ano de 1693, ou seja, dez anos depois.

De acordo com Smith (1929, p.267), Leibniz enviou duas cartas a
L’Hospital tratando desse assunto. A primeira, datada de 28 de abril de
1693, foi publicada pela primeira vez no Leibnizens Mathematische Schriften,
editado por Von C. I. Gerhardt, 1 e. Abth., Band II, pp. 238-240, na
cidade de Berlim, no ano de 1850. J4 a segunda foi publicada pela pri-
meira vez no ano de 1863, num volume subseqiiente do trabalho
supracitado, ou seja, na 2 e. Abth, Band III, pp. 5-6, em Halle.

Primeira correspondéncia

Em sua primeira correspondéncia, Leibniz fez um comentario so-
bre a dificuldade que o marqués de L'Hospital manifestou em utilizar
nameros em vez de letras, ao trabalhar com generalizagbes, argumentan-
do que existem até algumas vantagens na utilizacio dos nimeros. Ele
comentou que ao realizar uma generalizacao, é possivel utilizar nimeros,
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como 2 ou 5, em vez de letras # ou b, desde que eles nfo sejam compreen-
didos como nimeros que integram a operagdo, ou seja, a operacao 2.5
nao representa 10, mas sim indica simplesmente 2.5, como se fossem .5.

Leibniz usava com freqiéncia nimeros em lugar de letras, princi-
palmente em célculos longos e dificeis, pois achava mais conveniente con-
ferir os célculos deste modo, além de parecer-lhe mais vantajoso para
uma analise das operacoes. Leibniz, inclusive, relata no primeiro paragra-
fo dessa correspondéncia que a utiliza¢ao dos nimeros abre caminho para
a descoberta extraordindria da relagdo entre a magnitude e a sua repre-
sentacao.

Na tentativa de esclarecer melhor sua idéia, Leibniz utiliza o exem-
plo de um sistema composto por trés equagdes lineares e dois valores
“desconhecidos”, identificados atualmente como incégnitas (Leibniz apud
Smith, 1929, p. 268).

10+ 11x + 12y = 0
20 4+ 21x + 22y = 0 (12)
30 + 31x + 32y = 0

Com o objetivo de encontrar uma lei geral que lhe permitisse eli-
minar os desconhecidos, ele explica que esses nimeros siao na verdade
“falsos nimeros” de dois digitos, sendo que o primeiro deles informa a
equagdo e o segundo informa a letra da qual faz parte. Veja que Leibniz
expoe a versatilidade do uso dessa sua notagao.

O matemdtico comenta também que, realizando os calculos ne-
cessarios para a eliminagdo dos desconhecidos, é possivel perceber certa
harmonia nos elementos resultantes: “Assim, levando a cabo o calculo,
nds encontramos uma harmonia que ndo s6 serve como uma prova mas
até mesmo nos faz suspeitar, a primeira vista, de algumas regras ou
teoremas” (ibid., 1929, p. 268).

Ele justifica essa interpretagao mostrando o resultado da elimina-
¢ao do desconhecido y da primeira e da segunda equagio, e posteriormen-
te com a primeira e a terceira equagao:

10.22+11.22x =0 10.32+11.32x =0
-12.20+12.21x=0 —12.30+12.31x=0

(13)
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Leibniz manifesta uma busca continua por regularidades, argu-
mentando que é facil perceber que as duas “resultantes”® expostas em
(13) diferem num tnico aspecto, ou seja, na segunda resultante é possivel
notar que o termo “3” ocupa o lugar do termo “2” na primeira resultante.

10.22+11.22x =0 10.32+11.32x =0

(14)
-12.20+12.21x =0 -12.30+12.31x =0

Outro fator que ele ressalta é que, em ambas resultantes, os pri-
meiros “nimeros” sao semelhantes:

22+11.22x=0 32+11.32x=0

122041221 =0 _12.30+12.31x =0 (15)

Por dltimo, Leibniz chama a atengéo para o fato de que os “niime-
ros” posteriores apresentam a mesma soma:

10.22411.22x =0 10.37411.32x =0 (16)
—12.20+12.21x =0 —12.30+12.31x=0
1 1

Prosseguindo com sua operacao, Leibniz elimina o desconhecido x
das resultantes em (13), realizando as simplificacbes necessirias e che-
gando ao resultado:

10.21.32+11.22.30+12.20.31 = 10.22.31+11.20.32+12.21.30  (17)

Essa notago foi utilizada por Thomas Muir em suas notas. Ja
Smith apresenta uma notagao diferente em seu Source Book in Mathematics

(1929, p. 269):

102132 102231
123, = 123, (18)
122031 122130

Com tal resultado, Leibniz comenta que, apés um longo processo,
chega-se ao resultado esperado, livre dos desconhecidos e que “leva sua

4 Tomamos aqui a liberdade de utilizar o termo “resultante” e nao o termo “equagio”
como usou Leibniz (Smith, 1929, p. 268), pois entendemos que em (13) ha duas
resultantes de operagdes efetuadas com equagdes do 1° grau.
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propria prova junto consigo, da harmonia observavel” (ibid., p. 269).
Comenta também que seria um tanto quanto dificil atingir este resultado
utilizando letras como 4, 4 e ¢, principalmente se houvesse um grande
namero de letras e de equacdes.

Nesse paragrafo acima, é possivel notar que, pela segunda vez em
sua carta, Leibniz faz referéncia ao termo “harmonia”. Esse é um termo
caracteristico de sua obra, pois sua visao de mundo é fundamentada em
uma concepgao filoséfica que admitia a possibilidade de existéncia de
diversos mundos. Porém Deus, ao conceber o nosso, teria escolhido de
todos os mundos possiveis o mais harmonioso, que acolhesse as combina-
¢oes perfeitas. Tal concepciao pode ser constatada na dissertagio Sobre @
Arte Combinatiria, publicada em 1666, na qual vinculava a Filosofia a
Matematica.

Ainda nessa primeira correspondéncia, Leibniz chega a enunciar
um teorema geral (grifo do autor), para qualquer nimero de desconhecidos
e de equagdes simples, sugerindo que essa busca por coeficientes livres de
incégnitas pode ocorrer em outras situagdes:

Dado qualquer ntimero de equagdes que é suficiente para elimi-
nar as quantidades desconhecidas que ndo excedem o primeiro
grau:- para a equagao final serdo levadas, primeiramente, todas
as possiveis combinacdes de coeficientes, no qual um coeficiente
somente de cada equacdo entra; num segundo momento, depois
que essas combinagdes sao colocadas no mesmo lado da equacao
final, apresentam sinais diferentes se eles tiverem muitos fatores
semelhantes como ¢ indicado pelo nimero que é subtraido antes
que o numero de quantidades desconhecidas: o resto tem o mes-
mo sinal. (Ibid., p. 269)

Leibniz enuncia esse teorema fundamentado no resultado obtido
em (17), e ndo no processo que ele realiza até chegar a esse resultado. E
possivel perceber também que o teorema apresenta-se um tanto quanto
confuso, principalmente com relacdo aos sinais. Tal fato, provavelmente
o tenha levado a escrever uma segunda correspondéncia para L'Hospital,
com o intuito de esclarecer melhor seu teorema geral, dando-lhe uma
explica¢ao plausivel.
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Segunda correspondéncia

correspondéncia, na segunda carta ele enuncia separadamente a regra
para eliminar o desconhecido, e a lei para os sinais. Portanto, reforca o
teorema deduzido na primeira carta, e o deixa mais evidente, colocando

Embora Leibniz tenha enunciado um teorema geral em sua primeira

inclusive um exemplo.

gra para eliminar os desconhecidos de qualquer sistema composto por
equagodes do primeiro grau, desde que a quantidade de equagdes exceda
em #m o namero de desconhecidos, por exemplo, trés equacdes com dois

Leibniz comunica a L'Hospital, o fato de ter encontrado uma re-

desconhecidos (ibid., p. 269).

122

Regra:- Faca todas as possiveis combinacoes dos coeficientes das
letras, de tal modo que mais de um coeficiente do mesmo desco-
nhecido e da mesma equacdo nunca apareca junto (isto é, na
mesma combinagdo). Estas combinagdes sdao colocadas juntas,
sendo que seus sinais serdo estabelecidos conforme a norma que
logo sera dada, e o conjunto de resultado igual a zero daré toda
uma equagdo livre de desconhecidos. (Ibid., p. 269)

Lei dos sinais:- Para uma das combinacdes um sinal sera arbitra-
riamente designado, e as outras combina¢des que diferem desta
primeira com respeito a dois, quatro, seis, etc., fatores levarao o
sinal oposto: esses que diferem daqueles com respeito a trés, cin-
co, sete, etc, fatores claro que levarao seu préprio sinal. (Ibid.,
p. 270)

Por exemplo, permita

10+11x+12y=0, 20+21x+22y=0, 30+31x+32y=0; (19)

este resultara

+10.21.32-10.22.31-11.20.32 _

+11.22.30+12.20.31-12.21.30 (20)

Eu também considero como coeficientes esses fatores que nao
pertencem a quaisquer desconhecidos, como 10, 20, 30. (Ibid.)

Em fungo da andlise realizada, ndo temos divida da contribuigio
de Leibniz para a Algebra. Essa afirmacao é corroborada por Smith (1929,
p- 267), que na primeira correspondéncia ressalta o fato de esse matemd-
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tico introduzir uma nova notaciao numérica; ao nosso ver, essa afirmagao
pode ser constatada em (20). A outra contribuigo refere-se ao estabeleci-
mento de uma regra para escrever a resultante de um conjunto de equa-
¢oes lineares, livre dos desconhecidos, exposta no final da segunda corres-
pondéncia. Ressaltamos também a existéncia de uma /ez dos sinais (grifo
nosso) para as combinagdes resultantes da regra.

Queremos destacar, além dessas, uma terceira contribui¢do desse
trabalho, no que diz respeito ao estabelecimento que Leibniz faz da rela-
¢ao entre a Andlise Combinatéria e os Sistemas Lineares, até entido
inexistente. Essa relacdo fica evidente principalmente quando Leibniz
comeca a enunciar a regra, no final de sua segunda correspondéncia “Faca
todas as possiveis combinagoes dos coeficientes das letras, de tal modo
que mais de um coeficiente do mesmo desconhecido e da mesma equacio
nunca se aparega junto [...}". Nesta passagem, € nitida a necessidade da
utiliza¢do de um outro conhecimento matemdtico, no caso a Anilise
Combinatéria, para a sistematizagdo de seu teorema.

Com relagdo aos elementos tedricos conceituais inovadores do tra-
balho desenvolvido por Leibniz, o que se destaca é a criagio de uma ope-
ragdo matemdtica que elimina valores desconhecidos de um sistema de
equagdes e o reconhecimento da utilizagao da Andlise Combinatéria na
estrutura do processo da criacdo de tal operacio.

Educacao Matematica e o enfoque historico-filosofico

Nossa intencio é buscar metodologias e estratégias alternativas
para trabalhar conteddos em sala de aula capazes de motivar os alunos,
envolvendo-os em um clima propicio para a aprendizagem do assunto
matematico; de oferecer condicbes de respostas a questionamentos de
como, onde, por que e quando o assunto estudado estruturou-se; e de enten-
der o grau de importancia de tal assunto no mundo contemporineo e no
ambito escolar.

Muitas dessas indaga¢des permanecem no cotidiano das salas de
aula. Provavelmente, tal situagdao exista em virtude do predominio da
concepgao formalista, que enfatiza a estrutura e a organizacio légica dos
assuntos estudados, nio oferecendo oportunidade para uma reflexio cri-
tica e uma andlise contextualizada historicamente.

Em consequéncia da influéncia de tal concep¢io, grande parte dos
livros didaticos aborda inicialmente o contetido de Matrizes, em seguida
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Determinantes, e por Gltimo apresentam os Sistemas de Equacdes Linea-
res. Entretanto, como pudemos constatar na investigacdo histérico-filo-
sofica apresentada, a humanidade, na tentativa de solucionar determina-
dos problemas que envolviam Sistemas de Equagdes, desenvolveu gene-
ralizacGes e métodos para resolvé-los, os quais, posteriormente, solidifica-
ram-se como teorias matematicas, das quais destacamos os Determinantes
e as Matrizes.

Acreditamos que os motivos que levaram alguns matematicos do
passado a desenvolverem estudos também possam motivar os educandos
atualmente. O acesso a investigacao histérica permite conhecer filoséfica
e conceitualmente alguns assuntos matematicos, tais como o seu
surgimento e desenvolvimento, o processo de sua sistematiza¢do, seu(s)
criador(es), entre outros aspectos.

A reflexdo, do ponto de vista filos6fico, sobre tal investigagdo per-
mite a andlise critica, tanto por parte do educador, quanto do educando.
Entender por que determinado matemadtico desenvolveu uma teoria e
séculos depois essa mesma teoria contribui de maneira decisiva para a
organizacao e o desenvolvimento de alguns setores da sociedade atual
parece ser um estimulo plausivel para conhecé-la histérica e filosofica-
mente.

O acesso dos educandos a investigagdo histérica dd possibilidade
de um estudo de qualidade. No entanto, a orientagdo do material é de
fundamental importéncia, o que torna indispenséavel o trabalho do pro-
fessor no sentido de instigar nos educandos a analise critica e conduzir a
reflexdo do estudo em questdo.

Mas como trabalhar a investigacdo histérico-filoséfica em sala de
aula?

Nosso objetivo ndo é reconstruir com os educandos todo o proces-
so desenvolvido pelos matemiticos no decorrer do tempo, mas sim lhes
apresentar situacoes que os instiguem a buscar um caminho que os con-
duza a solugao de questdes.

Iniciar o estudo a partir de um problema que contextualize uma
situagdo corriqueira dos alunos pode estimular a sua curiosidade, levan-
do-os a buscar uma solug@o. O enfrentamento de situagdes desse tipo tem
conduzido muitos estudiosos a produzir conhecimento matemadtico no
decorrer do tempo para a humanidade.

E possivel vislumbrar a veracidade de tal afirmacdo em uma rapi-
da investigacdo histérica, ao constatar a existéncia de problemas que
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datam de dois ou trés séculos a. C., os quais abordam questdes relaciona-
das a agricultura. Como exemplo, podemos citar alguns problemas en-
contrados em registros de origem babil6nia e chinesa.

Diversos métodos foram criados para soluciond-los, cada um apre-
sentando caracteristicas peculiares, de acordo com o conhecimento e a
habilidade de seu criador. Alguns desses métodos s@o bem praticos e,
portanto, vidveis de serem trabalhados em sala. Conhecer o desenvolvi-
mento histérico de um determinado assunto como, por exemplo, dos Sis-
temas de Equacdes Lineares, pode viabilizar a escolha diddtica de méto-
dos que melhor satisfazem aos anseios nao s6 do educador como também
dos educandos, pois a histéria é fonte de solugdes alternativas.

Tendo como objetivo, por exemplo, encontrar a solugigo de um pro-
blema que culmine num Sistema de Equagdes Lineares, o método de Com-
paracdo desenvolvido pelo indiano Brahmagupta (598 — 668) e o siste-
matizado pelo alemao Karl Friedrich Gauss (1777 — 1855), denominado
método de Eliminagao, sao métodos praticos, de ficil resolugao, e apre-
sentam processos de resolucdo parecido com métodos ja conhecidos pelos
educandos no Ensino Fundamental. Portanto, apresentam-se como mé-
todos interessantes para serem trabalhados em sala de aula.

Assim como os métodos acima citados foram criados, outros estu-
diosos com o objetivo de eliminar os valoves desconhecidos (incégnitas) de um
Sistema de Equacdes também desenvolveram métodos para tal. O pri-
meiro matematico a desenvolver esse processo, como vimos na investiga-
¢ao historica, foi Seki Kowa, seguido por Leibniz, que o fez independen-
temente.

Em ambos os casos acima citados (encontrar a solu¢io de um pro-
blema e eliminar valores desconhecidos de um sistema de equagdes), é
possivel perceber que o que impulsiona alguém a produzir um estudo é o
enfrentamento de um problema, tal como é explanado na filosofia da
ciéncia. Podemos constatar que o resgate histdrico da pesquisa é também
o resgate do fazer matemdtico, com uma explicitacio mediante a discus-
sao filosofica.

Acreditamos, assim como Laudan, que a ocorréncia do ensino e da
aprendizagem e, conseqiientemente, da evolugio da ciéncia pode se dar
pela capacidade de resolugio de problemas com os quais os educandos e
os educadores se deparam. Assim, os problemas que levaram Seki Kowa
e Leibniz a desenvolver a mesma operagio para eliminar incégnitas de
um sistema de equagdes, os quais denominaremos de problemas geradores,
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tomam lugar de destaque segundo nosso estudo, pois foi a partir do
enfrentamento deles que uma nova concepgio tedrica surgiu.

Como colocamos anteriormente, Laudan comenta que um con-
junto de idéias s6 pode ser compreendido quando permite o conhecimen-
to detalhado dos problemas aos quais ele foi dirigido (Laudan, 1977,
p- 175-176). A abordagem histérico-filoséfica permite o acesso a tal com-
preensdo, pois possibilita conhecer os problemas geradores, o contexto
histérico em que cada um estava inserido e a tradigio de pesquisa (estru-
tura tedrico-metodoldgica) a que os matematicos estavam sujeitos. Desse
modo, a abordagem defendida neste artigo contempla de maneira
satisfatéria o objetivo nio somente de Laudan, com também das autoras
proponentes.

Embora os problemas apresentem contextos diferentes, o conheci-
mento da reflexdo e da andlise que esteve presente no pensamento dos
pesquisadores ao desenvolverem seus estudos, séculos atrds, ou seja, o
conhecimento da estrutura e das articulacdes produzidas pelo pesquisa-
dor em seu estudo pode nao somente saciar a curiosidade dos educandos
como também ajuda-los a aprender sobre o que existe, como existe, por-
que existe.

Esse aspecto filos6fico, tdo ausente das salas de aula atualmente,
pode fundamentar o trabalho desenvolvido pelos educadores. Tal enfoque
filosofico apresenta-se como essencial na estrutura de qualquer atividade
produzida, pois leva a reflexdes tais como: Como agir em determinada
situacao? Como analisar os dados disponiveis? Alguém ja se deparou com
uma situacio parecida como esta? Em caso afirmativo, como resolveram
a questdao? H4 uma solucdo mais pratica atualmente para soluciond-la?

E interessante notar que o fio condutor de tais reflexdes comeca a
ser tecido pelo educador, entdo, é de fundamental importincia que ele
realize questionamentos como esses. Tal caracteriza¢do pode causar ini-
cialmente uma certa inseguranga; porém, é no surgimento de questdes
como essas e de reflexdes oriundas desse tipo de trabalho que reside a
dindmica do trabalho educacional.

Na investigacao histérica desenvolvida no item anterior é possivel
notar que Seki Kowa, envolvido com um problema geométrico e com o
intuito de soluciond-lo, se deparou com uma série de sistemas de equa-
¢Oes e, conseqientemente, com um novo problema: Como simplificar
tais sistemas? Com tal dificuldade o pesquisador, que havia desenvolvido
na mesma época estudos sobre Quadrados Mégicos, os quais envolvem
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também a combinacdo de elementos, cria uma operacio que permite
eliminar os valores desconhecidos de sistemas compostos por virias
equacoes.

Ao submeter a investigacao histérica a um olhar teérico-
metodolbgico é possivel perceber que um assunto toma vérias formas até
sua sistematizacao. Em alguns momentos, o determinante, entendido
como uma operagio, foi reconhecido como uma regra (assim como Cramer
descreveu em sua Introduction a l'analyses dés lignes courbes algebriques), como
uma resultante (assim como Vandermond se referiu em sua Mémoire sur
Lelimination) e também como um método (como afirma Lima em sua obra
Algebra Linear ou Boldrini et alii em sua obra cujo titulo também é Alge-
bra Linear) utilizado ndo s para resolver sistemas de equagdes como tam-
bém para calcular 4reas, volumes, entre outros.

Em fungio das variadas formas que um assunto toma a partir de
sua criacdo, a andlise ontoldgica e epistemoldgica é fundamental para sua
sistematizago enquanto teoria matemdtica. Dai a importincia do co-
nhecimento da estrutura e da analise das articulagdes estabelecidas para a
constituicio do tema estudado.

Conhecendo o trabalho produzido por Kowa, percebe-se que o
mesmo encontra-se estruturado em trés assuntos e que a articulacio en-
tre eles, estabelecida pelo matematico, é que resultou na operacio que
mais tarde tornou-se conhecida como Determinante.

Andlise
Combina éria

Problema
gerador

Sstemade Quadrados
Equacdes Magicos

Esquema 1 — Estrutura do trabalho produzido por Seki Kowa
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No esquema acima, o problema gerador envolve um assunto da
Geometria Espacial. Ao tentar encontrar o lado superior de uma pirdmi-
de truncada de base quadrada, Kowa se depara com uma série de siste-
mas de equagdes. Tais sistemas sao compostos por vérias equagdes com 0
mesmo grau, porém, esses sistemas apresentam graus variados. Ao se
deparar com diversos sistemas de equacdes, ele procurou simplificd-los ao
mdximo para conseguir resolver seu problema inicial.

Como comentamos anteriormente na investigacao histérica, Kowa
havia desenvolvido estudos relacionados com Quadrados Mdgicos, inclu-
sive produzindo generalizagbes para determinados tipos de quadrados.
Podemos constatar que no préprio trabalho com os quadrados é exigida,
mesmo que de maneira intuitiva, a habilidade para combinar elementos
que estdo envolvidos num determinado somatério.

A analise combinatdria se faz fortemente presente na obra do ma-
temdtico, principalmente na operagdo koshiki, em que ele realiza a per-
mutacao de equagdes.

Portanto, a articulacdao dos assuntos conhecidos atualmente como
Quadrados Magicos, Analise Combinatéria e Sistemas de Equagoes re-
sultou na operacio que conhecemos hoje como Determinante. Eviden-
cia-se, assim, como uma andlise tedrico-conceitual (filos6fica) dos ele-
mentos colhidos na histéria é essencial para a explicitacdo de conheci-
mentos tacitos que se fazem presentes na estruturacdo e na articulagao de
um conhecimento.

Processo semelhante percebe-se na anélise do trabalho de-
senvolvido por Leibniz, porém este o estruturou com nimero menor de
assuntos, o que gerou uma quantidade menor de articulacdes, mas ndo
menos importante.

Problema
gerador

Sistemas de
Equacdes Lineares

Andlise
Combinat 6ria

Solugéo do
_Problema

Esquema 2 — Estrutura do trabalho produzido por Leibniz
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No caso de Leibniz, o problema gerador é a necessidade de mos-
trar a versatilidade da utilizacio da notacdo numérica sobre a algébrica.
Ao tentar convencer um amigo, também matemadtico, Leibniz lanca mao
de um exemplo, e para tal, toma um sistema composto por trés equacdes
lineares.

Como vimos na investigacio histérica, Leibniz tinha uma concep-
¢do filoséfica de mundo que envolvia a Analise Combinatéria. A seu ver,
tudo no mundo é composto pela combinagao de determinados elementos
e Deus, ao crid-lo, o fez com as combinagdes mais perfeitas.

A idéia da combinagao de fatores, como podemos ressaltar, se faz
presente no trabalho do matematico. Leibniz aliou essa idéia a sua habi-
lidade com célculos e dai produziu uma regra para eliminar valores des-
conhecidos de um sistema de equagdes lineares, ressaltando nela a combi-
nagao dos fatores envolvidos no sistema e nao o célculo desenvolvido para
atingi-la.

Pode-se observar que Leibniz realiza calculos para eliminar as in-
cbgnitas, deixando registrado o inicio destes e, posteriormente, funda-
mentado no resultado alcancado, ele enuncia sua regra articulando-a com
a Andélise Combinatéria. Ele, também, consegue detectar a presenga da
combinatéria universal em sua atividade, porém encontra dificuldade em
utilizd-la diretamente para alcancar seus resultados.

Como pudemos notar na anlise da producao de Kowa e de Leibniz,
conhecer as estruturas de um determinado assunto oportuniza o
surgimento de importantes reflexdes, como: serd que toda produgao cien-
tifica se dd por meio do estabelecimento de articulacdes? O conhecimen-
to de diversos assuntos dd ao pesquisador uma oportunidade maior de
desenvolver um trabalho nio-convencional? Conhecer diversos assuntos
garante, ao pesquisador, a produg¢io de um trabalho diferenciado, consis-
tente e coeso? A habilidade de estabelecer articulagoes favorece a criacio
e o desenvolvimento de tal trabalho?

Tais reflexdes no Ambito educacional podem exprimir com clareza,
a todos os envolvido no processo, que o fato de conhecer diversos estudos
que resultaram na producio cientifica atual e, principalmente, de saber
estruturd-los e articuld-los, tem permitido a humanidade avancar e evo-
luir cientificamente.

O conhecimento da estrutura de uma producao cientifica como a
de Leibniz ou de Kowa é de grande importincia para qualquer pesquisa-
dor ou educador; contudo, ha que se refletir sobre a importincia de ensind-
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la. Se o objetivo de um educador é centrado somente em como realizar a
operagao de determinante ou resolver um sistema de equagdes lineares,
por exemplo, ndo vemos necessidade de trabalhar tal estrutura.

No entanto, se o objetivo for o desenvolvimento de um trabalho
mais amplo, que envolva o reconhecimento da importancia da criagiao do
assunto estudado ou de qualquer outro para a evolu¢iao da humanidade;
mostrar como é possivel interpretar e intervir em situagdes reais utilizan-
do a Matemitica e ressaltar a importincia de conhecer a histéria e a filo-
sofia da Matematica, evidenciando a contribui¢ao da criagdo de conheci-
mentos matematicos para a evolu¢ao da sociedade, entendemos que a
apreensao da estrutura dos contetidos estudados (nos exemplares histéri-
cos), assim como da articula¢ao entre eles, é de grande importancia, pois
atua como uma concretizacao da meta que o educador pretende alcangar.

Comentarios finais

Nesta investigacao pudemos perceber que a reconstrucio hist6ri-
co-filosofica possibilita uma aproximacio entre o ato criativo de um co-
nhecimento cientifico e o educando por meio do estudo de problemas
envolvidos no ensino e na aprendizagem. Essa aproximagdo dé-se princi-
palmente pela andlise critica do processo desenvolvido, tanto em relagdo
a estrutura do conhecimento sistematizado, como em rela¢ao as articula-
¢Oes existentes no processo cognitivo, realizada no contexto histérico em
que o conhecimento foi concebido. Esse fator influencia diretamente a
capacidade de resolver um problema, sendo este, de acordo com Laudan,
0 objetivo essencial da ciéncia.

Embora o conhecimento matemético denominado Determinante
tenha sido sistematizado posteriormente a sua cria¢ao e utilizado nos dias
atuais com objetivos diferentes do originalmente apresentado pelos ma-
temdticos analisados neste estudo, podemos afirmar que a Anilise
Combinatéria, considerada por nés como elemento fundamental da teo-
ria analisada, permeia e sustenta o método utilizado no célculo dos
Determinantes.

Ao realizar uma anélise comparativa entre o trabalho desenvolvido
por Seki Kowa e Leibniz, verificamos que o problema gerador do primeiro
trata da resolucio de um problema geométrico, enquanto que a problemd-
tica do segundo matemdtico refere-se a apresenta¢do da versatilidade do
uso da notagdo numérica sobre a algébrica. Ambos depararam-se com
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sistemas compostos por equacdes em seus estudos e estabelecem o mes-
mo objetivo, ou seja, eliminar valores desconbecidos das equagcies que integram
05 sistemas.

A partir dai, os dois matematicos desenvolvem uma operagio que
satisfaz tal objetivo, sendo que o primeiro produz sua operacio articulan-
do os assuntos de Analise Combinatéria e Quadrados Magicos e, o segun-
do cria sua operaciao fundamentada somente no assunto de Analise
Combinatéria. O conhecimento desses estudos fortalece o trabalho edu-
cacional, tanto no processo de ensino quanto de aprendizagem, enrique-
cendo, assim, a Educa¢ao Matemdtica.

Esse carater dinimico proporcionado pela reconstrucao histérico-
filoséfica permitiu, portanto, o acesso a andlise das estruturas e das arti-
culagdes dos processos desenvolvidos por Seki Kowa e Leibniz, tornando
possivel perceber como e o gué levou esses matemdticos, praticamente na
mesma época, a desenvolverem a génese do pensamento que fundamenta
a teoria conhecida atualmente como Teoria dos Determinantes.

O mundo contemporineo tem exigido cidadaos cada vez mais ca-
pacitados, que possuam uma visdo global e que sejam capazes de analisar
seus problemas, de refletir sobre a estratégia mais adequada e de argu-
mentar criticamente sobre as decisdes a serem tomadas, pois podem afe-
tar direta ou indiretamente ndo s6 a comunidade em que estdo inseridos,
mas a todo o planeta.

O resgate histérico, quando realizado com enfoque filoséfico, pro-
picia a ampliag@o de tal visao, pois, conhecendo como e por que determi-
nados povos em determinadas épocas resolveram seus problemas, pode-
se compreender que é intrinseco a capacidade humana superar os proble-
mas e os desafios que lhes sdo impostos; todavia, dependendo da maneira
como so abordados, suas solugdes podem ser obtidas rapidamente ou
demorar séculos para serem alcancadas.

Concordamos com os autores pesquisados neste trabalho, que sus-
tentam que uma abordagem histérica feita de maneira apropriada pode
contribuir para que ocorra uma melhora no ensino; contudo, acreditamos
que tal abordagem aliada a filoséfica, ou seja, uma abordagem histérico-
filoséfica pode contribuir ainda mais para o alcance de um resultado po-
sitivo ndo s6 no ensino, como também na aprendizagem.

Procuramos, ao longo das paginas de nossa pesquisa, mostrar que
essa abordagem pode ser considerada tanto um campo de investigagio
tedrica como uma opgao metodoldgica da qual a area educacional, princi-
palmente a Educagao Matematica, pode dispor para trabalhar.
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Acreditamos que a abordagem histérico-filoséfica pode apresentar
resultados bastante satisfatérios no campo educacional se trabalhada de
maneira adequada,’ pois ela é capaz de instigar a curiosidade dos envolvi-
dos no trabalho, levando-os a conhecer aspectos pertinentes a estrutura
do assunto estudado, reconhecer as articulacdes que o mesmo estabelece
ao efetivar sua sistematizacio, funcionar como um fio condutor dos ra-
ciocinios, como um elemento na estrutura diddtica que favorece a
cognoscibilidade dos contetdos, que justifica racionalmente a coordena-
¢ao didética desses, estabelecendo-se no préprio corpo integrado das es-
truturas de ensino e, como pretendemos, de aprendizagem. Esses objeti-
vos alcancados por meio da andlise critica e reflexiva podem conduzir os
envolvidos no processo educacional a uma ampliagdo ou até mesmo a
uma mudanca de visio de mundo.
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