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Resumo

No sentido de contribuir para o entendimento dos processos de conceitualizacdo na educacéo
béasica, pretende-se nesse trabalho identificar quais elementos do campo conceitual do Teorema
de Pitagoras estiveram presentes nos processos de ensino em uma experiéncia pedagdgica, e
como as caracteristicas destes indicam caminhos de aprendizagem. A pesquisa tem uma
abordagem qualitativa com tragos de pesquisa participante. Com o referencial da Teoria dos

Campos Conceituais, atividades de ensino foram elaboradas, monitoradas e investigadas
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valendo-se da Analise de Conteddo. A analise mostrou os conceitos do campo conceitual e
levantou considerac@es acerca da estrutura de rede dos conceitos, das varias ordens e relacdes

intercomplementares entre sentido, conceito e representacdo no processo de conceitualizagéo.

Palavras-chave: Construgdo de conceitos, Tridngulo retdngulo, Teoria dos campos

conceituais, Educacéo bésica.

Abstract

To contribute to the understanding of the conceptualization processes in basic education, this
work intends to identify which elements of the Pythagorean Theorem conceptual field were
present in a pedagogical experience, and how these characteristics indicate learning paths. The
research has a qualitative approach, with features of participant research. Having the Theory
of Conceptual Fields as reference, in this study we developed, applied, monitored, and
investigated teaching activities through Content Analysis. The analysis showed the concepts of
the conceptual field and raised considerations about the network structure of the concepts, also
the various orders and intercomplementary relations between meaning, concept, and

representation in the conceptualization process.

Keywords: Concept construction, Rectangle triangle, Conceptual field theory, Basic

education.

Resumen

Con el fin de contribuir a la comprensién de los procesos de conceptualizacion en la ensefianza
primaria y secundaria, este trabajo intenta identificar qué elementos del campo conceptual del
Teorema de Pitagoras estuvieron presentes en los procesos de ensefianza en una experiencia

pedagdgica, y coOmo sus caracteristicas indican caminos de aprendizaje. La investigacion tiene
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un enfoque cualitativo con caracteristicas de investigacion participativa. Basado en la teoria de
los campos conceptuales, las actividades de ensefianza se desarrollaron, monitorearon e
investigaron utilizando el andlisis de contenido. EIl analisis mostr6 los conceptos del campo
conceptual y plante6 consideraciones sobre la estructura de red de los conceptos, de los
diversos oOrdenes y relaciones intercomplementarias entre significado, concepto y

representacion en el proceso de conceptualizacion.

Palabras clave: Construccion del concepto, Triangulo rectangulo, Teoria conceptual

del campo, Educacién basica.
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A formacao dos invariantes do campo conceitual do Teorema de Pitdgoras em uma
experiéncia de ensino na escola basica

Na préatica escolar e nos livros didaticos, em regra, o ensino do Teorema de Pitagoras
tende a limitar-se a apresentacdo da equacao, associada a um desenho do triangulo retangulo
(inclusive com o &ngulo reto sobre um dos catetos na posicao horizontal), seguida de exercicios
de determinagdo de um dos lados, dados os outros dois. Essa abordagem algoritmica, pouco
tem de investigacdo ou exploragéo das propriedades do tridngulo retangulo. E comum nesse
tipo de ensino — baseado na memorizacdo de formulas e na reproducdo de exemplos — a
ocorréncia de erros elementares e um baixo indice de aproveitamento na resolucdo de
problemas. Metodologias ativas tém sido desenvolvidas com o objetivo de criar situagdes de
ensino, nas quais o aluno possa agir e buscar o sentido e os significados dos conceitos
matematicos. Para contribuir nesse sentido, o presente artigo visa investigar, quais elementos
do campo conceitual do Teorema de Pitagoras estiveram presentes nas etapas de processos de
ensino desenvolvidas em uma experiéncia pedagdgica vivenciada na Escola Bésica e como as
caracteristicas destes indicam caminhos de aprendizagem.

Uma revisao bibliogréfica das pesquisas publicadas em periddicos e eventos nacionais,
descrita na segunda secdo, mostrou que o ensino de tridngulo retangulo tem sido investigado
sob varios enfoques, tais como: o desenvolvimento de propostas de ensino, com sequéncias
didaticas na forma de questbes geradoras envolvendo materiais concretos ou objetos virtuais;
a argumentacdo matematica como estratégia para atribuir sentidos mais precisos aos conceitos
e, com isso, reproduzir na Escola Basica a¢cdes semelhantes as do matematico profissional; a
analise da conducdo didatica dos professores; e a contextualizagdo do conhecimento
matematico de tridngulos retangulos.

Na terceira secdo, sdo descritas as principais ideias sobre a Teoria dos Campos

Conceituais (TCC) de Gerard Vergnaud, basicamente o carater dindmico e temporal da
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conceitualizacdo, a atividade do sujeito, os elementos do campo conceitual, o tripleto Sentido-
Significado-Representacdo e os esquemas.

Na quarta secdo, é descrita a metodologia da pesquisa, que se caracteriza como
qualitativa considerando os tipos de dados coletados e a forma de analisa-los, além de
apresentar tracos de pesquisa participante. Os dados foram coletados por observagdo dos
comportamentos, escritas e falas dos alunos em classe, principalmente, dos registros das
interacBes com trés alunos voluntarios em diario de bordo e fotografias. Um quadro de
categorias, elaborado com base na TCC, foi organizado para interpretar as manifestacdes dos
alunos sobre cada situagéo de ensino, detalhadas na quinta secéo, utilizando as orientagdes da
Anélise de Contetdo.

Os principais resultados obtidos foram a identificagdo dos conceitos e teoremas-em-
acdo do campo conceitual de triangulos retangulos e questdes apontadas como indicativas de
caminhos de aprendizagem em praticas pedagdgicas, tais como: o0 aparecimento dos conceitos
e teoremas-em-acdo em rede; as varias ordens e relacGes intercomplementares entre sentido,
conceito e representacdo no processo de conceitualizacdo; a dificuldade de fazer inferéncias
sem o sentido do conceito; e a necessidade de varios ciclos de situagdes para que 0s conceitos

se transformem, de fato, em conceitos-em-agao.

Experiéncias e pesquisas sobre ensino de triangulo retangulo

Os processos de ensino e aprendizagem do conceito e propriedades do triangulo
retangulo tém sido pesquisados, predominantemente, com atividades que potencializam o
esclarecimento do significado dos elementos e das operacBes l6gicas inerentes ao assunto,
mediante materiais concretos manipulaveis, programas computacionais, abordagem simbdlica
das argumentacdes e provas, além da conducdo didatica da sala de aula e da contextualizacéo.

A producdo de propostas de ensino é significativa e realizada tanto com materiais

concretos, quanto utilizando o computador. Lamas e Correia (2006) sugerem varias atividades
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experimentais para mostrar o Teorema de Pitagoras e as relagdes métricas no triangulo
retangulo, utilizando modelos concretos construidos com material emborrachado (EVA), as
quais foram aplicadas em uma classe do Ensino Fundamental, com o objetivo facilitar a
visualizagdo e o entendimento das propriedades geométricas. Na mesma direcdo, Dias e Dalcin
(2015), Vargas (2013) e Brito e Costa (2009) desenvolveram atividades para explorar a
dindmica dos recursos da tecnologia digital com o software GeoGebra.

Constatando que os livros didaticos apenas apresentam o Teorema de Pitadgoras, mas
ndo exploram aspectos matematicos — tais como a condigdo necessaria e suficiente para que
trés segmentos de reta formem um tridngulo — Almouloud e Bastian (2003) propdem uma
sequéncia didatica composta de situagbes-problema, visando proporcionar aos alunos
condicBes para melhorar a compreensdo do significado matemético do teorema e do seu uso
como ferramenta na resolucdo de problemas de Geometria. A abordagem de Gerdes (1988)
também reforca a argumentacdo matematica, ao apresentar varias formas de demonstrar o
teorema e discutir a importancia disso na formacéo escolar.

As metodologias ativas predominam nas experiéncias didaticas, justamente porque com
elas, se espera a viabilizagdo de a¢des individuais, interpessoais, dialogicas e de construgéo do
conhecimento ou até a possibilidade de criacdo de propriedades, como foi a expectativa do
trabalho de Bovo et al. (2012): “No nosso caso, tentamos fazer algo diferente, possibilitando
que os alunos vislumbrassem a matematica como um universo ‘descobrivel’ . No entanto, a
pratica dos professores, talvez pela formacao ou pelas limitacbes do ambiente escolar, nem
sempre favorece as a¢Oes de criacdo e interacdo. Ao analisar as decisdes de professores, durante

a aplicacdo de sequéncias didaticas, Olfos, Guzman e Estrela (2014) verificaram que “A gestdo
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dos professores conduz a um modelo de transmissdo de conhecimentos que dificulta o
desenvolvimento das matematicas e o protagonismo do estudante”.

Barros e Bellemain (2018) discutem a relacdo institucional (aquela oferecida pela
formacdo matematica escolar) e a relacéo pessoal (aquela aprendida na resolucdo de problemas
oriundos da prética profissional) referente a utilizacdo do Teorema de Pitdgoras em topografia,
particularmente, para justificar técnicas de construcdo de &ngulos retos em terrenos planos,
com trena e balizas.

Os esforgos para desenvolver os sentidos dos elementos dos conceitos estdo presentes
em varios trabalhos. Em Jahn e Bongiovanni (2008) o Teorema de Pitagoras foi apresentado
enfatizando a importéncia de se alternar, no ensino, os aspectos ferramenta e objeto, ou seja,
uma sequéncia de atividades com uma fase de institucionalizacdo, seguida de outra com
exercicios variados de familiarizagdo, os quais necessitam das nogOes recentemente
institucionalizadas e sua aplicagdo em novas situagdes. De maneira diferente, mas com intuito
semelhante, Pereira, Munhoz e Quartieri (2016) elaboraram atividades sobre conceitos
trigonométricos no triangulo retdngulo na linha de investigacdo matematica enquanto
metodologia de ensino. O trabalho de Assis (2016) recorre a semelhanca de triangulos e
material concreto para significar os conceitos de seno, cosseno e tangente. Santos e Santos
(2016) valeram-se da TCC para analisar os conhecimentos prévios e verificaram que a maioria
dos alunos ndo dispunha dos invariantes operatorios necessarios para iniciar o estudo de
triangulos retangulos.

O presente trabalho se enquadra na linha de investigacdo da formagédo dos conceitos
matematicos e apoia-se, tal como Santos e Santos (2016), no referencial tedrico da Teoria dos

Campos Conceituais (TCC), descrita resumidamente na proxima secao.

6 “La gestion de los profesores conduce a un modelo de transmision de conocimientos que dificultan el desarrollo
de las matematicas y el protagonismo del estudiante” (Olfos, Guzman & Estrela (2014))
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A construcédo de conceitos de acordo coma TCC

A pesquisa sobre a construcdo de conceitos € creditada ao movimento dos
construtivistas em contraste com as teorias comportamentalistas de Pavlov e Skiner’. Para
essas, 0 ser humano age fundamentalmente a partir de estimulos do meio, o que é crucial para
explicar a dindmica de treinamentos, da disciplina e do condicionamento das pessoas para
atingir determinadas metas, seja de estudo, comportamento ou producdo. Nas teorias
comportamentalistas, uma diferenca do homem em relagdo aos outros animais é que 0 homem
responde mais rapidamente aos estimulos, mesmo que alguns cachorros e golfinhos tenham
tido respostas muito competitivas com as humanas. Na educacdo, os estimulos negativos séo
0s castigos e 0s positivos sdo 0s prémios, para as respostas ndo desejadas e as desejadas,
respectivamente. Até a primeira metade do século passado, punicfes, castigos e palmatoria
eram permitidos e ainda hoje professores e competi¢es premiam seus alunos com estrelinhas,
notas, troféus e medalhas. O conhecimento € aprendido como resultado de repeticdes, processo
basicamente dependente da memoria. Os construtivistas, porém, perceberam que o homem
apresenta comportamentos que independem dos estimulos externos, que sdo resultado da
vontade pessoal, do gosto, do prazer, da vontade, tais como a realizacdo de uma obra artistica,
técnica ou ideias proprias para a solucdo de problemas. Essa concepc¢do do comportamento e
da aprendizagem teve repercussdes na escola, deslocando a tendéncia dos treinamentos — nos
quais o aluno é passivo e apenas responde a estimulos — para a atividade e o envolvimento do
aprendiz com o objeto a apreender, ou seja, a construcdo do conhecimento pelas acdes do
sujeito com o meio.

Nesse sentido, os estudos da cognicdo humana desenvolvidos por Piaget focalizaram
nas possibilidades de operacdes Idgicas em cada fase do desenvolvimento humano, além da

concepcao da aprendizagem como um processo de adaptacdo e do conceito de esquema. O

”Ivan Petrovich Pavlov (1849-1936) construiu sua teoria a partir de experiéncias com cées. Burrhus
Frederic Skinner (1904-1990) elaborou a Teoria do Reforgo.
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cognitivismo de Vigotski associou o desenvolvimento cognitivo e a linguagem, com as
interacfes do ambiente fisico, social e cultural do individuo, com significativa influéncia sobre
0 modo de pensar a didatica de sala de aula, mesmo que essa ndo tenha sido o objeto de suas
pesquisas. Por fim, a Teoria dos Campos Conceituais (TCC) de Gérard Vergnaud —
desenvolvida com forte influéncia de Piaget e Vigotski — segue a vertente construtivista, dando
atencdo aos processos de aprendizagem de conceitos matematicos e aos fendmenos de sala de
aula, motivo pelo qual foi adotada como referéncia no presente trabalho.

Alguns termos e locugfes sdao fundamentais na formulacdo da TCC, tais como:
conceitualizagdo, campo conceitual, situacdo, invariantes, representagdo simbolica, atividade,
mediagéo e esquemas.

O campo conceitual é para Vergnaud “[...] um conjunto informal e heterogéneo de
problemas, situacdes, conceitos, relagdes, estruturas, contetidos e operacdes de pensamento,
conectados uns aos outros e, provavelmente, entrelacados durante o processo de aquisi¢ao”
(Moreira, 2002, p. 8). Assim, um conceito matematico ndo esta isolado de outros — ja que
conceitos mais simples podem ser necessarios para sua construcdo — e também, para sua
assimilacdo, esta associado a situagdes reais ou imaginarias que facam sentido para o sujeito.

Na TCC um conceito em geral — como 0s conceitos de mesa, automovel, escola — e
particularmente os matematicos — como os conceitos de tridngulo, poligono, reta, nimero — é
constituido como um tripleto de trés conjuntos: o conjunto de problemas, situacdes reais ou
imaginarias cujos objetos, fatos e acfes tenham sentido para o sujeito (S); o conjunto dos
invariantes (1) ou ideias que identificam os objetos, propriedades ou rela¢Ges que viabilizam o
reconhecer, referir-se, operar, analisar ou dominar essas situa¢fes (os significados); e o
conjunto das representacdes (R) desses invariantes através de uma linguagem (0s
significantes), seja ela natural (oral, gestual, corporal) ou simbdlica (escrita, pictérica, gréafica

ou matematica), o que viabiliza o pensamento individual e o compartilhamento com os outros.
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(Moreira, 2002, p. 10 e Plaisance & Vergnaud, 2003, p.76).
A aprendizagem é um processo de adaptacdo dos conceitos a novas situagdes — portanto
um processo pelo qual ocorre 0 aumento de conhecimentos — que conforme Plaisance e

Vergnaud (2003, p. 64-65)

[...] depende de quatro grandes ideias: a atividade do sujeito que aprende, a oferta de
situacdes favoraveis ao aprendizado, a mediagdo por parte das pessoas que o rodeiam,
a utilizacdo de formas linguisticas e de formas simbdlicas para comunicar e representar.

A consideracdo da atividade do sujeito que aprende é uma das principais diferencas
entre as concepcbes comportamentalista e cognitivista da aprendizagem. A atividade supde
acOes de iniciativa do sujeito, tais como perceber o real, separar e agrupar coisas de acordo
com algum critério, ordenar, modificar o real, fazer hipdteses sobre essas modificacdes, testar,
julgar por si mesmo e resolver problemas. “Desde a mais tenra idade o bebé da prova de uma
intensa atividade perceptiva e gestual em relacdo aos objetos de seu meio ambiente; e é essa
atividade que lhe permite extrair relacGes estaveis entre as acGes e seus resultados, e entre 0s
objetos” (Plaisance & Vergnaud; 2003, p. 66). A atividade é movida por interesse, curiosidade,
objetivos e ocorre mediante esquemas que 0 sujeito elabora e executa, compostos por
elementos abstratos (regras, definicdes, conceitos, desejos, sentimentos) e reais (informacgoes
do meio obtidas pelos sentidos, acGes fisicas de tocar, mover, falar), para transitar pelos
conjuntos dos sentidos, dos invariantes e das representac@es (S-1-R), adaptando, substituindo e
lapidando os conceitos. “Na verdade, sdao os esquemas que se adaptam, isto ¢, as formas de
organizacao da atividade; estes se modificam ao enfrentar-se novas situagdes” (Vergnaud et
al., 2017, p. 18). A andlise dos esquemas desenvolvidos em uma atividade mostra o caminho
percorrido pelo sujeito para elaborar um estagio do conceito a aprender. Nas palavras de

Plaisance e Vergnaud,

O esquema é uma totalidade dindmica funcional, uma organizacdo invariante da
conduta, quanto a uma certa classe de situagdes. Essa organizacdo comporta objetivos
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e esperas, regras de acdo, tomada de informacdo e de controle, e é estruturada por

invariantes operatorios, isto é, conhecimentos adequados para selecionar a informacao

e processa-la (conceitos-em-ato e teoremas-em-ato). (Plaisance & Vergnaud, 2003, p.

66)

Diferentes tipos de esquemas sdo usados em cada situacdo: perceptivo-gestuais, para
contar objetos apontando com os dedos ou agrupando unidades; pictoricos, para desenhar um
croqui, fazer um grafico ou um diagrama; verbais, para fazer um discurso; sociais, para
seduzir outra pessoa ou gerenciar conflitos; e algoritmicos, para a execugdo de uma série de
passos para resolver um problema.

Os invariantes operatorios, por sua vez, sdo 0s conhecimentos, os conceitos contidos
nos esquemas, designados como conceitos-em-acéo e teoremas-em-agao. Os primeiros podem
ser um objeto, um predicado, ou uma categoria de pensamento tida como pertinente, relevante.
Os segundos séo proposicdes tidas como verdadeiras sobre o real, sendo que ambos podem se
manifestar pelo discurso ou pelas agdes. “Expressamos nossos conhecimentos tanto pelo que
dizemos (forma predicativa) como através do que fazemos em situa¢do (forma operatoria)”
(Vergnaud et al., 2017, p. 19).

O aspecto provisério do conceito, em estado constante de complementacdo pela

vivéncia e interacdo com 0s outros € outra caracteristica da formacéo dos conceitos, destacada

por Vergnaud.
[...] A Conceitualizagdo é, em primeiro lugar, um processo. Podemos falar da
Conceitualizacdo como resultado desse processo, mas antes de mais nada € um
processo. Comega-se bem cedo o processo de Conceitualizagdo, bem crianga ainda e
nunca jamais se termina. A gente acaba descobrindo aspectos que néo tinha previsto.
Sé nos resta trabalhar outra vez, refletir de novo, repetir, também ser ajudado, auxiliado
pelo outro. Trabalhar com o outro é importante. (Vergnaud, 2018, p.15)
A TCC, por detalhar a formacdo dos conceitos, principalmente pela ideia de campo
conceitual, composto pelos conjuntos S-I1-R e os esquemas, foi base para o planejamento das

situacdes de ensino e elaboracdo do quadro de analise das manifestacfes dos alunos, descritas

na secao seguinte.
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Descricdo do objeto e do plano de pesquisa

Uma experiéncia pedagdgica foi realizada com uma turma de 24 alunos de 9° ano, de
uma escola publica, do Municipio de Chapec6, SC. Foram ministradas 14 horas-aula de 45
minutos, distribuidas em 4 semanas. As aulas tiveram a participacdo da equipe de pesquisa,
composta pela professora (chamada neste texto de regente), do pesquisador (primeiro autor
desse trabalho) e de duas alunas do PIBID/Matematica/UFFS/2019, ambas coautoras desse
trabalho, chamadas professoras.

Os dados foram coletados por observacdo dos comportamentos, escritas e falas dos
alunos em classe, devidamente registrados em diario de bordo e fotografias. Uma breve reuniao
da equipe, apds cada encontro, viabilizou a troca de opinides sobre as manifestacdes dos alunos,
as anotacbes no diario de bordo e a definicdo sobre novas atividades, como forma de
triangulacdo da leitura do fendmeno observado. O corpus de analise é constituido,
principalmente, pelos registros das interacbes com trés alunos voluntarios referidos
anonimamente como Al, A2 e A3, conforme orientacio do Comité de Etica em Pesquisa®.
Porém, sdo relatadas também falas e acGes de toda a turma, nos momentos de sintese das
atividades, visto que tais manifestac6es influenciam também a conceitualizacdo dos trés alunos
voluntarios.

A investigacdo é de abordagem qualitativa considerando os tipos de dados coletados —
manifestacdes de alunos sobre conceitos envolvidos do campo conceitual de triangulo
retangulo — e a forma de analisa-los: analise de conteddo. A acédo da equipe junto ao grupo de
alunos, com o objetivo de transformar seus conceitos matematicos (no sentido de adaptacao de
Piaget e Vergnaud) e ainda sua forma de entender a matematica, ndo como algoritmos a

executar, mas como a arte de criar, justificar e aplicar proposi¢des, mostram alguns tracos de

8 Processo CAAE: 15208819.1.0000.5564, parecer 3.427.803 CEP/UFFS, aprovado em 01 de julho de 2019.
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pesquisa participante, j& que na educacdo esse tipo de pesquisa envolve investigacbes e

segundo Campos:

[...] pressupbe algum grau de participacdo da escola — transmissao de conhecimentos,
atitudes e habitos — e a partir dai se propde a pesquisar outras formas mais adequadas e
desejaveis de alcangar essa finalidade através de uma acdo junto aos professores ou
demais adultos que lidam com as criangas, acdo que acompanha todo o processo da
pesquisa, e faz parte integrante dele. (Campos, 1984).

Uma leitura flutuante do material (Franco, 2012, p. 54) viabilizou a elaboracdo de um
quadro de categorias (Tabela 1), aperfeicoado ao longo do exame do material coletado. Cada
registro foi interpretado, analisado e classificado cumprindo as seguintes etapas:

| — Identificacdo dos invariantes do campo conceitual Triangulo Retangulo.

Il — Localizagcdo no mapa conceitual.

Il — Identificacdo dos esquemas aplicados pelos alunos no transito entre os sentidos
dos conceitos nas situac@es (S), os significados (1) e suas representacdes simbolicas (R).

IV — Identificacdo e caracterizacdo de elementos de aprendizagem dos conceitos

trabalhados (invariantes), considerando o nivel esperado para a etapa de ensino escolar.
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Tabela 1.

Categorias de andlise

Cdédigo/Categoria Subcategorias
I A Reais
Sentidos (S) B Material didatico
C Abstratos
I A Conceitos-em-acéao
Invariantes (1) B Teoremas-em-acao
i A Gestual
Representacdo B Pictorica
simbolica (R) C Gréfica
D Linguagem natural
E Linguagem Matemdtica
v A Perceptivo-gestuais
Esquemas B Pictoricos
C Verbais
D Sociais
E Algoritmicos

As categorias |, 11 e 11l referem-se ao tripleto Sentido-Significado-Representacdo que
compdem a ideia de conceito de Vergnaud. Os sentidos dos conceitos, as ideias que o aluno ja
construiu naturalmente pela sua vivéncia na familia, na sociedade, na rua ou na escola
compdem a primeira categoria. A categoria (I-A) refere-se aos sentidos associados a0 mundo
real, tal como as coisas (automoveis, cadeiras, casas, ruas, agua,...), situacdes econémicas
(comércio, construcdo, industria, agricultura,...), situacdes sociais (relacionamentos, encontros,
dialogos, reunides, eventos,...), enfim, situacGes que ocorrem independentemente do mundo
escolar, mas que podem fazer sentido para algum conceito escolar. SituagOes de modelagem e
problemas que mencionam elementos da realidade sao exemplos de situac6es que dao sentidos
aos invariantes e que auxiliam na formacéao de alguns conceitos novos e transformacgéo dos ja
inicializados.

A categoria (1-B) refere-se as coisas e situagdes concretas criadas objetivamente com a
finalidade de ensinar o contetdo escolar, tais como os classicos materiais didaticos de
laboratorios de Educagdo Matematica. Esses objetos ndo precisam ter sentidos externos a eles
mesmos. Um Geoplano no tem sentido fora da escola. E apenas um material didatico cujo

sentido € restrito ao que se observa. Por exemplo, entende-se por um quadrado de lado duas
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unidades, a regido limitada por um atilho colocado, de modo que, partindo de um prego, a cada
duas unidades, seja feito um giro de noventa graus. Os pregos, a madeira e o atilho séo objetos
reais, aos quais pode-se atribuir um sentido matematico, como Vvértices, regido e lados,
respectivamente.

Algumas situagOes de ensino podem ser propostas apenas com o0 enunciado de um
problema, uma ordem, sem sentido real ou representado com material didatico. Na ordem:
Mostre que a soma dos angulos internos de qualquer triangulo é 180°, existe apenas uma
imagem — ndo um objeto — a qual o aluno pode atribuir algum sentido aos invariantes
envolvidos. Por isso, essa categoria (I-C) refere-se ao sentido abstrato dos conceitos.

A categoria (I1) refere-se aos conceitos e teoremas matematicos, os invariantes. Para
Vergnaud esses conceitos estdo em formacéo e se tornam mais completos na medida em que o
aluno deles se valem para resolver novas situagdes. O conceito de vértice de um poligono, por
exemplo, pode passar de um bico, um canto, até chegar a formulagéo de ponto de intersecéo
entre duas retas concorrentes. Porém, mesmo de forma precaria, bico pode ser um conceito-
em-acdo (I1-A), usado para elaborar o conceito de triangulo e para criar uma proposicéo. Ja nos
poligonos, o nimero de Vértices € igual ao nimero de lados, um teorema-em-acéo (11-B).

A categoria (111) refere-se as representagdes simbdlicas das ideias matematicas. E
comum, nos dialogos, os alunos explicarem seus pontos de vista fazendo gestos (I11-A),
recorrendo a desenhos no quadro ou no papel (I11-B) ou, em estagios de argumentacdo mais
complexos, construindo gréficos (111-C). A linguagem natural (111-D) acompanha, em regra, 0s
processos de argumentacdo e a linguagem matematica, com seus simbolos e regras, pode ser
um estagio a chegar, na representacdo dos conceitos.

Um esquema é estruturado por invariantes operatérios e predicativos, organizados para
resolver uma situacdo. Na ordem sobre os teoremas dos angulos internos de triangulos,

mencionada acima, uma possivel cadeia de esquemas é desenhar um tridangulo no papel,
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recorta-lo, recortar os trés angulos e agrupa-los sobre uma régua (IV-A). Outro esquema
poderia ser a transposi¢do de dois angulos, para junto do terceiro, sem recortar o papel (IV-B).
Ao fazer tais argumentacfes varias explicacdes e convencimentos ocorreriam no grupo de
alunos. Esses diadlogos sdo acompanhados de decisbes, de persuasdo, de retorica e adesdes
daqueles que concordam com a ideia defendida (IV-D). Todas essas possibilidades, ainda
poderiam ser acompanhadas de uma explicacdo em linguagem natural (1VV-C). Outro esquema
poderia ser a medida e soma dos angulos internos de varios triangulos ndo semelhantes.

Nessa opgcdo 0s passos medir-somar-comparar constituem um algoritmo (IV-E). As
semelhangas na nomeacéo das subcategorias das categorias (I11) e (1V) se justificam, visto que
0s esgquemas sao percebidos com tipos de linguagens. Além disso, um invariante representado
matematicamente (I11-E) pode ser explicado usando a linguagem natural (IV-C) para convencer

um colega (IV-D).

A formacéo dos invariantes do campo conceitual do Teorema de Pitagoras

No mapa conceitual apresentado na Figura 1, pode-se visualizar os conceitos, teoremas
e esquemas do campo conceitual do Teorema de Pitagoras. O emprego de setas direcionais e
de um certo ordenamento, vale ressaltar, ndo significa que o aluno construa seus conceitos com
tal sequéncia. O mapa apenas dispBe os elementos do campo conceitual e com isso, constitui-
se em um recurso de planejamento, monitoramento de praticas didaticas e analise dos percursos
da conceitualizacéo.

Os conceitos de triangulo, triangulo retangulo e o Teorema de Pitagoras sdo 0s
principais invariantes do campo conceitual. A desigualdade triangular, a classificacdo de
tridangulos, as operacBes numéricas e as medidas (além de outros como o vértice, lado, angulo
interno e poligono) envolvem conceitos e teoremas, cujo atribuicdo de sentido mostrou-se
necessaria para a compreensdo dos conceitos principais. A mesma hierarquia vale para o outro

bloco de conceitos e teoremas conectados por setas a expressao algébrica do Teorema de
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Pitagoras. Processos de intuicdo, inducdo, deducdo e generalizacdo estdo conectados a criacao
e argumentacdo de teoremas e sdo executados mediante o uso de esquemas.

Figura 1.

Mapa conceitual do Teorema de Pitagoras

Conceito de Tridangulo
P
Existéncia e CIassiﬂcaqﬁo — Lﬂdﬂﬁ
Desigualdade Tnﬁngular — -
L Tnangulo Rntangulu » Operagoes em N, Z, Q
Angulos| " | - -
e — L4

Mndidas de Comprimento e ﬁmaa
Soma das areas dos
Ternos Pitagéricos — quadrados dos lados ‘—[ Testes com Tridngulos ndo retangulos:
| a*>b* +ct;at<bi+c?

¥ T

Casos Particulares — Intuigéo e Indugdo — Generalizagio

Exercicios Geomeétricos + —a’ b* +¢’
!
Dedugdo — Argumentacio Geométrica e Algébrica

— Exercicios Algébricos

As situacOes de ensino foram programadas com orientagcdes escritas (folha de
atividades), sugerindo a¢6es de manipulacdo de materiais, observacdo, comparacéo, analise de
dados, didlogos entre os colegas e registro de conclusdes em pequenos grupos (3 alunos),
seguidas de sinteses coletivas, gerenciadas pelas professoras e acompanhadas pela regente e
pelo pesquisador. A escolha de uma metodologia ativa de ensino deveu-se & expectativa de que
os elementos de construcdo dos conceitos fossem perceptiveis nas a¢des dos alunos.

Nas Tabelas 2, 3, 4, 5 e 6 sdo apresentadas tanto as manifestacdes em plenario (Turma),
como as expressdes especificas dos alunos observados Al, A2 e A3 e 0 respectivo
enquadramento, com os cédigos das categorias da Tabela 1 (terceira coluna), para cada situacao
de ensino, especificada no cabecalho da tabela. As falas dos alunos estéo escritas entre aspas e
0s termos matematicos, em itélico.

Para a andlise dos registros (apresentada na forma de texto apds cada tabela), teve-se
como principio, que cada aluno faria suas préprias conceitualizagdes, agregando aos seus,

outros conceitos e informacdes que considerasse relevantes, seja porque fizessem sentido ou
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porque a fonte parecesse confiavel. Tal principio decorre da concepc¢éo de Piaget — adotada por

Vergnaud (2018, p.15) — sobre o processo de adaptacéo.

Tabela 2.

Categorizagao sobre o conceito de triangulo e condicGes de existéncia: Situagdo 1

Situagdo 1 — O que é um triangulo? O que o forma?”

Registros
Turma Categorias

- Um aluno afirmou: “Tridangulo ¢ uma forma com trés lados iguais”. I-A; 111-D
- Outro aluno fez o desenho de um triangulo aparentemente equilatero e teve adesdo II-A; 111-B
de boa parte da turma, que considerava triangulos somente as figuras com lados de
mesmo comprimento.
- Outra aluna definiu: “Tridngulo € uma forma com trés lados iguais, mas podem ser |I-A; IlI-D
diferentes”.
- A palavra segmento é conhecida e aparece juntamente com lado. I-A; ll-E
- As professoras esclareceram que para um poligono ser um tridngulo, basta que
tenha apenas trés angulos. I-A; 1H-E;
- A palavra poligono néo foi bem definida, apenas usada pelas professoras. Essa 1V-D
palavra inserida artificialmente, pode ter deixado o conceito sem significado paraos 1I-A em
alunos. Os alunos tém usado as palavras figura e forma. formacéo.
- Os conceitos de angulo interno e vértice, ndo estavam claros para muitos alunos. [1-A
Foram retomados na sintese e nos dialogos de grupo. 11-B
- Néo houve exploracdo da propriedade dos poligonos: nimero de lados = nimero implicito
de angulos = nimero de vértices.

Al
Percebeu facilmente que se os lados fossem diferentes a figura continuava sendo um 11-A
tridngulo.

A2
Idem Al -A

A3
Em didlogo com o pesquisador sobre o que significa a palavra triangulo, verificou I-B
gue o conceito de angulo interno néo estava claro. Foram usados dois palitos para 1I-A
dar a nocdo de angulo e introduzidos os termos vértice e abertura entre as retas. 1> 11> 1ll-D

Uma aluna buscou um transferidor espontaneamente. Mediram alguns angulos.
Chegou-se ao acordo de que um triangulo tem trés lados e trés angulos e que esses
podem ser diferentes entre si.

Se somadas as manifestagcdes de todos os alunos, ainda assim poder-se-ia dizer que

houve um processo de aperfeicoamento do conceito de tridngulo, com esquemas diversos e

agregacdo de varios conceitos-em-acdo, que convergiram para um conceito matematico

razoavelmente preciso de tridngulo. Porém, esse Gltimo conceito ndo representa 0S processos

individuais, pois alguns alunos ndo captam todas as manifestagdes dos colegas ou da prépria
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sintese elaborada pelas professoras, seja porque estdo envolvidos com outras tarefas, por
desatencdo ou desinteresse, ou por dificuldades de compreensdo. Isso significa, que 0s
procedimentos didaticos precisam levar em conta, essa diversidade de formas de
conceitualizacdo, propondo mais oportunidades ricas de interaces.

As alunas Al e A2, provavelmente, ja tinham um conceito-em-a¢do de tridngulo
associado a “figura” de trés lados, inclusive com a generalizacdo para lados ndo congruos.

A aluna A3, porém, permaneceu com a ideia de triangulo equilatero®. A analise da
palavra triangulo - no pequeno grupo — levou a revisdo dos conceitos de angulo, vértice e
angulo interno. Esquemas perceptivo-gestuais (IV-A) com materiais concretos (1-B) foram
empregados para representar o conceito de angulo, ou seja, o invariante (1), cuja representacao
(R) era conhecida pela palavra angulo, tomou a forma concreta (S) de abertura entre retas e
ainda foi medido. Com isso, a nocao inicial de angulo, adquiriu maior preciséo e viabilizou a
formacdo de outro conceito: o de &ngulo interno do tridngulo. Assim, além de ampliar o campo
conceitual existente antes do dialogo, A3 pode ter generalizado seu conceito de tridngulo para
“qualquer figura com até trés lados, ou trés angulos”, ideia refor¢ada pelas professoras no
momento de sintese da aula. De modo geral, ficou evidente que os alunos superaram o conceito
inicial de tridngulos de lados congruentes, quando reconheceram como triangulos aqueles
desenhados nas roupas, aceitando os argumentos dos colegas e das professoras (IV-D).

Tabela 3.

Categorizacgao sobre o conceito de triangulo e condicGes de existéncia: Situagdo 2

Situacdo 2 — Qual a condicdo para que 3 palitos formem um tridngulo?

Registros

Turma Categorias
- Os alunos mediram os palitos e observaram que “nem todos os 3 palitos formam
triangulos, porque as medidas ndo fecham”. I-B, IV-A
- Os alunos usaram expressdes e gestos movimentando os palitos, indicando a I-B, IV-A
impossibilidade, mas ndo criaram uma condigdo para a existéncia de triangulo. I-B
- Tentativas de mostrar a soma dos lados menores com o compasso, sobre o lado  Apoio de 11l >
maior tiveram fraco efeito esclarecedor. el > 1

® Em Santos e Santos (2016), p.7, também foram identificados esses conceitos equivocados de triangulo:
“Triangulo retangulo € que todos os lados tém a mesma medida”; “Por ter lados iguais, on® 1,2 e 3”.
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- Com 0s novos exercicios a condi¢do a + b > ¢, onde ¢ > a e ¢ > b foi formulada Generalizagdo

para toda a Turma. I-A
- Identificaram tridngulos em desenhos nas suas roupas e nos esquadros.
Al
- Usou a palavra “base” para 0 lado maior e entendeu a relacdo entre os lados para
que exista triangulo. “A base tem que ser menor que a soma dos outros lados”. 1> 111-D> 11
- Respondeu corretamente o exercicio: “15, 25 ¢ 30; 15 +25 =40 >30.” IvV-C
A2
- Procedimentos semelhantes a aluna A1. I>111-D > 11

- Respondeu corretamente o exercicio: “10, 6 + 5=11; A soma dos lados ¢ maior [V-C
do que 10, é por isso que forma um tridngulo”

A3
- Observou que alguns grupos de 3 palitos ndo formam triangulos e outros formam, Limitagdoale
mas ndo conseguiu elaborar uma regra de existéncia do triangulo. Os exercicios @ €asos
melhoraram a compreensdo da desigualdade triangular, mesmo que de forma Particulares.
intuitiva.

A propriedade da desigualdade triangular, porém, ndo €é necessaria para 0
desenvolvimento do Teorema de Pitadgoras, mas se fez presente no conceito de triangulo, com
a pergunta: quaisquer trés segmentos de reta formam triangulos? A investigacao partiu de casos
particulares (palitos) e foi conduzida para uma condicdo geral de existéncia de triangulos.

As alunas Al e A2 aplicaram um conceito-em-agdo proprio de “base” como o lado
maior do triangulo e girando os outros dois fixados nas extremidades do maior, formularam a
relagdo entre os lados para a existéncia do triangulo. Assim, elaboraram um teorema-em-acao
em linguagem natural, cuja argumentacdo da sua verdade é empirica (movimento dos palitos).
O invariante lado e o esquema de adi¢do como a jungédo dos lados, por sua vez, fazem parte de
uma situacdo (S) de materiais didaticos e foram suficientes para a formulacdo do teorema da
desigualdade.

Para A3, 0 esquema de girar os lados menores fixos nas extremidades do maior, teve
sentido real, porém, a juncdo dos lados ndo foi associada a adicdo, apenas com o0 modelo dos
palitos. Foram necessarios exercicios que evidenciassem a desigualdade triangular, tais como:
para construir triangulos, se dois lados medem 6 cm e 3 cm, o terceiro lado pode medir 1 cm?
e 2 cm? e 5ecm? Nessa nova situacdo, a ligacdo com o real (S) foi substituida pela imaginacao

dos tridngulos (1-C) para favorecer a operacdo de adicdo e induzir o teorema da desigualdade
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triangular. N&o se pode afirmar que A2 tenha se apropriado do sentido e significado do teorema,
mas, pelas respostas corretas dos exercicios, isso pode ter ocorrido.

A generalizacdo do teorema, com a devida representacdo simbolica, foi incentivada na
atividade dos pequenos grupos e, mais tarde, para a Turma toda. A representacao dos lados por
letras a, b e c, partiu de exemplos particulares, trabalhando de forma intuitiva o conceito de
variavel e culminou com o uso dos sinais de maior e menor, até a escrita simbélica: Para que
0s segmentos de reta a, b e ¢ sejam lados de um tridngulo, a>b + c,sendoa>bea>c. A
frase toda provavelmente ndo teve uma assimilagdo significativa, mas observou-se que a
discussdo, a escrita em linguagem natural, o refinamento da linguagem e o uso de simbolos
matematicos auxiliaram a compreensdo do teorema, refor¢ando a ideia de que a representacdo
(R) e a formacédo do conceito (1) ocorrem com mutuo apoio, de certa forma, como refere-se
(Vergnaud, 2018, p. 20):

A expressao linguistica e a disposicdo simbolica de representacdo (existe grande

variedade delas) agregam peso e estabilidade as formas conceituais assim elaboradas
no transcurso do desenvolvimento e ajudam a conceitualizacéo implicita na ag&o.

Por outro lado, a generalizagdo com representacao simbdlica ndo é uma tarefa elementar
na Escola Basica, até porque parece ndo haver uma necessidade dela para os alunos. Ou seja,
ndo ha um sentido (S) latente para generalizar proposi¢es em seu mundo, além da vontade do
professor, que a incentiva, na esperanca de que esse nivel de conceitualizacdo vire um habito,

proprio da estrutura do conhecimento cientifico.
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Tabela 4.

Categorizagao das manifestacgdes sobre triangulo retangulo.

Situacéo 3 — Classificacdo dos triangulos

Dados varios tipos de triangulos para cada grupo, foi proposta a tarefa de classifica-los quanto aos
lados e angulos.

Registros Categorias
Turma - A dificuldade maior foi criar critérios para classificagdo e usar o Auséncia
conceito de angulo interno. de |
- Para melhorar o conceito de angulo interno, foram medidos os angulos
e verificado o teorema da soma desses angulos para os tridngulos. I-B, II-A
- As professoras tentaram conduzir a classificagéo a partir de alguns
critérios: Todos os lados/angulos diferentes; dois lados/angulos iguais; 111-D, II-E

todos os angulos menores que 90° um angulo maior que noventa; um

angulo reto. Obteve-se a classificagdo, inclusive com a nomeacdo dos II-A
grupos de tridngulos, mas pareceu ndo fazer muito sentido para os alunos.

Mesmo assim, o objetivo de mostrar que existem diferentes triangulos e 1-B 1I-A I11-

que o tridngulo retangulo é um tipo especial, foi atingido. E

- O conceito de triangulo retangulo como “Um tridngulo em que tem

um dos angulos ¢ 90°”, decorreu da classificacdo e foi sistematizado I-E

pelas professoras em grupo, usando um simbolo para o angulo reto.

- As professoras nomearam os lados do triangulo retdngulo: catetos I1-B, IV-A,

(lados menores) e hipotenusa (lado maior).
- Os alunos verificaram que a hipotenusa esta oposta ao angulo reto, para
qualquer tridngulo retangulo.
Al - O teorema da soma dos &ngulos internos era conhecido. Ao medir e 1I-B, I-B,
somar o0s angulos, porém, o resultado nem sempre deu exatamente 180°. 11I-C, 1I-B
Ela suspeitou de erros na medida. N&o duvidou da propriedade. Ao ser
guestionada sobre a validade do teorema para todos os tridngulos, ela
ficou em duvida. Questionada sobre os resultados das medidas de varios
tridngulos, ela tomou como surpresa a regularidade das somas darem
proximas de 180° “Deu! E! Entdo vale pra todos!”

A2 Ausente
A3 - Aperfeicoou o conceito de dngulos internos com as medic@es e aceitou 11-B,  I-B,
a ideia de que a soma desses é constante para todos os triangulos. 1-C, 11-B

A operacdo de classifica¢do, no entanto, ndo fez sentido (1), porque o conceito-em-agao
de angulo interno e o sentido de classificar com critérios, ndo estavam bem consolidados. Por
isso, antes de classificar quanto aos angulos, o proprio sentido do conceito de angulo e o de
angulo interno de poligono tiveram que ser trabalhados. A opgéo didatica foi medir os angulos
com transferidor. O conceito ficou mais consolidado e, com os dados de alguns triangulos, o

interesse foi deslocado para a verificagdo da regularidade da soma dos trés angulos internos.
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Tal investigacdo ndo estava na situacdo proposta, mas se estabeleceu em funcdo dos dados
disponiveis e da discussdo no grupo com a equipe, tanto nas a¢ées de Al quanto de A3.
Novamente, ocorreram ac6es de observacao de dados (1), inducdo de uma propriedade (11-B) e
generalizacdo — mesmo sem registro simbolico. Essa sequéncia de agdes pode se constituir em
um esquema geral (observacdo-inducdo-generalizagdo-representacdo) de construcdo de
teoremas ou conceitos-em-acao.

A classificacdo dos tridngulos — objetivo principal da situagdo 3 — foi finalizada pelas
professoras de modo diretivo, com a participacdo da Turma. Esse direcionamento, € decorrente
das limitagcBes do tempo escolar, no qual as sinteses dos conhecimentos a ensinar precisam
ocorrer. Por isso, a classificacdo ndo ficou bem consolidada, porém o conceito de triangulo
retdngulo ficou, ja que o conceito de &ngulo reto foi entendido, com base nos conceitos-em-

acdo de angulo interno e de medida de angulo.
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Tabela 5.

Categorizacao das manifestagBes sobre o Teorema de Pitagoras

Situacéo 4 — Teorema de Pitagoras

1. Desenhe quadrados, cujos lados sejam os catetos € a hipotenusa de um tridngulo retangulo.

2. Existe alguma relacdo entre as areas dos quadrados?
3. Essa relagdo é verdadeira para qualquer triangulo retangulo?
4. Exemplos e exercicios: dados dois lados, calcular o terceiro.

Registros Categorias

Turma - Asdificuldades ocorreram com o fraco dominio do sentido I-B; II-A; 111-D
conceitual de area revisado pelas professoras e equipe.

- Passagem da contagem das unidades de area uma a uma, para 0 I-B; 11-B; 11-A
produto do nimero de unidades de uma linha, pelo nimero de IV-A

linhas. I-B: 11-B:

- A indugdo da folha de atividades: “Pegue os trés quadrados |||-D

gerados pelos lados do tridngulo retangulo e utilizando recortes,

sobreponha os quadrados menores sobre o0 maior. O que podemos

concluir sobre a area do maior e a soma da 4rea dos dois menores?”  H-A; 1I-B; 1I-E
- Revisdo das propriedades das equaces e dos radicais.

Al - Resolveu a atividade de calcular as areas dos quadrados, I-B; 1I-B; 11I-D
inicialmente contando unidade por unidade, passando em seguida 1V-A > IV-E
para o uso da multiplicacéo.

- Sobrepds um dos quadrados (8x8) inteiro sobre o maior I-B

(10x10). Recortou quadrado 6 x 6 e 0 sobrepds ao maior.

Concluiu: “a soma dos dois menores fecha a area do maior”

- “Que a soma das areas dos catetos € igual a area da hipotenusa”  |-B; Ill1-D

ou de forma simbolica “c? = a2 + b?”. 11-B; 111-D; I-E

A2 A aluna reconhece a relagdo para o caso particular “somando a I-B; I11-D
area do 9 com 16” subentende que a soma da 25 e que
corresponde a area do retangulo gerado pela hipotenusa.

Generaliza em linguagem natural “Recortando os dois menores
guadrados conseguimos a area total do quadrado maior, a area dos
menores somados d4 a drea do maior” c2 = a2 + b?”. I1-B; 111-D; I-E

A3 Semelhante a A2

Fonte: Os autores.

O sentido (I-B) do conceito de area e de unidade de medida (l1-A) foi retomado com o
material didatico e representado como um produto — posteriormente como um quadrado — das
medidas dos lados do quadrado (I11-D, Il1-E), antes de iniciar a Situagdo 4. A contagem das
unidades de area, uma a uma e a multiplicacdo do nimero de unidades de uma linha, pelo
numero de linhas, sdo esquemas algoritmicos (IV-E) para calcular a area de quadrados. Nesse
caso, pode-se observar a substituicdo de um esquema precério, por outro mais eficiente.

Particularmente, esse esquema algoritmico foi criado sobre o conceito de multiplicacdo — por
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isso tem um significado (S) — e ndo foi apenas decorado, como costumam ser os algoritmos
operatorios ensinados na Escola Basica. Novamente, nessa situacdo, repete-se a rotina de
observar, induzir, formular proposicoes, representar, generalizar e aplicar, que constitui um
ciclo do processo de conceitualizagao.

Por ser uma atividade com passos bem definidos, os alunos ndo apresentaram muita
dificuldade em concluir sobre a relacdo entre as &reas dos quadrados. Com o auxilio do material
didatico (quadrados gerados pelos catetos e hipotenusa) a relacdo ficou evidente. Porém, em
um primeiro momento, a conclusdo sobre as areas ficou desconectada dos lados do triangulo,
impasse que foi resolvido com a representacdo da area, como o quadrado do lado. Novamente,
a discussao (I1V-C; IV-D; IlI-D), a escrita em linguagem natural (111-D) e o uso de simbolos
matematicos (I11-E) auxiliaram a compreensdo do teorema (I1), reforgando a ideia de que a
representacdo e a formatacdo do invariante, ocorrem mutuamente. Nesse estagio de
compreensdo, o0 teorema é apenas uma proposicao que potencialmente é verdadeira — verificada
empiricamente para Varios casos — que veio a ser um teorema-em-acao, na medida que foi usada
em exercicios para calcular um lado, dados dois lados de triangulos retangulos. Nesses
exercicios, teoremas-em-a¢do de outros campos conceituais (propriedades das equacdes e
radicais) foram retomados.

Alguns alunos néo identificaram corretamente a hipotenusa e 0s catetos e por isso,
substituiram-nos equivocadamente na férmula de Pitagoras, porque os simbolos da formula (R)
ndo tinham o sentido (S) correto para eles. As letras a, b e c significam apenas lados,
independentemente de serem catetos ou hipotenusa. O trabalho das professoras foi de significar

esses simbolos, mostrando que um deles refere-se a hipotenusa e os demais aos catetos.

244 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v. 22, n. 2, p. 220-251, 2020



Tabela 6.

Categorizacgao sobre a demonstracdo do Teorema de Pitagoras

Situacdo 5 — Demonstracdo do Teorema de Pitagoras

As figuras 1, 2 e 3 foram colocadas no quadro (Figura 3).

1. Descreva as figuras.

2. Compare as figuras 2 e 3.

3. Que figuras geométricas estdo presentes em ambas as figuras 2 e 3?

4. Usando a propriedade fundamental das equacdes, retire as figuras semelhantes, uma a uma, das
figuras 2 e 3. Descreva 0 que sobrou.

Registros Categorias
Turma - Uma introducdo sobre o que significa argumentar e demonstrar |-C
propriedades matematicas antecedeu a demonstragéo.
- A situacdo foi trabalhada, inicialmente em pequenos grupos e mais tarde, [-B, 1I-A,
as professoras sistematizaram as respostas de todas as questdes. 11-B, I-E
- O teorema também foi demonstrado em plenario, expressando
algebricamente a igualdade das areas das figuras 2 e 3 e eliminando os termos  1-B, 1I-A,
semelhantes. 11-B, IlI-E
Al - Reconheceu todas as figuras geométricas das figuras 1,2 e 3. I-A
- Associou os tridngulos e o quadrado da figura 1 aos semelhantes das I-A
figuras 2 e 3.
- Percebeu que as figuras 2 e 3 tém lados congruos e a mesma area. IV-A
- Reconheceu as figuras que sobraram ap0s a retirada dos triangulos
amarelos, mas ndo percebeu que a igualdade significava a relacéo entre a IV-A, 111-B
hipotenusa e 0s catetos. 11-B
“2* um quadrado de lado a?”
“3% um quadrado de lado b? e outro ¢?” I-B
A2 - Reconheceu todas as figuras geométricas das figuras 1, 2 e 3. I-A
- Sobre a questdo 2: “tem a mesma forma, o mesmo perimetro € a mesma
area. Porque os lados tém as mesmas medidas”.
- Sobre a questdo 3: “Quadrados e tridngulos retangulos”.
- N&o concluiu a atividade. (Problemas na leitura da questéo).
A3 Ausente

Na analise da Situacdo 5, as observagdes sobre as figuras 1, 2 e 3 referem-se as figuras

presentes na Figura 2, sobre o material didatico utilizado na demonstracdo do Teorema de

Pitagoras. A proposta de discutir a verdade do Teorema de Pitagoras teve uma abordagem de

argumentacgdo empirica (S), apoiada com a representacdo simbdlica (R). Novamente, a folha

de atividades foi diretiva, conduzindo os alunos, passo-a-passo, a conclusdo desejada. Tais

procedimentos sdo compreensiveis, tendo em vista 0s tempos escolares e as condi¢des de

experiéncia em demonstragdes no ensino fundamental.
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Figura 2.

Material didatico sobre a demonstracdo do Teorema de Pitdgoras

Fonte: os autores.

A questdo 1 requereu ndo apenas a identificacdo das figuras geométricas (uso dos
conceitos-em-acao de triangulo, retdngulo, catetos e hipotenusa), mas a verificacdo de que 0s
quadrados e triangulos da figura 1 sdo os mesmos (congruos) das figuras 2 e 3 (esquemas
perceptivos, 1V-A). Ou seja, as figuras 2 e 3 foram construidas usando os quadrados e
triangulos da figura 1.

A comparacdo entre as figuras 2 e 3 (questdo 2) ndo é tdo simples, pois requer a
identificacdo dos lados, que pode ser geométrica ou simbolica. Visualizando os lados das
figuras 2 e 3, talvez ndo se perceba de imediato a congruéncia do lado b, visto que na figura 1
é um cateto e na 2, o lado do quadrado. Um exame da figura 2, resolve essa possivel davida. O
material didatico facilitou essa percepcdo ao mostrar também o simbolo. Assim, os alunos
(inclusive Al e A2) concluiram facilmente que os lados de ambos os quadrados é c+b, e,
portanto, eles possuem a mesma area (IV-B, 11-B). Novamente, a representacao contribui para
associar o sentido aos invariantes.

As questdes 3 e 4 requerem conceitos-em-acio de algebra. E necessario entender a
igualdade entre as figuras 2 e 3 como uma equacao. Ao retirar um triangulo de cada uma delas,
a igualdade se mantém. Essa acdo sO tem sentido se for justificada pelo teorema-em-acdo da

propriedade fundamental das equacdes (11-B), que ndo necessariamente precisa estar escrito,
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mas compreendido, na forma verbal “tirando o mesmo tridngulo em cada figura, as areas das
figuras resultantes permanecem iguais”.

A resposta de Al para a questdo 4 mostra que, apesar de estar correta, a aluna nao
percebeu que o teorema ficou demonstrado. Ela apenas reconheceu as figuras restantes, mas

ndo associou a expressao das respectivas areas com o Teorema de Pitagoras.

Considerac0es finais

Os elementos do campo conceitual de triangulos retdngulos sdo os conceitos-em-acéo
triangulo, poligono, angulo, lado, vértice, angulo reto, triangulo retangulo, area — elencados no
mapa conceitual — e os teoremas-em-acao, as condi¢des de existéncia de triangulo, area de
quadrado, o Teorema de Pitdgoras e as propriedades de equacGes. O dominio de todo esse
conhecimento é necessario para uma formacéo consistente — na concepcédo de Vergnaud, com
sentido e representacao — do conceito e para a utilizacao desse na resolucéo de problemas.

Algumas questdes podem ser apontadas como caracteristicas desses elementos, como
indicativo de caminhos de aprendizagem em praticas pedagogicas:

1. Os conceitos e teoremas-em-acao aparecem em rede: para ensinar triangulo retangulo,
foi necessario esclarecer o sentido de varios outros conceitos, tais como angulo, lado,
poligono, vértice e angulo reto. Essa rede ndo tem a ordenacéo linear dos programas seriados
escolares. Cada n6 da rede pode e deve ser acessado quando se fizer necessario, ou seja,
guando o aprendiz mostrar que precisa saber mais sobre qualquer conceito ou propriedade.

2. A relacdo entre sentido, conceito e representacdo tem varias ordens e complementam-
se no processo de conceitualizacdo: as experiéncias mostraram que cada componente do
tripleto S-1-R é necessario no processo de conceitualizacdo. O conceito de triangulo (1) ficou
mais consistente e genérico ao discutir-se os sentidos das palavras tridangulo, angulo interno,
lados e vertices (S), devidamente representados com materiais didaticos e letras (R). Nesse

caso, a ordem foi | > S > R. Da mesma forma, a representacdo simbolica, com letras para 0s
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lados do triangulo e sinais de desigualdade, contribuiu para a compreensdo da condicdo de
existéncia. Nesse caso, a ordem foi S > | > R > |, ja que R melhorou a propriedade I. A
linguagem faz a mediacdo entre o sentido e o conceito, de forma dindmica, transformando-
se com 0 tempo e as necessidades das tarefas, de gestos e palavras soltas, até simbolos
matematicos.

3. Adificuldade de se fazer inferéncias sem o sentido do conceito: o processo de ensino de
uma propriedade ou algoritmo, geralmente, se restringe ao nivel simbolico das
representacfes, que é o ponto de chegada da aprendizagem. Esse fato explica alguns
equivocos ao usar o Teorema de Pitagoras. As letras a, b e ¢ (lados) dispostas como a=
b?+c? indicam que a ¢ a hipotenusa e b e ¢ sdo catetos. No entanto, essa indicagéo néo é
percebida por alguns alunos, por ndo atribuir esse sentido aquela representacdo. Da mesma
forma, é estranho conversar sobre triangulo retangulo, com alguém que ndo conhece como
se mede angulo, nem os sentidos de angulo interno e angulo reto. Nesses e em outros
exemplos, o sentido (S) dos conceitos, € insuficiente para avancar no ensino e na
aprendizagem do conceito principal. Retomar tais sentidos e representacbes mostrou-se
fundamental nas experiéncias pedagogicas da pesquisa, para que os alunos tivessem um
desempenho razoével nas investigagdes das situacdes. Prosseguir o ensino sem o dominio
do sentido, leva a uma aprendizagem apenas de memorizacdo — de nomes, fatos, teoremas,
algoritmos — insuficiente para o desenvolvimento cognitivo e distante do que seria 0 objetivo
do ensino da matematica'’, segundo Beatriz D’ Ambrosio:

[...] o objetivo do ensino da Matemaética € que os alunos tenham legitimas experiéncias

matematicas, ou seja, experiéncias semelhantes as dos matematicos” Essas experiéncias
devem se caracterizar pela identificacdo de problemas, solucdo desses problemas e

10 A tese de reproduzir as agdes de criacdo e demonstragdes no ensino elementar, semelhante ao que fazem os
matematicos profissionais é também proposta e investigada em Ponte, Brocado e Oliveira, (2016), Boavida
(2005); Almouloud e Nunes (2013), dentre outros.
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negociacdo entre o grupo de alunos sobre a legitimidade das solucBes propostas.
(D’ Ambrésio, 1993).

N&o por acaso, a sequéncia de acGes de observacdo de dados, inducdo de propriedades,
registro simbdlico e generalizacdo, repetiu-se nas cinco situacdes relatadas, evidenciando a
atribuicdo de sentido aos conceitos, como condicdo minima para que 0 processo de
conceitualizacdo fosse efetivado. Tal consideragdo, néo significa a reducdo do conceito ao
sentido — o conceito € invariante e pode ter varios sentidos e representacdes — mas refere-se as
dificuldades de conceitualizagdo em processos excessivamente simbolicos.

4. Sobre os tempos e espacos da escola e a conceitualizacdo: o tempo escolar para atribuir
0 sentido aos conceitos € limitado e rotinas, tais como, copiar do quadro, recortar papeis,
fazer longos céalculos manualmente, concorrem com a discussdo criativa e as
sistematizacGes. Nas experiéncias realizadas, as perguntas e passos orientadores foram
entregues em folhas de atividades impressas e conduziram os alunos aos teoremas a ensinar,
trabalhando com toda a rede de conceitos e teoremas-em-a¢do disponiveis. Tal objetividade
é necessaria para que sejam executados varios ciclos S-I1-R, que promovem a apropriacao
dos sentidos e da linguagem, para que os conceitos se transformem, de fato, em conceitos-
em-acdo, fundamentais para a resolucéo de problemas.

Ficou evidente nas experiéncias da pesquisa, a necessidade de investigar a atribuicao
de sentido aos invariantes no processo de conceitualizagcdo e as suas implicagdes no
desenvolvimento da competéncia matematica e da autonomia, em ambientes escolares, com
metodologias ativas, tais como a investigacdo matematica, resolucdo de problemas e

modelagem matematica, o que se pretende fazer em trabalhos futuros.
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