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Resumen

El estudio de la comprension de conceptos en algebra lineal es un tema de interés en educacion
matematica, principalmente por la abstraccion y complejidad que presentan. Un concepto
objetivo de ensefianza del algebra lineal en una licenciatura en matematicas es el operador
lineal diagonalizable, por lo que, con base en la teoria APOE, se conjetura sobre un modelo
cognitivo que considera su construccion como un objeto. Para ello, se aplicé un cuestionario a
cinco estudiantes de posgrado (25-30 afios) y una entrevista semiestructurada. Los resultados
evidencian dos vias de construccion que siguieron los estudiantes en la construccion del
concepto de estudio, en las cuales se requieren las estructuras mentales conjeturadas en la
descomposicion genética preliminar. Ademas, se encontrd que los estudiantes entrevistados,
con su concepcion proceso de matriz semejante prefieren determinar si la representacion
matricial del operador lineal es semejante a una matriz diagonal que coordinar los procesos

base ordenada y vectores propios en el proceso base propia.
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Abstract

The understanding study of linear algebra concepts is an interesting research topic in
mathematics education, mainly because of its abstraction and complexity. A goal concept for
teaching linear algebra in a mathematics teaching degree course is that of a diagonalisable
linear operator, therefore, based on APOS theory, a cognitive model that considers its
construction as an object is given. A questionary was applied to five postgraduate students (25-
30 years old) and a semi-structured interview. The results show two ways of construction
followed by the students to construct the study concept, which required conjectured mental
structures obtained from preliminary genetic decomposition. In addition, it was found that the
students prefer to determine whether the matrix representation of the linear operator is similar
to a diagonal matrix than to coordinate the ordered basis and eigenvectors processes in the

eigenbasis process, with their conception process of similar matrix.

Keywords: Linear algebra, Mathematics education, APOS theory.

Resumo

O estudo da compreensdo de conceitos em algebra linear € um tema de interesse na educacgéo
matematica, principalmente pela abstracdo e complexidade que apresentam. Um conceito
objetivo do ensino de algebra linear na licenciatura em matematica é o operador linear
diagonalizavel, portanto, com base na teoria APOE, conjectura-se sobre um modelo cognitivo
que considera sua construcdo como um objeto. Para isso, aplicou-se um questionario a cinco
alunos de pos-graduacdo (25-30 anos) e uma entrevista semiestruturada. Os resultados mostram
dois percursos de construcdo que os alunos seguiram na construcdo do conceito de estudo, nos
quais sdo requeridas as estruturas mentais conjecturadas na decomposicao genetica preliminar.

Além disso, verificou-se que os alunos entrevistados, com sua concepg¢ao de processo matricial
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semelhante, preferem determinar se a representacdo matricial do operador linear € semelhante
a uma matriz diagonal do que coordenar os processos de base ordenada e autovetores no

proprio processo de base.

Palabras clave: Algebra linear, Educacio matematica, Teoria APOE.

Résumé

L'étude de la compréhension des concepts en algébre linéaire est un sujet d'intérét dans
I'enseignement des mathématiques, principalement en raison de l'abstraction et de la
complexité qu'elle présente. Un concept objectif d'enseignement de I'algébre linéaire dans un
cours de "licenciatura” en mathématiques est I"opérateur linéaire diagonalisable. Basé sur la
théorie APOE, on conjecture sur un modéle cognitif qui considere sa construction comme un
objet. Pour cela, un questionnaire et un entretien semi-directif ont été appliqués a cing étudiants
de troisieme cycle (25-30 ans). Les résultats montrent les stratégies de construction suivies par
les étudiants dans la construction du concept d'étude, dans lesquels les structures mentales
conjecturées dans la décomposition génétique préliminaire sont requises. De plus, il a été
constaté que les étudiants interrogés, avec leur conception d'un processus matriciel similaire,
préferent déterminer si la représentation matricielle de I'opérateur linéaire est similaire a une
matrice diagonale plut6t que de coordonner les processus de base ordonnés et les vecteurs

propres dans le processus de base lui-méme.

Mots-clés : Algebre linéaire, Education Mathématique, Théorie APOE.
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Construccidn de los operadores lineales diagonalizables con fundamento en la Teoria
APOE

La asignatura Algebra Lineal, de acuerdo a Siap (2008), se puede considerar como el
primer curso abstracto de matematicas impartido en una carrera de matematicas, ingenieria e
incluso otras carreras. Respecto a la ensefianza y aprendizaje de dicha asignatura, se considera
universalmente como una experiencia frustrante no solo para alumnos sino también para
maestros (Hillel & Sierspinska, 1994; Hillel, 2000) y ademas, existe la creencia de ser la
“naturaleza de la bestia” expresion usada por Hillel y que no hay mucho que hacer para que
esto sea diferente. Menciona Stewart y Thomas (2009) que a pesar de los esfuerzos que se han
hecho para mejorar esa situacion, el aprendizaje por parte de los estudiantes sigue siendo un
gran reto. Sin embargo, la asignatura del Algebra Lineal debe ser considerada por los
estudiantes universitarios potencialmente Gtil y su primer curso debe ser uno de los mas Utiles
para ellos (Carlson et al., 1993).

Los operadores lineales diagonalizables (OLD) son un objetivo de ensefianza del
Algebra Lineal en el sentido de que se prepara al estudiante para que trabaje con conjuntos,
se dota de estructura a esos conjuntos, se establecen funciones especiales que preservan
estructura (transformaciones lineales) entre esos conjuntos, posteriormente se ensefia que las
transformaciones lineales tienen una representacién matricial y finalmente, se muestra que
algunos operadores lineales (transformaciones lineales particulares) tienen una representacion
“sencilla” y que algunas veces esto se logra con la eleccion de una “buena base”. La
importancia de diagonalizar a los operadores lineales, cuando es posible, es porque simplifica
significativamente los célculos al tener una representacion matricial y sencilla, y esto produce
un mejor entendimiento de como actla un operador lineal sobre el espacio vectorial en el cual
se ha definido.

En particular, con respecto a diagonalizar una matriz, Yildiz (2013), reporta que al

seguir una serie de pasos se comenten errores de calculo, aumentando la probabilidad de error
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si el tamafio de la matriz aumenta, asimismo, menciona que la parte crucial es decidir si la
matriz es diagonalizable o no, lo cual requiere de conocimientos de la teoria de la
diagonalizacion.

En cuanto a la diagonalizacion de un operador lineal en su representacion matricial se
cuenta con una estrategia pedagdgica por medio del uso de software para facilitar los calculos
y se logre diagonalizar matrices, dando prioridad al aprendizaje de valores y vectores propios
(Siap, 2008). Pero decidir si un operador lineal se puede diagonalizar involucra diferentes
conceptos y relaciones précticas y teoricas. Por ejemplo, en lo préctico, calcular un
determinante y, en lo tedrico, el analisis de los espacios generados por los valores propios.
Esta actividad resulta complicada para los estudiantes por la misma complejidad que presentan
los conceptos inherentes, entre los cuales estan: base, transformacion lineal, matriz asociada
a una transformacion lineal, polinomio caracteristico, valor propio, vector propio. Por
ejemplo, sobre el tema de valores y vectores propios, de acuerdo con Salgado y Trigueros
(2014), es considerado por profesores y alumnos como un tema dificil.

En consecuencia, se ha planteado la siguiente pregunta de investigacion ¢Qué
estructuras y mecanismos mentales pueden ser asociados con los operadores lineales
diagonalizables? Por lo tanto, el objetivo de este articulo es proponer una descomposicion
genética con fundamento en la teoria APOE que describa la construccion de los operadores

lineales diagonalizables como un objeto cognitivo.

Marco tedrico

La teoria APOE tiene fundamentos en la abstraccion reflexiva de Piaget, la cual es considerada
como el mecanismo principal en la construccion del conocimiento matematico. Dicho
mecanismo consta de dos partes: 1) conocimiento sobre un objeto matematico y las operaciones
que acttan sobre dicho objeto, desde un nivel de cognicién inferior a uno superior de

operaciones (de acciones a procesos y de procesos a objetos) y, 2) reorganizacion vy
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reconstruccion del objeto y de las operaciones que acttan en él, en una etapa superior que da
como resultado contenido al cual se le pueden aplicar nuevas operaciones (Arnon et al., 2014;
Badillo et al., 2015).

La teoria APOE destaca la habilidad para reorganizar conocimiento y con ello construir
0 reconstruir estructuras mediante la abstraccion reflexiva. La estructura mas basica es una
accion, la cual es aplicada a objetos mentales construidos previamente y es dirigida por
sugerencias externas. Si se repite la accion y se reflexiona y ademas no se tiene necesidad de
las sugerencias externas entonces se convierte en un proceso por medio del mecanismo
interiorizacion. Dos 0 mas procesos pueden dar como resultado un nuevo proceso por medio
del mecanismo coordinacion. Los procesos se encapsulan en objetos mentales a los cuales
nuevamente se pueden aplicar acciones (Oktag et al., 2019). Finalmente, en la teoria APOE, se
define un esquema como la coleccién de acciones, procesos, objetos y otros esquemas que
estan relacionados consciente o inconscientemente en la mente de un individuo en una
estructura coherente y que podria utilizar para resolver una situacion problematica especifica
que involucre una determinada area de las matemaéticas (Trigueros, 2005).

Al modelo cognitivo que describe las estructuras y mecanismos mentales que un
individuo podria necesitar para aprender un determinado concepto se Illama descomposicion

genética (Arnon et al., 2014).

Metodologia

La investigacion que se propone es de corte cualitativa, debido a que, se interpretaron
atributos cognitivos para establecer los mecanismos y estructuras mentales que surgen en la
construccion de los operadores lineales diagonalizables. Se utilizd6 la metodologia de
investigacion de la teoria APOE la cual considera tres componentes: andlisis teorico, disefio e

implementacion de ensefianza, y coleccion y andlisis de datos (Arnon et al., 2014).
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En un primer momento, se realizé el andlisis tedrico, el cual se fundament6 bajo tres
aspectos: 1) Revision de textos de Algebra Lineal con base en la bibliografia basica para la
carrera de Matematicas de la Universidad Autonoma de Guerrero; 2) Revision de articulos de
investigacion para identificar las descomposiciones genéticas de los conceptos involucrados en
la definicién de los OLD, asi como identificar la estructura de cada concepto que podria estar
involucrada en la construccién del OLD; 3) Dialogos recurrentes con un profesor en servicio
de Algebra Lineal, con experiencia de mas de 10 afios, respecto al aprendizaje y ensefianza de
los OLD.

El resultado del analisis tedrico fue una descomposicion genética preliminar de los
operadores lineales diagonalizables (DGPOLD), la cual considera la construccién de los OLD
como objeto cognitivo.

En un segundo momento, se realizé el disefio e implementacion de ensefianza. Para esta
componente se disefié un instrumento de investigacion con base en la descomposicion genética
preliminar. El instrumento se conformd por un cuestionario y una entrevista semiestructurada.

En un tercer momento, se realizd la coleccion y andlisis de datos, para el analisis de
datos se utilizo el estudio de caso, el cual, de acuerdo a Trigueros et al. (2015) se inserta dentro
del ciclo de investigacion de la teoria APOE para llevar a cabo un analisis coherente del trabajo
de los participantes de la investigacion.

A continuacion, se describen los participantes de la investigacion, se presenta el analisis
tedrico y como resultado de este se muestra una descomposicion genética preliminar de los

OLD. Posteriormente se muestra el disefio y aplicacién del instrumento de investigacion.

Participantes de la investigacion

Participaron cinco estudiantes de posgrado, dos estudiantes del programa educativo
Maestria en Matematicas Aplicadas y tres estudiantes de la Maestria en Ciencias Matematicas.

Ambos programas de la Universidad Auténoma de Guerrero, Guerrero. Se consideraron tres
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aspectos para seleccionar a los estudiantes participantes: i) que fueran estudiantes de posgrado
y hubieran cursado dos semestres Algebra Lineal para descartar que sus construcciones
mentales se limitaran a acciones y/o procesos; ii) alto desempefio académico; iii) acuerdo de

participacion voluntaria.

Analisis tedrico: descomposicidon genética preliminar

Los libros de texto de Algebra Lineal que se revisaron fueron los siguientes: Linear
Algebra (Lang, 1987, p. 93); Linear Algebra with Applications (Nicholson, 2018, p. 186);
Algebra Lineal (Friedberg et al., 1982, p. 233); Linear Algebra Done Right (Axler, 1997, p.
88); Algebra Lineal (Hoffman & Kunze, 1973, p. 183); Algebra lineal. Una introduccion
moderna (Poole, 2011, p. 527); Introduccion al Algebra Lineal (Anton, 1994, p. 263), Algebra
(Godement, 1974, p. 529). El criterio de seleccion de estos textos fue que aparecieran en la
bibliografia basica de los cursos de Algebra Lineal en la carrera de Matematicas de la
Universidad Auténoma de Guerrero, por lo que el analisis tedrico aunque podria extenderse
con el analisis de otros textos, se limita a una poblacion particular. De cada texto, se analizo
la definicion del operador lineal diagonalizable de tal forma que se identificaron los conceptos
relacionados con el concepto de estudio. Con esta revision, se tuvo un primer acercamiento a
las estructuras mentales que un individuo deberia tener para la construccién del operador
lineal diagonalizable.

Asimismo, se tuvieron dialogos recurrentes con un experto de Algebra Lineal
(profesor en servicio) sobre la ensefianza de los operadores lineales diagonalizables y sobre
los conceptos necesarios para comprender dicho concepto.

Asi, sobre la revision de los textos y las sugerencias del experto, se delimitaron los
conceptos involucrados en los operadores lineales diagonalizables y se determing el tipo de
estructura mental que debe tener un individuo acerca de ellos. Posteriormente, en la revision

de articulos se buscaron dichas estructuras y las descomposiciones genéticas existentes de los
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conceptos involucrados y, en los casos donde no se

encontrd literatura que reportara la

descomposicidn genética correspondiente, se propuso la caracterizacion de la estructura. Los

conceptos que se analizaron y el tipo de estructuras se muestran en la Tabla 1.

Tabla 1.

Estructuras de los Conceptos Relacionados con los OLD

Concepto Simbolo Estructura

Caracterizacion

Espacio vectorial EV Esquema

Puede estar conformado por vectores,
operaciones definidas entre ellos, conjuntos,
bases y dimensiones, cada uno considerado
COMO un proceso 0 un objeto. En un nivel
trans-EV en un individuo, le permitira
trabajar con ejemplos no estandar de
espacios vectoriales y evocar su esquema
cuando este sea necesario. (Parraguez &
Oktac, 2010, p. 2116)

Transformacion lineal TL Proceso

El estudiante puede reconocer si €s 0 no una
transformacion lineal al  verificar
mentalmente la preservacién de la suma
vectorial y el producto por un escalar, o la
preservacion de combinaciones lineales.
(Roa-Fuentes & Oktag, 2010, p. 107)

Base (ordenada) BO Proceso

Un individuo puede reflexionar sobre el
posible orden de los elementos de la base B,
decidir cudl seré& dicho orden y establecer si
un vector dado o un conjunto de vectores
podrian escribirse como combinacion lineal
de los elementos B con el orden establecido
0 dar una base para el espacio vectorial dado.
(Ka, Trigueros & Oktag, 2008, p. 73;
Mendoza-Sandoval, Rodriguez-Vasquez &
Roa-Fuentes, 2015, p. 373)

Matriz asociada a una

Un individuo puede determinar la
representacion matricial de un operador
lineal para un par de bases especificas.
(Montelongo, 2016, p. 150)

Un individuo reconoce el paralelismo de los
vectores Avy v para cualquier espacio de
R™. Reconoce que un valor propio es un
escalar que cambia la magnitud vy
posiblemente la direccion del vector v.
(Salgado & Trigueros, 2014, p. 95)

A MATL Proceso
transformacion lineal
Valores propios; vP: VP Proceso
vectores propios.
Conjunto solucion de
un sistema de CSSE Esquema

ecuaciones

Es posible realizar operaciones de fila en una
matriz aumentada para poder encontrar el
conjunto de soluciones (Trigueros et al.,
2007, p. 2361). Ademas, dado cualquier
sistema de ecuaciones lineales se puede
encontrar el conjunto solucion.
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Un individuo puede encontrar una matriz P
Matriz semejante MS Proceso tal que, dada una matriz A se satisfaga D =
P~1AP con D una matriz diagonal.

Finalmente, la construccion de los OLD como un objeto cognitivo, podria darse en un
individuo de la manera siguiente: dado un espacio vectorial V de dimension finita n sobre un
campo F y un operador lineal O, con una concepcion proceso de base ordenada, el individuo,
encuentra una base B ordenada de V. Con su concepcién proceso de vector propio, determina
si cada vector v; € B es un vector propio de 0, con lo que concluye que O es un operador
diagonalizable (se coordinan los procesos de base ordenada y vector propio en el proceso
base especifica) el cual se encapsula en el objeto operador lineal diagonalizable al que pueden
aplicarle acciones especificas, es decir, considera que un operador lineal es diagonalizable si
puede construir una base donde cada vector de la base es un vector propio del operador lineal.
Si los v; € B no todos son vectores propios de O entonces el individuo con su concepcidn
proceso de matriz asociada a una transformacion lineal (MATL) encuentra la representacion
matricial de O respecto a la base B, es decir [0g]. Con su concepcion proceso de matriz
semejante, encuentra una matriz diagonal D, si existe, tal que D = P~1[0]gP con lo que
concluye que O es un operador diagonalizable (coordina el proceso MATL con el proceso de
matriz semejante en el proceso matriz diagonal) el cual se encapsula en el objeto operador

lineal diagonalizable al que pueden aplicarle acciones especificas (ver Figura 1).
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Dimension de V
Campo

(Objeto) - (Objeto)
If
1
____________ -
Base ordenada B = :- ! I |
V1, . Vn) Operador lineal O Espacio vectorial V Base ordenada B =
(Procesoy T~ T~ (Objeto) (Esquema) Wi Vn)
BO 1 OL EV (Proceso)
i ! BO
1
_______________ ]
I s % .
1 Matriz asociada a una Matriz
I transformacion lineal semejante
! [015,[0]8,,[01s, A= P7'[0]gP
: (Proceso) (Proceso)
0(v) = Av, con MATL o MS
v+0 Coordinacion de los
Valor y vector Procesos
propio
AL v
(Proceso)
I .
1 Coordinacion de los Matriz
1 Procesos diagonal D
! D = P~ 1[0]gP
: (Proceso)
! Encapsulacion
! V [0]5,[05,,[015, _es
| i semejante a una matriz
Encapsulacion diagonal
l V v € B se cumple que g
O() =Av,conv # 0
es;i?feica @) Operador lineal diagonalizable
----------------------- - OLD
& ’}‘;CE“") (Objeto)

Figura 1.
Descomposicion Genética Preliminar de los OLD

La descomposicion genética preliminar, conjetura dos formas para la construccion de

los operadores lineales diagonalizables que un individuo puede lograr.

Disefio del instrumento de recoleccion de datos

Sobre la base en la DGPOLD se disefié un instrumento de investigacion compuesto
por un cuestionario y una entrevista semiestructurada. El cuestionario tuvo el objetivo de
validar los conocimientos basicos de Algebra Lineal que son asociados con los OLD, y que
fueron descritos en la Tabla 1. La entrevista semiestructurada se centra concretamente en los
operadores lineales considerando su representacion funcional y matricial. La entrevista tuvo
el objetivo de validar o retroalimentar las estructuras y mecanismos propuestos en la

DGPOLD para obtener la descomposicién genética de los OLD.
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A continuacion, se presenta el analisis a priori del cuestionario y de la entrevista
semiestructurada. Posteriormente, se presentan los resultados de la aplicacion del instrumento

de investigacion.

Analisis a priori del cuestionario

Se cuestiona sobre la definicién formal de los conceptos: espacio vectorial, base
ordenada de un espacio vectorial de dimension finita, operador lineal diagonalizable, matriz
diagonalizable, vector propio para un operador lineal y una matriz, matriz semejante (Figura
2). En las respuestas, se espera identificar algun tipo de estructura mental en los estudiantes

sobre dichos conceptos.
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1. ;Qué es un espacio vectorial?
2. Determinar si los siguientes conjuntos con las operaciones dadas son espacios vectoriales.

a) El conjunto de matrices de tamafio m x n con coeficientes en R, es decir, My, xn(R) con
las siguientes operaciones:

A +B = (a;j + bij)
c- A = (caij),
donde, A = (aij), B= (sz) yveeR.

b) H = {(z,y) € R? : y < 0} con la suma de vectores y multiplicacién escalar por vector
usuales.

3. {Qué es una base ordenada para un espacio vectorial de dimensién finita?

4. Sea May2(R) el espacio vectorial de matrices de tamafio 2 x 2 sobre R, determinar una base

ordenada del espacio vectorial dado distinta de B = { [a 0] \ [0 b} s [O 0} , [0 0} } con

0 0|'|0 O|"|e O[O0 d
a,b,c,d € R.
5. Dados los siguientes sistemas de ecuaciones con coeficientes reales encontrar su conjunto de
soluciones.
a) b) c)
546y = —1 1+ 3r0 = —1 1 +3w2 + 513 = —1
20 +4y =3 2r1 +4x0 =2 2r) +4xo 4+ 223 =2

31+ 620 =4 2x1 + 6x9 + 1023 = -2
6. Sean A y B dos matrices ;Qué significa que A y B sean matrices semejantes?

7. Sean R[z]3 = {ag + a17 + asx® + azx® : a; € Rparai = 0,1,2,3} v R[z]s = {ap + a1 +
asx® : a; € Rparai = 0, 1,2} los espacios de polinomios de grado menor igual a 3 y 2,
respectivamente. Considera D : R[z]s — R[z]2, definido por, f(z) — f'(z) (cada polinomio
lo transforma en su derivada). Determina la representacién matricial de D, correspondiente
a las bases ordenadas By = {1,z,2%, 2%} y B = {1, z,2?}.

8. (Qué significa que un vector sea propio para un operador lineal O7
9. ;Qué significa que un vector sea propio para una matriz cuadrada A7

10. Considera el operador lineal O : R? — R? dado por (z,y) — (z,0). Decide cudles de los
vectores del siguiente conjunto C son vectores propios de O en caso de serlo, a qué valor
propio estan asociados:

C=1{(2,0),(1,-1),(5,0),(4,1),(0,1), (0, -3),(0,0)}.
11. Define formalmente qué es un operador lineal diagonalizable.

12. Define formalmente qué significa que una matriz A € M,x,(R) sea diagonalizable.

Figura 2.
Cuestionario

Por otro lado, se pide determinar el conjunto solucion para tres sistemas de ecuaciones

lineales; el primer sistema tiene una unica solucién, el segundo sistema no tiene solucién, y el
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tercer sistema tiene infinitas soluciones. Se considera que un individuo con una concepcion
proceso del conjunto solucién de un sistema de ecuaciones (CSSE) podra calcular las
soluciones requeridas independientemente de cual sea el caso. Otro problema, se pide
construir la matriz asociada a una transformacion lineal cuando la base de llegada es distinta
a la base de salida. Se espera que a partir de una concepcion proceso de la matriz asociada a
una transformacion, los estudiantes logren determinar la representacion matricial.

En otro problema, se pide determinar cuéles de los elementos de un conjunto de
vectores de R? son vectores propios, dado un operador lineal de R? a R?, se espera que con

una concepcion accion de vector propio el estudiante logre identificar a los vectores.

Analisis a priori de la entrevista semiestructurada

La entrevista constd de los problemas trece al diecisiete (ver Figura 3). En principio se
considera un operador lineal definido en R3 y busca dos representaciones matriciales en bases
distintas, se espera que un individuo con una estructura proceso de la matriz asociada a una
transformacion lineal logre determinar ambas representaciones. Luego, se pide encontrar una
matriz diagonal D y una matriz invertible P tal que se satisfaga la relacion D = P~1AP para
una matriz A cuadrada de dos por dos cuyos valores propios son diferentes. También, considera
una matriz cuadrada de dos por dos y se cuestiona sobre si es diagonalizable, se espera que con
una concepcion proceso de matriz semejante se logre resolver ambos problemas. Ademas, se
consideré un operador lineal definido sobre R? y otro definido sobre R3, y se le pide al
estudiante que determine si el operador lineal dado es diagonalizable. El objetivo de estos
problemas es validar o retroalimentar la construccion propuesta en la descomposicion genética

preliminar.
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13. Considera la aplicacién lineal f : R® — R3 tal que f(x,y,2) = (6x + 42,2 + 2y + z, -3z —
z). Encuentra la representacion matricial [f]g respecto a la base candnica ordenada B y la
representacién matrical [f]pg, respecto a la base ordenada B; = {(1,0,—-1),(0,1,0), (4,1,-3)}

14. Encuentra una matriz diagonal D y una matriz invertible P tales que D = P~' AP, para la

matriz A = ﬁ ;] € Msxa(R).

1 2

15. Dada la matriz A = [O 1

} LA es diagonalizable? Justifica tu respuesta.

16. Decide si el operador T : R? — R? definido por T'(z1, z2) = (24z1 + 202, =30z — 2623). Es
diagonalizable el operador lineal dado. Justifica tu respuesta.

17. Sea T : R?* — R? definido por T'(x1, %2, 23) = (221 — T2 — 73,71 — 23, —71 + T2 + 273). Es
diagonalizable el operador lineal dado. Justifica tu respuesta.

Figura 3.
Entrevista Semiestructurada

Una caracteristica importante de los problemas del 14 al 17 es que se consideran
implicitamente los casos: i) cuando los valores propios son distintos y la matriz y operador
lineal son diagonalizables; ii) cuando los valores propios tienen multiplicidad algebraica mayor
qgue uno Yy la matriz no es diagonalizable; iii) cuando un valor propio tiene multiplicidad

algebraica mayor que uno y es diagonalizable.

Aplicacion del instrumento de investigacion

Primero se aplico el cuestionario, el cual fue dividido en dos sesiones, en dias distintos,
sesion 1y sesion 2. En la sesion 1, se respondieron los problemas del 1 al 6, en un tiempo de
hora y media y, en la sesion 2, los problemas del 7 al 12 en una hora. Asimismo, la entrevista
semiestructurada se realizo en dos sesiones, en dias distintos, sesion 3y sesion 4, y fue grabada
en video y transcrita totalmente. En la sesion 3, se profundizo sobre los problemas 12 y 13 en
un tiempo de una horay, en la sesion 4, sobre los problemas del 14, 15, 16 y 17 en un tiempo
de hora y media. Para responder el instrumento Unicamente se permitio papel y lapiz, y fue

aplicado de manera individual.
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Analisis de datos

El andlisis de los datos se hizo en dos momentos. El primer momento, consistié en
analizar las respuestas del cuestionario sobre los conocimientos bésicos asociados a los
operadores lineales diagonalizables. Posteriormente, se revisaron las respuestas de los
estudiantes centrando la atencion en la definicion del concepto y cdmo lo utilizaban para
responder los problemas. En un segundo momento, se reviso la transcripcion de la entrevista,
centrados en identificar las construcciones que establecieron los estudiantes y no fueron
consideradas en el analisis tedrico pero emergieron en sus respuestas, logradas por los
mecanismos mentales que pusieron en juego. Posteriormente, se establecio si el estudiante en
su respuesta mostro evidencia de la construccion propuesta a priori, 0, en caso contrario se
propuso que construccion se evidencid a partir de sus respuestas.

Finalmente, se triangulé la informacién entre los investigadores y resulto parte de la
evidencia para la construccion de los OLD.

En lo que sigue, la presentacion de resultados se ha organizado, en primer lugar, con
base en las respuestas al cuestionario y, en segundo lugar, sobre la entrevista. Se denota a los
estudiantes por E1, E2, E3, E4 y E5. Al entrevistador se denota por E. Se utiliza la simbologia
definida con antelacion (ver Tabla 1), por ejemplo, MATL-Matriz asociada a una

transformacion lineal.

Resultados
Cuestionario: respecto a las definiciones

Los cinco estudiantes lograron dar algunos axiomas que se deben satisfacer para que
un conjunto no vacio junto con una operacion llamada "+" y una aplicacion (operacién externa)
sea un espacio vectorial, es decir, se muestra evidencia de una estructura esquema-EV, su nivel

de desarrollo dependeréa de las relaciones que establezcan para resolver problemas matematicos
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donde los espacios vectoriales estén involucrados. Se muestra como ejemplo de evidencia la

respuesta de E1 y E2 (ver Figura 4 y Figura 5).
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Respuesta de E1 al Problema 1

Respecto a la base ordenada los estudiantes E1, E2, E3, E4 y E5 fueron capaces de dar

la definicién de base de un espacio vectorial pero en algunos casos omiten el orden en la base

al dar su definicion de este concepto. Se muestra como ejemplo de evidencia la respuesta de

E2y E4 (ver Figura 6 y Figura 7).
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Respuesta de E2 al Problema 3
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Respecto a los vectores propios de un operador lineal y de una matriz, en la ecuacion
0(x) = Ax 0 Ax = Ax, E1 no escribid que se buscan los vectores distintos del vector cero para
ambos casos. E2 s6lo fue capaz de definir los vectores propios para el caso de matrices. E3
manifestd que los valores que deben ser distintos de cero son los escalares, pero reconoce a los
vectores propios como aquellos que bajo el operador lineal van a un mdltiplo del vector. E4
respondié adecuadamente para ambos casos. E5 no escribio que se buscan los vectores distintos
del vector cero para ambos casos. Se muestra como ejemplo de evidencia las respuestas de E1

(ver Figura 8 y Figura 9) y E3 (ver Figura 10 y Figura 11).
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Figura 8.

Respuesta de E1 al Problema 9
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Respuesta de E1 al Problema 8
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o.
N N o= cot con C#
b) v 0a Venos Quees e\ cod\  Se  conr

o A e Molaxn (W)

Figura 11.
Respuesta de E3 al Problema 9
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Respecto a la cuestion de definir un OLD, E2 no respondio. E1, E3, E4 y E5 intentaron
dar la definicion por medio de la representacion matricial del operador lineal respecto a una
base, que proporcionar la definicion de un operador lineal diagonalizable en su representacion
funcional, es decir, respondieron de acuerdo a la definicion de Friedberg, Insel y Spence (1982,
p. 233) y Poole (2011, p. 527). Respecto a una matriz diagonalizable E1, E4 y E5 fueron

capaces de proporcionar la definicion dada en Nicholson (2018, p.186) de matriz

Yaa V€V, Te(V) 2T e Joﬁm\"np.},fe PR fhe J'ugwn’imue 5 Jon paliy eme g e Jv‘oﬁwva’
adeV g by oo Juy.w" »@ f'h Pz éagoual
Figura 15. Figura 15.
Respuesta de E4 al Problema 11 Respuesta de E4 al Problema 12
. mefmr{a,u Jw?/T L1 e
” j‘:gwj /eojfjm@ thop sz 34?5 K " it ? ‘{”‘?3‘”/'&5& wh Jpl
sl 6T By e 2 i i’f’mf
Figura 15. Figura 15.
Respuesta de ES al Problema 11 Respuesta de E5 al Problema 12

diagonalizable. E2 no respondio la pregunta. E3 considerd que las matrices diagonalizables a
partir de operaciones elementales se pueden llevar a una matriz diagonal, se muestra como
ejemplo de evidencia las respuestas de E4 (ver Figura 12 y Figura 13) y E5 (ver Figura 14 y
Figura 15).

Esta tendencia de definir a los operadores lineales diagonalizables, como aquellos que
tienen su representacion matricial semejante a una matriz diagonal, puede influir de tal manera

que se manifieste como una forma de construir al concepto OLD.

Cuestionario: respecto a las estructuras previas

Los estudiantes E1, E2, E3, E4 y E5 mostraron evidencia de evocar a su esquema-EV

en un nivel trans-EV, basando su coherencia en los axiomas que debe satisfacer un espacio
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vectorial. Se muestra como ejemplo la respuesta de E2 y E3 al inciso b, del problema 2 (ver

Figura 16 y Figura 17).

\3\?\‘5 co CORNO ehocna yoew \a OReslNon XC
. 7 l m“\\ \(\\m‘\o\r ®« ¢ (.:r.- L W‘\«, ’( \ f‘r‘; Ao
et Qes oy Corcedecomod == : i
: elon-gye(-10,-1 )=o) f
Figura 17, Figura 17.
Evidencia del Esquema-EV de E2 Evidencia del Esquema-EV de E3

Con respecto al concepto de base ordenada, los cinco estudiantes evidenciaron una
estructura proceso, dado que, son capaces de dar un orden diferente en la base y siguen
considerando como base al conjunto dado. E4 construyé una base distinta dando evidencia de
una concepcion proceso de base. Se muestra como ejemplo lo que respondieron E2 y E4 (ver

Figura 18 y Figura 19).

11 1o

Figura 19. Figura 19.

Concepcion Proceso BO de E2 Estructura Proceso de BO de E4

Derivado de las respuestas de los cinco estudiantes, se puede concluir que tienen una
concepcidn proceso del conjunto de solucion de un sistema de ecuaciones lineales (CSSE), es
decir, cuando sea necesario podrian determinar el conjunto solucién para algin sistema de
ecuaciones lineales ya sea que tenga solucion unica, infinitas soluciones o no tenga solucion,

segun sea el caso. Se muestra como ejemplo la respuesta de E4 (ver Figuras 20, 21y 22).
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Respuesta de E4 al Problema 6. Inciso c
Todos los estudiantes evidenciaron una concepcién proceso de la matriz asociada a una

transformacion lineal y no tuvieron dificultad en calcular la representacion matricial de las
transformaciones lineales en los problemas 7 y 13. Como ejemplo, se muestra evidencia de las

respuestas de E2 y E5 (ver Figura 23 y Figura 24).

Figura 24.

Figura 24.
Concepcion Proceso de la MATL de E2

Concepcion Proceso de la MATL de E5

E4 y E5 evidenciaron una estructura accion de vector propio al resolver el problema 9

(ver Figura 25 y Figura 26).
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Resultados sobre la entrevista

En lo siguiente se muestra la viabilidad de la construccién propuesta en la
descomposicion genética preliminar, a partir del analisis de algunos extractos de las entrevistas.
Ademas, se muestran dos ejemplos de como se alcanza la construccién de los OLD.

Con respecto al problema 16, E2, E3 y E4 respondieron de manera similar. Se muestra
como ejemplo lo que realizo el estudiante E2. Primero, E2 con su concepcidn proceso de base
ordenada proporcioné una base para el espacio vectorial R?, luego, menciond que el problema
se reduce al analisis de diagonalizacion de la representacion matricial (ver Tabla 10).

Tabla 2.

Fragmento de Entrevista al E2 ante el Problema 16. Parte 1

Dialogo Representacion

E: Te da un operador. ¢ Y ese operador donde esta? Figura 27
E2: De R? en R?, el espacio vectorial.

E: Ok, y se te pregunta si ese operador es

diagonalizable. ;Qué significa? TG mencionaste un h ,

poco. §) Copon 2 dot a5 ln), 602 (u) . B.5e oy
E2: Dada una base, o sea, encuentra una matriz T(e)s (4, -30) Lo T
asociada a ese operador y si esa matriz es Tle):s (0 ne) B kot -2¢) o by
diagonalizable, entonces ese operador es Siianie SRS \ N
diagonalizable. s hx el o
E: Bueno al menos aqui ya tienes mas elementos, W—‘z)f-m‘;‘.\;* wosp -
tienes espacios vectoriales, y tienes un operador, ya en -} Y L 8 S
este caso como tienes espacios vectoriales puedes Mrahagao b
ocupar toda la teoria de espacios vectoriales que te B)lhet)as - [ T e s":' \‘
N ¢ T30 26 /\ %/ (i
sepas.' r=b ey , ‘ ;
E2: Aja N [Pt pen)
E: ;{Cémo hacerle para...? \o 1/ ookl (0
E2: No sé, cojamos la base candnica (escribié, B =
{81, €z })

E: ¢ Ok, y ahora qué tienes?

Respuesta de E2 al Problema 16. Parte 1
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E2: Se reduce al andlisis de la diagonalizacion de esta
matriz (sefialé Ag, en la Figura 27).

Posteriormente, E2 considero que busca los vectores distintos de cero (x # 0) en la
relacion Ax = Ax,y logré determinar los vectores propios. Ademas, mostro evidencia de una

estructura proceso de vector propio, dado que, mencioné que para determinar mas vectores
propios asociados al valor A = —6, tienen que ser proporcionales a [_23] (ver Tabla 11).

Tabla 3.

Fragmento de Entrevista al E2 ante el Problema 16. Parte 2

Dialogo

E: A ver, ya tenemos calculados los valores propios —6 y 4, ahora nos faltan los vectores
propios. ¢Recuerdas cdmo se calculan? Recordemos que es un vector propio.
E2: Un vector distinto de cero que satisface esta relacion (Ax = Ax).
E: Ok, méas aln, ya tenemos ese A, bueno ya encontraste ese A, ahora podrias dar un vector propio
asociado, al valor propio —6.
E: ¢Eso seria uno? ¢Si verifico? ;Si sale?
E2: Verificamos... (Escribio, Figura 28).

E: Ahorasi.
E2: Ya.

[...]
E: ¢Si satisface?
E2: Si.
E: Bueno ya tienes uno. ¢Pero de esos hay varios?

E2: Cualesquiera que esté en esta proporcién (sefiald, x = (_23) en la Figura 28).

E: Ya tienes uno ¢coOmo encuentras otro?

E2: ¢{ Asociado a este mismo autovalor?
E: Bueno para el otro autovalor, porque para este ya me dijiste que si tiene la misma
proporcion.

Representacion
Figura 28.

Respuesta de E2 al Problema 16. Parte 2
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Se considerd necesario orientar al estudiante E2 con la definicion de OLD en el

sentido de Hoffman y Kunze (1973, p. 183), debido a que mostrd evidencia de tener dominio

acerca de las estructuras previas y entonces, podria proporcionar una base propia, sin

embargo, E2 recurrid a la definicion de Friedberg et al. (1982, p 233), para resolver el

problema (ver Tabla 12).

Tabla 4.

Fragmento de Entrevista al E2 ante el Problema 16. Parte 3

Dialogo Representaciones
E: Te pregunto esto porque, no perdamos el foco. ¢ Qué estas Figura 29.
buscando?
E2: La matriz invertible. Respuesta de E2 al Problema
E: Esa es una, la otra es, si existe una base, en este caso, quien es 16. Parte 3

T, va de R? a R?, si existe una base de R?, donde cada vector
suyo formen una base para decir que ese operador es
diagonalizable, ;Puedes construir una base, cuantos vectores
necesitas para formar una base en R??
E2: Dos.
E: ¢Con el otro autovalor podras encontrar otro vector propio?
E2: Que sea linealmente independiente... Aja... y por tanto T
seria diagonalizable.
E: Exacto, si se logra hacer eso.
E2: Ya (escribid, Figura 29).

(..)
E: Encontraste otro, ok. ¢Ya comprobaste que es vector propio?
E2: No.
E: Supongamos que si ;No?
E2: Es la matriz P formada por los vectores columnas que son los
autovectores... (Escribio, Figura 30).
E: Y ya? Tutienesa P ;Y esa P para qué?
E2: Para buscar su matriz invertible.
E: Ok.
E2:iY ya! jSil..., ya te quedaria similar a esa (sefial6 D).

e K, + 20X = x)
— BOo W, —FEC X= = S

e ¥ +2o¥=—0o

— SDOoK p = B3OXN2 =06 -

—f N g —I°C Tz = o -

*® =70 o Rty
(2D
Figura 30.

Respuesta de E2 al Problema
16. Parte 4

Por otro lado, se muestra evidencia de otra forma de proceder y lograr construir los
OLD. La evidencia se tomé del estudiante E5, quien con su concepcidn proceso de base
ordenada proporcioné una base para R3. Posteriormente, con su concepcion proceso de MATL
determind la representacion matricial del operador lineal respecto a la base que propuso (ver

Tabla 13).
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Tabla 5.

Fragmento de Entrevista al E5 ante el Problema 16. Parte 1

Dialogo Representaciones
E: ;Qué? Figura 31.
E5: Aqui estos son x4, x,.
E: ¢ Qué estas haciendo?
E5: Igual hallando la matriz en la

Repuesta de E5 al Problema 17. Parte 1

base canénica. Me dié uno y dos Sl S 2] _ ,

(escribid, Figura 31). [' =S N e

E: ¢Los valores propios? - srea® 0 o 1

ES5: Ya es diagonalizable. inas = - i 12T
(22D

Después, E5 con su estructura proceso de valor propio encontré los valores propios
asociados a la representacion matricial del operador lineal que determind. E5 mencioné que
al valor propio de multiplicidad 2 tiene dimensién geométrica 2 y por tanto el operador lineal
es diagonalizable (ver Tabla 14).

Tabla 6.
Fragmento de Entrevista al E5 ante el Problema 17. Parte 2

Dialogo Representaciones
E5: Si es diagonalizable. Figura 32.
E: ;Por qué?
E5: Porque ya hallé la dimension geométrica
doble y da dos. Ya el otro simple no hay que

calcularlo. |-l -] :
E: ¢ Cuél tiene multiplicidad dos? [ -l - 1_ 5 g 0 9 [x][ﬂ
E5: El uno. E(}j;j\ | &l ;‘0 000 / 0

E: ;Cuéles son los valores propios?

Respuesta de E5 al Problema 17. Parte 2

E5: Unoyglos. _ _ v :) H;a

E: ¢Por qué es diagonalizable? ﬂ :
E5: Porque para el doble (sefiald, 2 = 1) es 2 (“ 0) (i olj); ety 2
de dimension dos, el espacio propio. El otro a3 5%\ &E CL%JW 't

como es simple la dimension va ser uno (ver
Figura, 32).

Derivado de la respuesta de E5, se le preguntd por qué es suficiente comparar la
dimensién geométrica de un valor propio con respecto a la multiplicidad algebraica para saber

que el operador lineal dado es diagonalizable (ver Tabla 15).
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Tabla 7.

Fragmento de Entrevista al E5 ante el Problema 17. Parte 3

E: .Y eso qué?

E5: Ya es diagonalizable.

E: ¢Pero por qué? ;Cudl es la definicién de que un operador lineal sea diagonalizable?

E5: Bueno que la multiplicidad algebraica de sus valores propios coincida con la dimension
geomeétrica.

E: (Eso significa que un operador....?

E5: O puedes verlo como que existe una base que ese operador lineal en esa base tiene forma
diagonal.

E: Ok.

E5: Pero al final esa base es Ilamada, base propia. Que esta formada por la base de los
subespacios propios.

E: jAh bueno! Pues deme esa base.

E5: No te la puedo dar porque no la he calculado, aqui no me pide eso. Habria que hallar la base.
E: Ok, y cdmo es que ya sabes que es diagonalizable.

E5: Porgue cuando es simple no hay que calcularlo, porque la dimensidn, coincide con uno.
E: Ok, bueno primero estos dos vectores son propios (sefiald6 A = 1y A = 2) (Como verifico
eso?

E5: Con la definicion. Habria que evaluar el vector en el operador y ver que existe un A por eso.
Perfecto no me equivoque si son valores propios como se esperaba (escribio, Figura 33).

E: Segln tus cuentas esos son valores propios.

E5: Si.

E: ¢(El otro?

E5: No lo pedia.

(1, Lod=(4,4,0) =4 (4,40
7;)&/\/ 7/(2_75,/),47:/&:

0/)/’0
T(404)= (4,2 4 = 4 491

2/&/‘/ Veelar propre

/7,¢/,//J "

Figura 33.
Respuesta de E5 al Problema 17. Parte 3

Finalmente, con una estructura objeto de dimension geométrica y multiplicidad
algebraica, E5 compar6 estos valores para determinar si el operador lineal es diagonalizable.
La construccion de él tiene coherencia porque justificd si la dimensién geométrica y
multiplicidad algebraica coinciden y entonces se puede construir una base con representacion
matricial en esa base diagonal (ver Tabla 16).

Tabla 8.
Fragmento de Entrevista al E5 ante el Problema 17. Parte 4

E: Bueno, a ver... si me preguntan ;/Ese operador lineal es diagonalizable?
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E5: No es necesario calcular todos cuando es simple, nada mas hay que calcular los que no sean
de multiplicidad uno.

E: ¢Qué significa eso? ;Qué yo debo responder a partir de la dimension geométrica y algébrica?
E5: Si.

E: Yo podria responder a partir de ahi.

E5: Claro, es diferente al uno (se refirio al primer problema) que me piden la matriz.

E: ¢La definicion que conoces de operador lineal diagonalizable es?

E5: Que un operador lineal es diagonalizable tenga forma diagonal, es decir, que la
representacion matricial del operador lineal en esa base sea diagonal.

E: Esa es una forma de caracterizar a un operador lineal diagonalizable.

E5: Mmmju

E: Hablas de una base...

E5: Si, pero yo no tengo que dar la base porque ahi me dice es diagonalizable y yo digo si, y
puedo decir que si existe la base.

E: ¢ Por qué existe esa base?

E5: Porque cumple las condiciones necesarias y suficientes.

E: Ok.

E5: Bueno te voy a dar la base.

E5: Pero esta visto y probado que con aquello era suficiente. Aqui la base propia (escribié Figura
34).

Bl2a=2) / [ i-57

I L R
7 SIFE T Zl/y

R o prape 4o {(V,dj, (4,64, (3,113}
Figura 34.
Respuesta de E5 al Problema 17. Parte 4

Conclusiones

Con base en el analisis de los datos se logr6 obtener la descomposicion genética de los
OLD, sus estructuras se validaron en funcidn de las propuestas en la DGPOLD. De acuerdo a
Trigueros (2019), si a partir de los resultados se comprueban las construcciones previstas por
el modelo preliminar, entonces la descomposicion genética es validada. Ademas, se adhieren
como estructuras previas las siguientes: polinomio caracteristico como un proceso, en esta, un
individuo es capaz de calcular el polinomio caracteristico de cualquier matriz cuadrada;
multiplicidad algebraica como objeto, en la cual el individuo considera la potencia del valor
propio como el nimero que es solucion del polinomio caracteristico; y dimensién geométrica

como objeto, en esta estructura los individuos la consideran como el niumero de vectores
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propios que se pueden determinar. Al menos estas estructuras deben estar en un individuo al
momento de construir los OLD, dado que la evidencia recolectada garantiza que los individuos
que las poseian eran capaces de diagonalizar o decidir si un operador lineal se puede
diagonalizar.

El modelo cognitivo, describe dos trayectorias en la construccion de los OLD, es decir,
se identificaron dos caminos de aprendizaje que siguieron los estudiantes en la construccion
del concepto de estudio.

La primera trayectoria de construccién de los OLD se describe como sigue: dado un
espacio vectorial V de dimension finita n sobre un campo F y un operador lineal O sobre él,
con una concepcion proceso de base ordenada, el individuo encuentra una base ordenada B de
V. Luego, con su concepcién proceso de la matriz asociada a una transformacion lineal
(MATL) encuentra la representacion matricial de O respecto a la base B ([0g]).
Posteriormente, con una concepcién objeto de dimensién geométrica y multiplicidad
algebraica, compara estos valores para determinar si el operador lineal es diagonalizable. La
segunda trayectoria de construccién de los OLD se describe a continuacion: dado un espacio
vectorial V de dimensién finita n sobre un campo F y un operador lineal O sobre él, con una
concepcidn proceso de base ordenada, el individuo, encuentra una base ordenada B de V.
Posteriormente, con su concepcion proceso de la matriz asociada a una transformacion lineal
encuentra la representacién matricial (MATL) de O respecto a la base B, es decir [0g]. Luego,
coordina el proceso MATL con el proceso matriz semejante en el proceso matriz diagonal, es
decir, encuentra una matriz diagonal D y una matriz P (invertible), si existen, tales que D =
P~1[0]gP, con lo que concluye que O es un OLD. Después, se encapsula el proceso anterior

en objeto OLD al que pueden aplicarle acciones especificas. (Ver Figura 35).
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Dimension de V

Campo
(Objeto) (Ob]j)e t0)
| l
_____________ o
' ' |
1 '
Operador lineal 0 Espacio vectorial V Base ordenada B = {vy,...,v,}
(Objeto) (Esquema) (Proceso)
11O EV BO|
I | 1
L e i e o s 1 .i ________________ 1
v M e
Matriz asociada a una seuilzt'ral;le
Polinomio caracteristico transformacion lineal A P_Jl [0]zP
Pio),() =det([0]p — 1) 4= = = = = = = = === = [0]5,[0]5,.[0]5, _ (Pmceso)B
(Proceso) (Proceso) MS
| MATL
: Coordinacién de los
| I Procesos
|
I

Multiplicidad algebraica Dimensién geométrica
max{k € {1, ..., n}: (x — ))* dividea Pjg), ()} = = = = = dimE;
(Objeto) (Objeto) Matriz
diagonal D
= D =P1[0]zP
Accidn especifica (Proceso)

Encapsulacion
A4

[0]5,[0],,0]3, _ es

semejante auna
matriz diagonal

Operador lineal diagonalizable
--------------- > OLD
(Objeto)

Figura 35.
Modelo Cognitivo de los Operadores Lineales Diagonalizables

Nota: EI modelo muestra dos trayectorias de construccién de los OLD. Los segmentos de lineas

punteadas muestran la primera trayectoria y los segmentos de lineas continuas muestran la segunda trayectoria.

Cabe mencionar que la segunda trayectoria se presentd con mayor frecuencia, pues los
estudiantes entrevistados respondieron considerando un operador lineal diagonalizable en el
sentido de Friedberg, Insel y Spence (1982, p. 233).

La principal diferencia entre estos dos caminos de aprendizaje en la construccion del
concepto de estudio, radico en que por un lado se busca comparar la dimension geométrica con
la dimensién algebraica y por el otro lado se busca una matriz diagonal que sea similar a la
representacion matricial del operador lineal dado, es decir, un individuo con una concepcion

proceso de matriz semejante prefiere determinar si la representacion matricial del operador
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lineal es semejante a una matriz diagonal que, coordinar los procesos base ordenada y vectores

propios, en el proceso base propia.

Declaracion de disponibilidad de datos

Los datos que respaldan los resultados de este estudio seran puestos a disposicion por el autor

correspondiente, [EMS], previa solicitud razonable.
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