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Resumo

Este artigo analisa as respostas que estudantes de um curso de licenciatura em matematica no
Brasil ofereceram em uma avaliagdo final. Buscou-se identificar aspectos cognitivos
relacionados a construcéo de tabelas. As atividades envolveram conhecimentos pertinentes a
coleta, representacgéo, leitura e interpretagcéo de dados em tabelas de dupla entrada, bem como
a elaboracdo de questBes cuja resolucdo requeresse conhecimentos probabilisticos e
permitisse mobilizar a leitura entre os dados da tabela. As pesquisas encontradas sobre o tema
raramente analisam a construcdo de tabelas. Para o presente estudo de caso, utilizou-se
abordagem qualitativa. Com base em autores que tratam do nivel de leitura de tabelas e da
teoria dos registros de representacdo semiotica, construimos a atividade utilizada e
analisamos a producdo de 16 alunos. Em comparacdo com uma avaliacdo diagnostica
aplicada meses antes, os futuros professores que participaram conseguiram majoritariamente
elaborar na atividade final a organizacdo dos dados em tabela e foram capazes de cruzar as
categorias em linhas e colunas para referir-se a interseccdo de eventos. Em eventos
condicionados, porém, mostraram ter dificuldades tanto em formalizar questdes quanto em

resolvé-las.
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Abstract

This paper describes a comparative analysis of the responses given by undergraduate
mathematics students in Brazil on a final assessment. The aim was to identify cognitive
aspects related to the construction of tables. The activities addressed knowledge required for
collecting, representing, reading, and interpreting data in double-entry tables, as well as for
formulating questions whose resolution required mobilising probabilistic knowledge and
cross-reading of table data. Previous studies on the subject rarely analysed the construction of
tables. A qualitative approach was adopted for this case study. Design of the activity and
analysis of subjects’ output (16 students) drew on the theory of registers of semiotic
representation and on the work of investigators who address table-reading proficiency levels.
Compared to performance in a diagnostic evaluation conducted months earlier, most of the
future teachers who participated in the final activity proved capable of organising data in
table format and crossing the categories depicted in rows and columns to successfully
interpret the intersections of events. For conditional events, however, difficulties were

detected both in the ability to formalise questions and solve them.

Keywords: probability, construction of double-entry tables, reading of double-entry

tables, professional education of teachers, semiotic representation registers

Resumen

El presente articulo describe un analisis comparativo de las respuestas dadas por estudiantes

de un curso de pregrado de matematicas en Brasil en una evaluacion final. El objetivo fue

222 Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v. 23, n. 4, p. 221-245, 2021



identificar los aspectos cognitivos relacionados con la construccién de tablas. Las actividades
involucraron conocimientos pertinentes a la recoleccidn, representacion, lectura e
interpretacion de datos en tablas de doble entrada, asi como la elaboracion de preguntas cuya
resolucion exigiese movilizar conocimientos probabilisticos y permitiese movilizar la lectura
entre los datos de la tabla. Las investigaciones encontradas sobre el tema raramente analizan
la construccion de tablas. Para el presente estudio de caso, se utiliz un enfoque cualitativo. A
partir de autores que abordan el nivel de lectura de tablas y la teoria de registros de
representacion semidtica, se construyd la actividad diagndstica utilizada y se analizd la
produccién de 16 estudiantes. En comparacion con la evaluacion diagnostica conducida
meses antes, los futuros docentes que participaron en la actividad final lograron en su
mayoria organizar los datos en una tabla y cruzar las categorias en filas y columnas para
referirse a la interseccién de eventos. Sin embargo, en eventos condicionados tuvieron
dificultad tanto para formalizar las preguntas como para resolverlas.

Palabras clave: probabilidad, construccion de tablas de doble entrada, lectura de

tablas de doble entrada, formacién de profesores, registro de representacion semiotica
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Construcéo de Tabelas de Dupla Entrada e sua Relacdo com Calculos de Probabilidade
por Futuros Professores de Matematica

A utilizacdo de tabelas de dupla entrada como ferramenta para representacdo de dados
e para calculo de probabilidades é o foco deste artigo.

No Brasil, documentos oficiais que regem a educacdo béasica, como os Parametros
Curriculares Nacionais (MEC, 1997, 1998, 2002, 2006) e a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) (MEC, 2018), indicam a importancia de trabalhar com tabelas desde os primeiros
anos escolares. A BNCC explicita as competéncias e habilidades a serem desenvolvidas pelos
alunos de educacdo béasica no ambito da matematica. Estabelece na unidade temaética
‘Probabilidade e estatistica’ que a partir do primeiro ano os alunos devem trabalhar a leitura
de tabelas simples; no segundo ano, comparar informacdes de pesquisas apresentadas por
meio de tabelas de dupla entrada; e, a partir do terceiro ano, ler, interpretar e representar
dados em tabelas de dupla entrada, o que continua a ser enfatizado nos anos subsequentes.

Na BNCC, a necessidade do estudo de tabelas é destacada também para outras areas
do conhecimento. Conjecturamos que tal destaque nesse documento deve-se também a
quantidade de informagdes que os meios de comunicagdo hoje veiculam sob essa forma de
registro. Gal (2012) aponta a importancia de se desenvolverem certas habilidades para que se
possam interpretar corretamente as informacdes probabilisticas comumente encontradas nos
diferentes meios, e destaca a necessidade de se abordarem situag0es que possam proporcionar
aos estudantes a instrugdo necessaria para acessarem, utilizarem, avaliarem criticamente e
comunicarem as mensagens probabilisticas encontradas em contextos de leitura, bem como
reagirem a elas, além de compreenderem textos que contenham graficos e tabelas de dupla
entrada.

Segundo Estrella (2014), uma tabela € uma forma de representacdo retangular que
permite mostrar clara e resumidamente os dados correspondentes a uma ou mais variaveis,

visualizar o comportamento dos dados e facilitar o entendimento das informacdes.
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Pesquisas como as de Estrada e Batanero (2007), de Contreras et al. (2010), de
Figueiredo (2019) e de Gea et al. (2020) apontam que as tabelas de dupla entrada séo aliadas
do ensino de probabilidade, mas tais estudos também identificam dificuldades e implicacGes
que a inadequada interpretacdo desse tipo de tabela pode trazer a compreensdo de conceitos
que envolvam probabilidade. Algumas dessas pesquisas e as atividades propostas por esses
pesquisadores sdo apontadas em outra secdo desse artigo, com o proposito de iluminar as
relacdes entre tabelas de dupla entrada e conceitos que envolvem probabilidade.

O presente artigo apresenta uma andlise das respostas de estudantes que haviam sido
avaliados diagnosticamente no inicio do semestre letivo e que, ao final dele, responderam
novamente a atividade, desta vez enriquecida de novos quesitos, na disciplina ‘Probabilidade’
em um curo de licenciatura em matematica.

Discutiremos nas analises a atividade final, com o intuito de compararmos a evolugao
desses alunos em relagdo a avaliagdo diagnostica quanto a aspectos cognitivos relacionados a
construgdo de tabelas, bem como quanto a elaboragdo de questbes cuja resolugdo exigisse
mobilizar conhecimentos probabilisticos e permitisse leituras entre os dados da tabela.

A aplicacdo das duas fases foi conduzida pelo professor da disciplina (que ndo é o
pesquisador). Trata-se de um estudo de caso, nos termos de Ponte (2006): tipo de

investigacao que permite conhecer uma entidade bem definida em um sistema educativo.

Algumas pesquisas que relacionam tabelas e probabilidade

Alguns estudos apontam as tabelas de dupla entrada como aliadas do ensino de
probabilidade. Tais pesquisas focalizam atividades que permitiram identificar dificuldades na
interpretacdo desse tipo de tabela, bem como possiveis implicacdes dessa auséncia de

conhecimento sobre a compreensdo de conceitos que envolvem probabilidade. Dentre esses

Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v. 23, n. 4, p. 221-245, 2021 225



trabalhos, destacamos os de Estrada e Batanero (2007), de Contreras et al. (2010), de
Figueiredo (2019) e de Gea et al. (2020).

Estrada e Batanero (2007) reconhecem que em situaces que requerem a tomada de
decisbes acertadas em meio a incerteza das circunstancias, seja no campo profissional ou na
vida cotidiana, as tabelas de dupla entrada mostram-se em grande parte Uteis para o calculo
de probabilidades, principalmente condicionais. Analisando os possiveis conflitos semioticos
vivenciados por futuros professores de matematica ao interpretarem dados de uma tabela de
dupla entrada e a partir dela calcularem probabilidades simples, compostas e condicionais,
esses pesquisadores constataram que a leitura dessas tabelas ndo € tarefa trivial para futuros
docentes, pelo menos no contexto do calculo de probabilidades.

Ao analisarem a interpretacdo que esses futuros professores deram aos dados, os
pesquisadores concluiram que os erros detectados podem estar associados a dificuldades no
ambito do conhecimento probabilistico.

Contreras et al. (2010) apontam dificuldades apresentadas por uma amostra de alunos
(futuros professores) da Universidade de Granada, Espanha ao calcularem probabilidades a
partir de uma tabela de contingéncia. Consideram que muitas das atividades docentes, como
as de selecionar tarefas para o ensino, detectar dificuldades dos alunos e propor meios de
supera-las, exigem conhecimento matematico soélido. Consequentemente, apontam que o
ensino adequado de probabilidade na educacdo bésica dependerd do conhecimento
probabilistico do professor.

No Brasil, Figueiredo (2019) aplicou a futuros professores de matematica uma
sequéncia didatica que mobilizava conceitos de probabilidade condicional em diferentes
registros de representacao, constatando que, em atividades que envolvessem leitura de dados

de tabela, houve sujeitos que ndo interpretaram os valores das interseccdes, ou seja, as
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frequéncias conjuntas e as marginais, o que dificultou as possiveis conversdes de registro,
assim como os tratamentos dentro de cada registro na sequéncia das atividades.

Em geral, pesquisas anteriores apontaram dificuldades na leitura e interpretacdo de
atividades que mobilizassem conceitos envolvendo probabilidade quando os enunciados se

baseavam nesses dados e 0s apresentavam em tabelas de dupla entrada.

Gea et al. (2020) propuseram a futuros professores da educacdo priméaria que
estudavam na Universidade de Granada atividades envolvendo a construcdo de uma tabela de
dupla entrada, para que, a partir dessa construcdo, respondessem questdes sobre as variaveis
nela contidas. Alguns participantes ndo souberam organizar as varidveis em formato tabular
e, particularmente, categorizé-las em tabela de dupla entrada. Isso nos leva a supor que ha
futuros professores que ndo entendem a estrutura dessas tabelas, nem o carater cognitivo que
elas envolvem quanto a probabilidade.

As dificuldades que os estudos acima citados apontam sobre falhas no conhecimento
probabilistico de futuros professores sdo motivo de preocupacdo, havendo por isso nos
estimulado a investigar como os futuros professores de matematica tratam o célculo de
probabilidade e o relacionam com a interpretacdo de tabelas de contingéncia.

Discutiremos a seguir 0s conceitos probabilisticos envolvidos em atividades de leitura

de tabelas de dupla entrada.

Algumas consideracdes sobre probabilidade e tabelas

Apresentaremos atividades que alguns pesquisadores aplicaram a futuros professores
e exporemos consideracdes sobre tabelas de dupla entrada e probabilidade, visando discutir
alguns conceitos envolvidos na elaboracdo dessas tabelas e conceitos probabilisticos

envolvidos em sua leitura. Focalizaremos também o modo como as atividades que relacionam
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tabelas de dupla entrada e probabilidade sdo apresentadas em alguns livros didaticos no
Brasil.
Lahanier-Reuter (2003) expde que as tabelas de dupla entrada, também chamadas
tabelas de contingéncia, sao:
[...] formadas pelo cruzamento de duas variaveis informadas. Seu desenvolvimento
requer voltar a tabela inicial de dados e contar 0s sujeitos apresentando
simultaneamente dois valores das variaveis consideradas. Essas tabelas s&o
delimitadas por quatro margens. As duas “principais” fazem fronteira com a tabela a
esquerda e acima. Elas sdo anunciadas na caixa superior esquerda. Desta vez, nao é
mais uma questdo de margens aparecerem em listas enumerativas, mas de margens
que sao variacOes de duas variaveis. (Lahanier-Reuter, 2003, p. 148)
A atividade proposta por Contreras et al. (2010) parte de uma tabela de dupla entrada
e propde questdes de probabilidade que requerem calcular probabilidades simples, conjuntas
e condicionais (Figura 1).

Figura 1.

Atividade de probabilidade (Contreras et al., 2010, p. 274).

Problema: Em uma escola os alunos respondem a uma pergunta,
obtendo-se os seguintes resultados:
Meninos Meninas  Total

Gosta de ténis 400 200 600
Nao gosta de ténis 50 50 100
Total 450 250 700

Se escolhermos aleatoriamente um desses alunos:

* Qual ¢ a probabilidade de que goste de ténis?

* Qual é a probabilidade de que seja menina e também goste de ténis?
 Sabendo que a aluna escolhida ¢ uma menina, qual a probabilidade de que
goste de ténis?

O problema proposto envolve 700 criancas classificadas de acordo com duas
varidveis: gostar ou ndo gostar de ténis; ser menino ou ser menina. As quatro células centrais
representam frequéncias absolutas da variavel bidimensional associada.

A tabela também mostra o total de sujeitos (700) e valores absolutos das marginais de

cada varidvel. Ao escolher um sujeito ao acaso, se esta conduzindo um experimento aleatério
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com os eventos A: gostar de ténis e seu complementar; e B: ser menina e seu complementar.
As probabilidades solicitadas nas trés se¢es do problema séo a probabilidade simples P(A), a
probabilidade conjunta P(ANB) ¢ a probabilidade condicional P(AIB).

Como os casos sdo todos equiprovaveis, essas probabilidades podem ser calculadas

sem formulas, pela leitura da tabela com aplicacdo direta da regra de Laplace como um

quociente de casos favoraveis e possiveis: probabilidade classica, ou seja, P(A) = % =
22 ~ 0,857.
700

e Cdlculo da probabilidade conjunta P(ANB): Como o numero de elementos n(ANB)

comparece em uma das células centrais da tabela — a de interseccdo da linha ‘gosta de

A= . ~ 200
ténis’ com a coluna ‘meninas’, P(ANB) pode ser calculada pela razéo pross 0,286.

e Caélculo da probabilidade condicional P(AIB): Sabendo-se que foi escolhida uma

menina, 0 espaco amostral se reduz a essa condicdo. Portanto, dentre as meninas

A s ~ 200
devem-se escolher as que gostam de ténis. Temos entéo: S0 = 0,8.

Em livros didaticos brasileiros para o ensino médio, sdo comuns 0s exercicios de
probabilidade em que uma parte dos dados do enunciado é apresentada em tabela de dupla
entrada. A resolugéo, portanto, requer interpretacdo e leitura dos dados nela contidos. A
Figura 2 exemplifica uma atividade desse tipo.

Figura 2.
Exercicio de livro didatico (Dante, 2016, p. 218).

26. Um grupo de pessoas esta classificado da seguinte
maneira:

Professor Advogado Dentista
Homens 60 80 50
Mulheres 90 40 30

Define-se que H: homem; M: mulher; P: professor;
A: advogado; D: dentista. Calcule cada probabilida-
de abaixo, supondo que cada pessoa tenha uma
unica profissao.

a) p(A/H) d) p(asm) g) p(P/H)
b) p(P/M) e) p(A/M)
) p(D/H) f) p(DrH)
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O item a, que pede o célculo de P(AIH), requer interpretacdo desta notacdo, que indica
que se deve calcular a probabilidade de que uma pessoa desse grupo seja advogado, sabendo-
se que € homem. Para isso, 0 aluno deve mobilizar conhecimentos sobre tabelas de dupla
entrada e de probabilidade condicional, entre os quais figuram os seguintes:

e Para obter o numero de elementos do evento H (homem), deve-se calcular a soma dos
valores das células da primeira linha da tabela, soma esta que figuraria em uma nova

célula na margem lateral direita da primeira linha de dados: n(H) = 190.

e Para calculo de P(AIH), deve-se identificar na interseccdo de linhas e colunas a célula

gue apresenta o numero de elementos correspondentes a ser homem (H) e advogado

n(ANH) _ 80 _
n(H) 190

(A): n(ANH) = 80. A probabilidade procurada sera entdo: P(AIH) =

0,421.

A resolucdo de todos os itens desse exercicio envolve, portanto, ler na tabela os dados
referentes ao nimero de elementos dos conjuntos — conhecimento fundamental para a
resolucdo desse exercicio, que permite ater-se a definicdo classica de probabilidade.

Embora tanto as atividades da Figura 1 quanto da Figura 2 partam de tabelas de dupla
entrada, sdo apresentadas em registros diferentes: a primeira atividade utiliza lingua materna;
a outra envolve registro simbdlico.

A atividade proposta por Gea et al. (2020) (Figura 3), diferentemente da anterior,

parte da leitura de um texto e pede que se construa uma tabela de dupla entrada que permitira

responder algumas das questdes.
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Figura 3.

Atividade proposta a futuros professores de matematica (Gea et al., 2020, p. 355).

Tarefa: O professor de matematica da quinta série entrevistou seus 100 alunos para descobrir
quantas horas de estudo eles gastaram preparando-se para o exame. Ele queria investigar se
estudaram menos de 5 horas, entre 5 e 10 horas ou mais de 10 horas. Dos 53 alunos que
estudaram mais de 10 horas, 2 foram reprovados; daqueles que estudaram entre 5 e 10 horas, 15
foram aprovados, enquanto dos 25 alunos que estudaram menos de 5 horas apenas 5 foram
aprovados.

Construa a tabela de dupla entrada com as informacGes do problema e responda, de forma a
interpretar as seguintes questdes, indicando as opera¢des que vocé executa para responder cada
uma delas.

1. Quantos alunos passaram tendo estudado menos de 10 horas?

2. Quantos alunos do sexo masculino e feminino estudaram para o exame por mais de 5 horas?
3. Quantos alunos foram reprovados tendo estudado entre 5 e 10 horas?

4. Qual ¢ a taxa de reprovados?

5. Que porcentagem de alunos estuda mais de 10 horas para se preparar para o exame?

6. Considerando apenas os alunos reprovados no exame, qual o percentual dos que tenham
estudado menos de 5 horas para se prepararem para 0 exame?

7. Qual a porcentagem de alunos que estudaram entre 5 e 10 horas e passaram no exame?

8. Entre os alunos que estudaram mais de 10 horas, qual a porcentagem dos que passaram no
exame?

Nos exemplos anteriores, as questdes indagavam diretamente sobre probabilidades, ao
passo que esta atividade se atém a levantar questfes sobre frequéncias condicionais (questes
1, 3, 6 e 8), marginais (questdes 2, 4 e 5) e frequéncia conjunta (questdo 7) em uma tabela de
dupla entrada que deve ser construida (Tabela 1).

Tabela 1.

Tabela de dupla entrada construida com dados da atividade. (Adaptado de Gea et al., 2020,
p. 356.)

B: Resultados dos exames

A: Tempo de estudo B1: Aprovados B2: Reprovados Total
Ai: menos de 5 horas 5 25
Ay entre 5 e 10 horas 15

As: mais de 10 horas 2 53
Total 71 29 100

Para responder as questdes, os alunos devem completar as células cujo contetido nao

foi explicitado no enunciado. As questdes ndo pedem diretamente as probabilidades, pois ndo
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se trata de um experimento aleatério, embora questbes que solicitam porcentagens de
ocorréncia de eventos mobilizem conhecimentos que se poderiam relacionar com célculos

probabilisticos.

As atividades aqui propostas nos guiaram a elaborar uma nova pesquisa que partisse
também da construcdo de tabelas de dupla entrada, bem como a cogitar em possiveis
questionamentos pertinentes ao tema escolhido. A seguir, apresentaremos 0 marco tedrico

adotado para a andlise de nossa atividade.

Marco teorico

Duval (2003a), autor da teoria de registros de representacdo semiotica, descreve que a
leitura e interpretacdo de gréficos e tabelas ndo ocorrem de forma simples, pois requerem
ativacdo de varias funcdes cognitivas. Considera que o estudo de gréaficos e tabelas deve se
pautar no transito entre diferentes tipos de registro, cada um dos quais requer um tipo de
tratamento.

As atividades que envolvem probabilidade podem mobilizar alguns registros de
representacdo, dentre 0s quais destacamos o registro em lingua natural (contetdo de
enunciados ou abordagem de termos probabilisticos), o registro figural (tabelas de dupla
entrada, além de diagramas de arvore) e o registro simbolico em forma algébrica (uso de
férmulas) ou numérica (razdo que quantifica a probabilidade). As atividades que propusemos
a alunos de licenciatura em matematica envolvem esses trés tipos de registro.

Duval (2003b) exp6e que os tratamentos s@o transformacdes de representacdo dentro
de um mesmo registro e que as conversdes sdo transformacdes de representacGes que
consistem em mudar de registro — por exemplo, passar da lingua natural a representacao
simbdlica ou a uma razdo numérica. As atividades que envolvem célculo de probabilidade

requererem registros, cuja expressao envolve tratamentos e conversoes.
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Estrella et al. (2014) identificam quatro niveis (Quadro 1) para a compreensdo da
leitura de tabelas, inspirando-se na classificacao de Curcio (1989).

Quadro 1.

Niveis de interpretacéo de tabelas.

Ler as células, leitura pontual para associar apenas os dados. Uma leitura pontual
que atende aos dados da célula, mas sem interpretacdo. Ela pode operar, mas nao

Nivel 1 . . . >
compara nem interpreta, e dispensa totalmente os titulos (a variavel e suas
categorias).

Nivel 2 Ler a estrutura bésica da tabela e os relacionamentos contidos nela, comparar e

interpretar, operar com dados da célula e dispensar parcialmente alguns dados.

Ler, interpretar e comparar os calculos contidos na tabela ou aqueles produzidos
Nivel 3 |a partir dela, usando conhecimento do contexto externo ou interno de dados, e
também incluir e reformular a tabela.

Ler além da tabela (leitura construtiva total). Este nivel inclui também a
formulacdo de outra representacdo com base em toda a tabela. Inclui a
formulacdo de outra representacdo (algébrica, gréfica, tabular ou semitabular)
com base em toda a tabela.

Nivel 4

Fonte: Adaptado de Estrella et al. (2014).

Os textos aqui ja citados constituiram referenciais para nossa pesquisa, tanto na
elaboracdo das atividades aplicadas como na analise de seus resultados. Para o trabalho com
probabilidade e tabelas, nos pautamos particularmente na teoria dos registros de
representacdo semiotica de Duval (2003a, 2003b) e nas categorias de interpretacdo de tabelas

propostas por Estrela et al. (2014).

Metodologia e procedimentos metodolégicos

Empreendemos uma pesquisa qualitativa de tipo estudo de caso, nos termos de Ponte
(2006), visando conhecer uma entidade bem definida em um sistema educativo. Para isso,
tomamos como ponto de partida a comparacdo entre uma atividade diagnostica e outra final
propostas a alunos de licenciatura em matematica, bem como a analise de alguns documentos
institucionais, algumas ementas de disciplinas que contemplam a probabilidade nesse curso e

relatos do professor que aplicou as atividades.
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Para melhor entendimento das andlises da avaliacdo final, descreveremos
primeiramente os procedimentos adotados por Figueiredo e Coutinho (2021) em atividade
diagnostica que aplicaram a 22 voluntarios que eram alunos da mesma turma de terceiro
semestre de formacdo de professores de matematica para a educacdo basica que reavaliamos
na presente pesquisa.

A atividade diagnostica havia sido aplicada em sessdo Unica no inicio do semestre
letivo a duplas de alunos da disciplina ‘Probabilidade’ e tinha o seguinte enunciado:

Considere todos os seus colegas presentes na aula de hoje e faca o levantamento da
idade e do sexo de cada um deles.

a) Com os resultados encontrados construa uma tabela de dupla entrada. Considere
dois intervalos de idades: o primeiro com idades menores de 22 anos e 0 segundo com
idades maiores ou iguais a 22 anos.

b) Apos construida a tabela, formule questfes sobre probabilidade considerando os
dados nela mostrados. (Figueiredo & Coutinho, 2021, p. 124)

Dentre os resultados obtidos, constatou-se que, na maior parte, 0s participantes
tiveram dificuldades em organizar os dados em uma tabela de dupla entrada e em cruzar as
categorias em linhas e colunas para referir-se a interseccdo de eventos. A maioria formulou
questdes envolvendo eventos simples para célculo de probabilidade. Somente alguns
elaboram questbes que requeriam calcular probabilidades conjuntas. Apenas dois criaram
questdes sobre probabilidade condicional.

Como essa atividade diagndstica ndo solicitava que os participantes resolvessem as
questbes que elaborassem, os pesquisadores tiveram dificuldade em analisar como eles
converteriam os dados da tabela em registro simbdlico. Isso nos levou a alterar parte do
enunciado da atividade, a fim de que os alunos identificassem as questdes de probabilidade

simples, conjunta e condicionada e apresentassem suas resolucdes (Quadro 2).
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Quadro 2.
Atividade final.

Considere todos 0s seus colegas desta sala que enviaram dados sobre sua idade e sexo.

a) Com os dados encontrados, construa uma tabela de dupla entrada. Considere dois intervalos de
idades: o primeiro com idades menores de 23 anos e o segundo com idades maiores ou iguais a 23
anos.

b) Construida a tabela, formule trés questbes sobre probabilidade considerando os dados nela
mostrados: uma questao sobre probabilidade simples, uma sobre probabilidade conjunta e uma sobre
probabilidade condicional.

Fonte: Elaborado para esta pesquisa.

O professor da turma mostrou-se cooperativo, tanto ao aplicar a atividade como nos
encontros subsequentes para analisar os resultados obtidos, realizar leituras sobre o tema e
discutir possiveis caminhos para conduzir o processo de ensino e aprendizagem durante o
semestre com esses alunos.

Por exigéncias de distanciamento social que vigoraram logo ap6s a aplicacdo da
atividade diagnostica, houve interrupcdo de seis meses nas aulas nessa instituicdo, periodo
apds o qual foram retomadas como aulas remotas2. De acordo com o relato do professor da
disciplina e aplicador das atividades, a sequéncia prevista para os contetdos da disciplina foi
seguida, por meio de aulas expositivas e atividades em ambiente virtual de aprendizagem.

No projeto pedagdgico do curso, a ementa dessa disciplina de probabilidade indica
que os conteudos a serem trabalhados no terceiro semestre abrangem experimentos aleatérios,
espaco amostral e eventos, definicdes classica, frequentista e subjetiva de probabilidade,
propriedades da probabilidade, probabilidade condicional, independéncia de eventos,
modelos probabilisticos discretos e modelos probabilisticos continuos.

Somente 16 alunos participaram da avaliacéo final. Suas producdes foram elaboradas

individualmente e enviadas ao professor por meio de ambiente virtual.

2 Aula remota, para essa instituicdo, passou a ser todo contato com os alunos por meio da plataforma virtual
Microsoft Teams, com aulas sincronas.
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Diferentemente de algumas das pesquisas mencionadas acima, esta atividade
envolveu ndo sO elaboracdo de tabelas (neste caso, com dados obtidos de uma pesquisa
promovida em ambiente virtual com os integrantes da sala), mas também formulacdo de
questdes que mobilizassem conhecimento probabilistico, de modo que as informagGes
expressas nas tabelas construidas comparecessem nos enunciados das questdes.

Um modo como os participantes poderiam representar os dados é apresentada na
Tabela 1, que relaciona as variaveis ‘idade’ e ‘sexo’, podendo-se incluir ainda outras
informacdes, como as somas das linhas e colunas geradas, que podem ser relacionadas com
calculos de probabilidade ao se inserir um contexto de sorteio aleatério de um elemento da
turma. Ao realizar essas operacOes, estamos colocando em jogo alguns tratamentos, de
acordo com a teoria dos registros de representacdo semiotica (Duval, 2003a).

Tabela 1.

Probabilidades conjuntas, marginais e totais.

Sexo !dade -

Menor que 23 anos Maior ou igual a 23 anos | Total
F 5 4 9
M 4 3 7
Total 9 7 16

Para calcular probabilidades simples, conjuntas ou condicionais na tabela de dupla
entrada, é suficiente observar as células pertinentes, considerando as perguntas elaboradas

pelos alunos.

Andlise e discussao

A andlise das producdes se baseou nos protocolos entregues. Quanto a elaboracdo das
tabelas e questbes, procuramos agrupa-las por similaridade. Algumas serdo comentadas. Dos

16 participantes, apenas 13 entregaram suas producdes ao professor e, portanto, a pesquisa
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gerou este nimero de protocolos. Identificamos aleatoriamente por letras os protocolos para
estabelecer uma sequéncia e poder diferencia-los.

Na atividade final, 10 dos 13 alunos construiram a tabela de dupla entrada com 0s
dados coletados. Quatro destes ndo apresentaram as marginais laterais direita e inferior e um

deles (aluno L; Figuras 4 e 5) colocou somente as somas da marginal inferior.

Figura 4. Figura 5.

Tabela do aluno L. Questoes e respostas do aluno L.
e i s
S0 1<&3m M e wfﬁ e ‘“‘“JLQ L L R
L R [ e I i ——
) 1 Jdin 23 quem ?

} 5 q Q%F) Y-"1 O,zs&‘,z,s/ mwm;%
o | O li) 4 Gos a6

Esse aluno elabora a tabela de dupla entrada com seus respectivos valores, embora
ndo coloque titulo e nem inclua a fonte dos dados, fato este observado em todos os protocolos
recebidos. Nota-se que o aluno optou por criar uma notagdo que Ihe facilitasse responder as
proprias questdes: ao lado de “< 23” e “> 237, escreveu entre parénteses A e B,
respectivamente, para indicar os eventos. Criou assim uma nova representacao para trabalhar
com os eventos na probabilidade, adaptando os dados da tabela, tanto para eventos simples
como para intersecgdes (Figura 5), o que é considerado por Duval (2003a) uma conversao de
registro tabular em registro simbélico.

Reconhecemos que o aluno L vai além da leitura da tabela: faz uma nova
representacdo, associada a um registro simbolico, o que para Estrela et al. (2014) enquadra-se
ao nivel 4 de interpretacdo, em que o aluno 1€ além da tabela. Tal nivel inclui também a

formulacéo de outra representagéo.
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Embora o aluno L registre que “ndo compreende a probabilidade conjunta”, sua
segunda questdo trata desse tipo de probabilidade: “Ser do sexo feminino e ter menos que 23
anos”, a0 passo que a questdo nao elaborada deveria envolver probabilidade condicional. Ha,
portanto, para esse aluno, confusdo entre probabilidade condicional e conjunta, fato este
identificado por outros pesquisadores, como Contreras et al. (2010), Batanero et al. (2012) e
Figueiredo (2019). Para Figueiredo (2019), essa dificuldade é mais frequente quando as
perguntas nos enunciados sdo apresentadas em registro simbolico do que quando formuladas
em lingua natural.

Quanto aos alunos que construiram a tabela de dupla entrada sem marginais, €
possivel supor que essa ocorréncia tenha estreita relacdo com os valores das marginais, fato
este observado no modo como o aluno H (Figuras 6 e 7) indica a soma dos valores (5 + 4) da
coluna ‘género masculino’ para encontrar o nimero de elementos do evento simples ‘pessoa
sorteada ser do sexo masculino’. A maneira como percebe a intersec¢cdo de eventos, ao
escrever P(ANB), sugere que o aluno visualizou n(ANB).

Figura 6. Figura 7.

Tabela do aluno H. Questdes e respostas do aluno H.

Simples: Com base nos dados apresentados na tabela de dupla entrada. Se
(7 MURLS vocé sortear uma pessoa aleatoriamente, qual a probabilidade dessa pessoa

! / g ' ser do género masculino?

: P = n(A)/n(s) = (5+4) /16 = 9/16

Conjunta: Com base nos dados apresentados na tabela de dupla entrada.

Qual a probabilidade de sortear uma pessoa aleatoriamente e ela ser do

género feminino e ter idade maior ou igual a 23? P = P(A)/n(S) = 3/16.

W) 1| | Condicional: Sabendo que uma pessoa foi escolhida aleatoriamente e ela tem

Vi | idade maior ou igual a 23, qual a probabilidade dessa pessoa ser do género
”zf G i L{ 3 ‘ feminino?

P =P(ANB)/P(B) = (3+16) / (7+16) = 3/7

Podemos inferir que construir tabelas de dupla entrada sem marginais nao indica que
os alunos néo saibam fazé-lo, mas sim que talvez ndo reconhegam que indicar tais somas

pode facilitar o calculo de probabilidades.
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O aluno H utiliza algumas notacdes para a representacdo simbdlica de seus célculos,
conversao esta que comparece sem que se possa rastrear sua génese. No exercicio de
probabilidade conjunta, ele escreve: “P = P(A)/n(S) = 3/16”. Embora indique por n(S) o
nimero de elementos do espaco amostral, ndo é claro o motivo de haver representado a
interseccdo dos eventos por P(A), embora todas as respostas a questdes sobre as
probabilidades calculadas estejam corretas.

Dificuldades em utilizar notacdo simbdlica propria da probabilidade foram percebidas
na maioria dos sujeitos, com uso somente da letra P diante da resposta apresentada, como no
caso dos alunos L e H, ou mesmo somente nimeros como resposta, como no protocolo do
aluno C (Figuras 8 e 9).

Figura 8. Figura 9.

Tabela do aluno C. Questdes e respostas do aluno C.

Qual a probabilidade de ser escolhido um aluno do sexo

Masculino |Femininol | maculino? R: A= 9/16

2 5 4! | Qual a probabilidade de ser escolhido um aluno do sexo
4 feminino e com idade maior ou igual a 23? R: B= 3/16

e
BN
~\

Qual a probabilidade de um aluno ser escolhido do sexo
feminino, sabendo que ele tem idade maior ou igual a 23? R: C =
Total 9 /| |37

Diante das questdes elaboradas por este aluno, sua tabela e sua maneira de apresentar
as respostas nos levam a conjecturar que ele somente apresentou a marginal inferior, pois foi
a Unica de que precisou para os calculos solicitados, ja que o total de participantes era
conhecido do levantamento de dados. Nesse protocolo (Figura 9) ha auséncia de registro
simbolico adequado para representar as probabilidades procuradas e o0s elementos
correspondentes a esse calculo.

Carvalho (2013) e Figueiredo (2019) apontam que os alunos tém dificuldades na
representacdo simbolica da probabilidade, bem como na leitura de problemas que a utilizem

em seus enunciados. Gal (2005, p. 54) defende que, para o desenvolvimento do letramento
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probabilistico, os “alunos devem estar familiarizados com as maneiras de encontrar a
probabilidade de eventos, a fim de compreender as declaracBes probabilisticas feitas por
outros, ou para gerar estimativas sobre a probabilidade de eventos e comunicar-se com outras
pessoas sobre elas”.

Na avaliacdo final, os alunos F, G e D construiram tabelas semelhantes as da
avaliacdo diagndstica. O uso de tabelas de dupla entrada para representar dados predominou
na avaliacdo final, o que indica ter havido melhora na elaboracdo das tabelas. Disto é

exemplo o protocolo do aluno D (Figuras 10 e 11).

Figura 10. Figura 11.
Tabela do aluno D. Questdes e respostas do aluno D.
Nome: <23 >=23 Masculino Feminino
x Qual a probabilidade de que uma pessoa escolhida ao acaso
y * . tenha idade maior ou igual a 23 anos? R: 7/16
- - :: Em uma sala h os grupos: A e B. Sabe-se que o grupo A
X o tem 9 participantes e com idade menor do que 23 anos,
x x enquanto, que no grupo B tem 7 participantes e contém as
x x pessoas com idade igual ou superior a 23 anos.
x x Qual a probabilidade de que uma pessoa escolhida ao acaso
= s pertenca ao grupo A? R: 9/16
X X
y * X y Qual a probabilidade de que a pessoa tenha menos de 23
x anos e que seja do sexo feminino? R: 1/4

Supomos que esses participantes utilizaram esta representagdo para organizar 0S
dados coletados, pois listaram os nomes dos colegas de sala, que foram depois apagados:
revelaram os nomes dos participantes, todas as variaveis e suas categorias na linha de cima e
marcaram com X o aluno correspondente a caracteristica de interesse.

Esses sujeitos ndo converteram essa forma de representar em outra, que estabelecesse
relacdo de interseccdo entre as varidveis, ou seja, ndo buscaram elementos que

correspondessem simultaneamente as duas caracteristicas: sexo e idade. Inferimos na anélise
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da avaliacdo final que isso pode ter ocorrido por ndo reconhecerem a importancia das
caracteristicas dessa forma de representacdo de dados.

Os protocolos dos alunos F, G e D, que construiram tabelas de dupla entrada,
evidenciam que os elementos da tabela foram computados para se obter o numero de
elementos para célculo das probabilidades. Na sequéncia de questdes apresentadas na Figura
11, o aluno D ndo distinguiu quais seriam as de probabilidade simples, conjunta e
condicional. Formulou trés questbes que ndo obedecem a essa sequéncia e ndo chegou a
elaborar uma questdo de probabilidade condicional. O mesmo aconteceu com alunos que
representaram os dados dessa forma.

Somente quatro participantes (A, C, H e M) elaboraram os trés tipos de questdo e
identificaram cada uma delas. Predominou a auséncia de questdes que mobilizassem
probabilidade condicional. Em alguns casos, houve indicagdo de que a questdo envolvia
probabilidade condicional, quando na verdade se tratava de probabilidade conjunta.

Alguns sujeitos também indicaram que a questdo envolvia probabilidade simples,
quando era na verdade conjunta. Supomos que embora esses alunos tenham elaborado
questbes de probabilidade com os dados conhecidos, sentem dificuldade em distinguir os
tipos de questdo de probabilidade que envolvem eventos simples, intersec¢do de eventos e
eventos condicionados.

Os participantes da avaliacdo final terminaram o terceiro semestre cumprindo a matriz
curricular do curso, mas ainda cursariam outras disciplinas que contemplam probabilidade.
Esperamos que os achados desta pesquisa proporcionem subsidios para que o professor
responsavel possa retomar conceitos que envolvem probabilidade, em prol da continuidade da

formacédo desses futuros professores de matematica da educacdo basica.
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Considerac0es finais

Apresentamos uma andlise das respostas de estudantes de licenciatura em matematica
que, tendo ja participado de uma avaliacdo diagnostica empreendida por Figueiredo e
Coutinho (2021) e havendo subsequentemente recebido formalizacdo de conceitos pelo
professor da disciplina pertinente, participaram, ao término do semestre, da mesma atividade,
desta vez enriquecida de algumas adaptacdes, a qual serviu como avaliacdo final. Ambas as
avaliacdes envolveram conhecimentos necessarios para coletar, representar, ler e interpretar
dados em tabelas de dupla entrada, assim como elaborar questdes cuja resolucdo necessitasse
mobilizacdo de conhecimentos probabilisticos.

Na avaliacdo final, solicitou-se que formulassem trés questbes envolvendo
probabilidade simples, conjunta e condicional e apresentassem suas resolugdes, ao passo que
a avaliacdo diagnostica requerera somente duas questdes, sem necessidade de resolucdo ou de
identificacdo do tipo de probabilidade envolvida. Essa diferenca nos proporcionou mais
subsidios para as analises e para estabelecer relacGes entre as questdes elaboradas e os valores
identificados nas tabelas de dupla entrada, assim como para identificar se esses alunos
distinguiam esses tipos de questdo, uma vez que a avaliacdo inicial ndo incluia tais aspectos.

Além dos resultados da avaliacdo diagnostica de Figueiredo e Coutinho (2021), o
presente estudo teve como pontos de partida pesquisas como as de Figueiredo (2019) e de
Gea et al. (2020), que apontam a necessidade de investigagGes da formagdo docente que
aliem o conhecimento de probabilidade ao de tabelas de dupla entrada. Tais pesquisas nos
subsidiaram também na elaboracdo da atividade que propusemos visando estudar o
envolvimento dos alunos na construcéo de tabelas de dupla entrada.

Diferentemente do constatado por Figueiredo e Coutinho (2021) na avaliacdo
diagnostica, observamos que os futuros professores participantes conseguiram

majoritariamente, na atividade final, organizar os dados em tabela e cruzar as categorias em
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linhas e colunas para referir-se a interseccdo de eventos. No entanto, em eventos
condicionados apresentaram dificuldades, tanto para formalizar questGes quanto para resolvé-
las, fato que pode haver decorrido de confusdo entre probabilidade conjunta e condicional,
como apontam as pesquisas de Contreras et al. (2010), de Batanero et al. (2012) e de
Figueiredo (2019).

Os 10 alunos, de 13, que conseguiram confeccionar essas tabelas enquadraram-se no
nivel 4 das categorias de Estrella et al. (2014): uma evolucdo em relacdo ao nivel 2 obtido na
avaliacdo diagnostica. Observamos nos protocolos que 0s sujeitos buscaram uma
representacdo prépria da probabilidade para apresentar suas respostas e converter os dados da
tabela de dupla entrada em registro simbélico, mas isso ndo parece ter sido tdo facil para
alguns participantes, embora tenham recorrido a representacdo numérica, na forma de razéo
entre 0s niUmeros da tabela, para os calculos.

Os achados desta pesquisa nos convidam a refletir e a levantar a hipdtese de que 0s
alunos que, ao formular suas questdes, as relacionaram corretamente com cada tipo de
probabilidade (simples, conjunta ou condicional) s&o os que dispdem de mais conhecimentos
sobre o carater cognitivo de tabelas de dupla entrada. Ndo podemos confirmar tal hipotese no
presente estudo, mas oferecemos a questdo para que se empreendam futuras pesquisas sobre o

tema.
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