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Resumo

Neste estudo, procurou-se analisar o uso de representacdes auxiliares no ensino de matematica
sob o ponto de vista da teoria semiocognitiva de aprendizagem matemaética de Raymond Duval.
Essa andlise tomou como pardmetro principal a comparagcdo semiocognitiva entre as
representacGes didaticas criadas e a representacdo principal que caracteriza o objeto
matematico em estudo. Observou-se a relevancia dessas representac@es criadas como um meio
para melhor conhecer os sistemas semioticos usados, pois podem oportunizar a discriminagdo
de unidades significantes por meio da operacdo de tratamento. Tal discriminacdo tem
importancia fundamental, por possibilitar a coordenacdo da operacdo de converséo entre 0s

sistemas semioticos envolvidos.
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Abstract

In this study, we sought to analyze the use of auxiliary representations in mathematics teaching
from the point of view of Raymond Duval’s semiocognitive theory of mathematical learning.
This analysis took as the main parameter the semiocognitive comparison between the didactic
representations created and the main representation that characterizes the mathematical object
under study. We observed the relevance of these representations created to better understand
the semiotic systems used because they can enable the differentiation of meaningful units
through treatment operation. Such differentiation is paramount for allowing the coordination
of the conversion operation between the semiotic systems involved.

Keywords: Auxiliary Representations, Mathematics learning, Semiocognitive

learning.

Resumen

En este estudio se analizd el uso de representaciones auxiliares en la ensefianza de las
matematicas desde el punto de vista de la teoria semicognitiva del aprendizaje de las
matematicas de Raymond Duval. Este analisis tom6 como parametro principal la comparacion
semiocognitiva entre las representaciones didacticas creadas y la representacion principal que
caracteriza el objeto matematico en estudio. Se observo la relevancia de estas representaciones
creadas como medio para comprender mejor los sistemas semidticos utilizados, ya que pueden
permitir la discriminacion de unidades significativas mediante la operacion de tratamiento. Esta
discriminacion tiene una importancia fundamental para permitir la coordinacion de la
operacion de conversion entre los sistemas semidticos implicados.

Palabras clave: Representaciones auxiliares, Aprendizaje matematico, Aprendizaje

semicognitivo.
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Résumé

Dans cette étude, l'utilisation de représentations auxiliaires dans l'enseignement des
mathématiques a été analysée du point de vue de la théorie sémiocognitive de l'apprentissage
des mathématiques de Raymond Duval. Cette analyse a pris comme parametre principal la
comparaison sémiocognitive entre les représentations didactiques créées et la représentation
principale, qui caractérise lI'objet mathématique étudié. On a observé la pertinence de ces
représentations créées comme un moyen de mieux comprendre les systemes sémiotiques
utilisés, car elles peuvent permettre la discrimination d'unités significatives a travers l'opération
de traitement. Cette discrimination a une importance fondamentale pour permettre la
coordination de l'opération de conversion entre les systemes sémiotiques impliqués.

Mots clés : Représentations auxiliaires, Apprentissage mathématique, Apprentissage

sémiocognitif.
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O Uso de Representac6es Auxiliares na Aprendizagem Matematica: um Olhar
Semiocognitivo segundo Raymond Duval

Duval (1995, 1996, 2012) apresenta dois tipos principais de opera¢cdes semiocognitivas
que comandam a sua teoria de aprendizagem matematica: o tratamento, que € uma operacao
intrarregistro, e a conversao, que é operada entre registros. Essas duas operacdes estdo na base
de um método cognitivo de aprendizagem matematica e de analise da produgéo dos alunos:

PRINCIPIO

No que diz respeito a significancia, a discriminagao das unidades significantes de uma

representacdo (e, portanto, a possibilidade de apreensdo do que ela representa)

depende de um campo de variacOes possiveis.

REGRA FUNDAMENTAL

E levando, simultaneamente em conta dois registros de representacéo, e ndo cada um

isoladamente, que se pode analisar o funcionamento cognitivo de diferentes atividades
matematicas. (Duval, 1996, p. 373 — grifo do autor)

O Principio e Regra Fundamental colocam as operacdes de tratamento e conversdo
reféns do que Duval (1996, p. 373) chama de discriminacdo das unidades significantes e,
esse papel de discriminagdo é exercido mais fortemente pela operacdo de tratamento: cada
sistema semidtico tem as suas regras proprias de formacéao e de tratamento que permitem que
essa discriminacdo possa ser revelada e que, em seguida, também serd fundamental para a
operagéo coordenada de conversao entre registros:

E importante, portanto, que a formagcao de representacdes semidticas repeitem as regras

préprias do sistema empregado, ndo somente por razdes de comunica¢do, mas para

tornar possivel a utilizacdo dos meios de tratamente que oferece o sistema semiético

empregado. Assim, melhor do que falar de regras de producéo, preferimos falar de
regras de conformidade. (Duval, 1995, p. 37 — grifo do autor)

As regras de conformidade definem um sistema semiotico e sdo essencialmente: 1. a
determinacéo (estrita ou aberta de unidades elementares, como simbolos, vocabularo e outros);
2. combinagGes admissiveis de unidades elementares; 3. condi¢Bes para que uma producdo de
ordem superior seja uma producdo pertinente e completa (Duval, 1995, pp. 37-38).

Compreender o sistema semiotica em uso € parte integrante e importante da aprendizagem
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matematica, pois revelam as unidades significantes que permitem a coordenacéo de registros
quando da operacdo de conversdo. Vejamos um exemplo simples de um problema aditivo:

Jodo tem 5 bolinhas de gude e joga duas partidas. Na primeira partida ele ganha 6 e na

segunda perde 2.

Questdo 1: o0 que ocorreu nas duas partidas?

R. Jodo saiu ganhando (6 — 2) 4 bolinhas.

Questdo 2: quantas bolinhas tem Jodo depois das duas partidas?

Jodo tem agora (5 + 6 — 2) 9 bolinhas. (Referéncia dos autores)

Para montar cada expressao e poder responder a cada questao, serd necessario perceber
no enunciado do problema as unidades significantes que irdo aparecer nas expressoes
numéricas: na primeira questdo, nao tem importancia o fato de Jodo ter 5 bolinhas (apenas
precisaria ter uma bolinha ao menos para poder comecar a jogar), mas sim, que ele ganhou 6
na primeira partida e perdeu 2 na segunda partida. J& na Questdo 2, a quantidade de bolinha que
Jodo possuia, antes de comegarem as partidas, € uma unidade significativa importante para a
montagem da expressdo matematica e, com isso, dar resposta a questao.

A operacdo semiocognitiva que faz a passagem do enunciado a expressao matematica

(e vice-versa) é a chamada de operac¢do de conversao.

O desenvolvimento da matematica mostra uma grande variedade de sistemas semidticas
criados e que hoje povoam diversos textos, mesmo fora do &mbito da matematica, em jornais e

nas mais diversas midias sociais. A Tabela a seguir revela toda essa variedade.

Tabela 1.
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Tipos de Registros Semiodticos Empregados no Desenvolvimento da Matematica (Duval,

2004, p. 52)

REPRESENTACAO
DISCURSIVA

REPRESENTACAO

NAO DISCURSIVA

REGISTROS

PLURIFUNCIONAIS

(os tratamentos nao
sdo algoritmizaveis)

Célulall
Lingua natural:

associacOes verbais
(conceituais); descricao,
definicéo, explicacéo;

Raciocinio:

argumento a partir de
observacdes, de crengas...;

deducdo vélida a partir de
definicdo ou de teoremas

Célula 12

Figuras geométricas planas ou em
perspectiva (configuracGes de
formas nas dimensdes 0, 1, 2, 3);

Apreensao operatoria e nao
somente perceptiva;

construgdo com instrumentos;

modelizacdo de estruturas fisicas
(ex. cristais, moléculas ...)

REGISTROS

MONOFUNCIONAIS

(os tratamentos sao
principalmente
algoritmizaveis)

Célula 21
Sistema de escrita:

- numeérico (binaria,
decimal, fracionaria...);

- algébrico;

- simbdlico (linguas
formais);

Calculo literal, algébrico,
formal...

Célula 22
Gréficos cartesianos
(visualizagdo de variacoes)

mudancas de sistema de
coordenadas;

interpolacéo, extrapolacéo.

Em diversas situacdes de aprendizagem em matemadtica se fabricam “instrumentos
pedagdgicos” para contribuirem na compreensdo matematica € na resolu¢do de problemas.
Muitos deles nada mais sdo do que representacdes auxiliares ou transitdrias, particularmente
exigidas em registros plurifuncionais (Células 11 e 12). Esses tipos, os plurifuncionais, séo
registros em que, de um modo geral, os tratamentos ndo podem ser transformados em

algoritmos. Chamaremos de representacao principal aquela em que a representacédo auxiliar foi

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.24, n.1, p. 582-610, 2022 587



construida como instrumento pedagdgico. Um problema aditivo, por exemplo, proposto em
linguagem natural, sera o sistema a ser considerado como principal. Como veremos mais
adiante, os esquemas que pretendem ajudar na resolucdo desse tipo de problema sdo as

representacOes auxiliares.

Segundo Duval (1999, pp. 58-62) séo 7 fungbes que uma representacdo auxiliar pode

preencher:

1. - Aporte de Informacbes Complementares

A representacado auxiliar traz novas informagdes que ndo estdo contidas na representacéo
principal. Exemplo dessa situacéo séo esquemas ou figuras que acompanham e complementam

0 enunciado de um problema.

2.- Interpretacdo Heuristica — Tratamento Transitorio

Nessa situacédo a representacédo auxiliar permite tratamentos visuais que contribuem para

a escolha de um caminho na resolucdo de um dado problema.

Por exemplo: Deduzir a férmula do célculo da &rea de um trapézio reto sendo fornecido

as medidas das bases (B e b) e da altura (h). (Moretti e Brandt, 2015, p. 607)

A representacdo auxiliar seguinte

h

permite o procedimento
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e a formula da &rea pode ser expressa: A = bh + B -Zb) h_(B+b)h

2

3. - Interpretacéo Explicativa

A representacdo auxiliar apresenta, de uma outra maneira, as informac@es contidas de
modo explicito ou implicito na representacdo principal. Por exemplo, quando definimos a
interseccdo de dois conjuntos A e B por ANB = {x A A xeB} e podemos usar o Diagrama de

Venn para dar uma interpretacdo explicativa para essa definicao:

A B

4. — Organizacéo — Selecao de Elementos Pertinentes (informacdes pertinentes)

Essa funcdo da representacdo auxiliar pode ocorrer quando a representacao principal
contém muitos dados e as informacGes pertinentes precisam ser discriminadas em relagdo a um

tipo de tarefa.
5. - Exemplo

E uma funcéo da representacio auxiliar largamente utilizada no ensino de matematica
em sala de aula e nos manuais escolares. Segundo Duval (1999, p. 58), “o conteudo da
representacdo principal corresponde a uma categorizacdo de formas, propriedades ou de tracos

podendo ser reencontrados em diversos contextos maltiplos, a representacdo auxiliar apresenta
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a ocorréncia em um desses contextos”. Assim, 8 cm, 8 cm e 6 cm, que exemplificam as medidas

de um triangulo isosceles, € um exemplo deste.

Da mesma forma que um exemplo explica um caso particular, a representacao auxiliar
do contraexemplo elucida um caso em que a conclusdo é falsa. Apresentar o nimero 2 para

contradizer a afirmativa de que “todos os nimeros primos sdo impares” ¢ um contracxemplo.

A representacdo auxiliar para o caso do ndo exemplo ndo verifica as hipdteses e nem as
conclusfes, mas pertence ao universo ou contexto em consideragdo. Assim, No UNiverso ou no
contexto das figuras planas convexas, temos os triangulos que possuem 3 lados e 0s nédo
triangulos que possuem 4 ou mais lados: as figuras geométricas planas convexas com 4 ou mais

lados sdo Nao Exemplos para o triangulo.

Podemos ampliar o alcance nesse caso da classificacdo das fungGes das representagdes
auxiliares de Duval (1999, pp. 58-62) de Exemplo para Exemplo, Ndo Exemplo e

Contraexemplo.
6. - llustracao

A representacdo principal pertence, em geral, ao registro da lingua natural e, a
representacdo auxiliar, a alguma imagem que tem uma certa semelhanca com objetos da

realidade.
7. - Material — Substituto do Objeto

E uma funcéo das representagdes auxiliares que difere bastante das funcdes anteriores:
“ndo ¢ mais na base de certas correspondéncias entre os elementos e seus conteudos
informacionais respectivos que a representacao auxiliar serve a representacdo principal, mas
pelo intermediério das operagdes materiais ou mentais que permite efetuar.” O material dourado

é um exemplo de uso na compreensdo do sistema de numeracao.
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O uso das representacGes auxiliares numa perspectiva semiocognitiva ndo € assim tédo

evidente, necessita que trés questdes possam ser pensadas antes mesmo do seu uso:

(1) Quais representacdes? Quais sdo aquelas que devem funcionar melhor e (porque)por
que funcionam melhor?
(2) Com o que elas se articulam?

(3) Como introduzi-las?

Em geral sdo colocadas as questdes (1) e (3), mas dificilmente a questdo (2), a mais
importante, quando estamos tratando de representacdes auxiliares. (Duval, 2005b, p.
85-grifo do autor)

Analisemos a seguir, algumas situacdes encontradas no ensino de matematica, tendo em
vista essas questfes apontadas nessa citacdo e, segundo as fungbes que uma representacdo
auxiliar permite preencher.

Situacdo 1. Resolucdo de Problemas Formulados em Lingua Natural.

Exemplos cléssicos dessa situacdo sdo os problemas aditivos de Durant e Vergnaud
(1976) que empregam, em sua formualacdo, os registros das células 11 e 21 do Quadro 1. S&o
problemas que exigem a conversdao entre lingua natural e linguagem algébrica. As
representac@es auxiliares que serdo mostradas tém principalmente as funcGes de Interpretacéo
Heuristica e de Organizacgéo.

Em Durant e Vergnaud (1976) séo apresentadas as estruturas dos problemas aditivos em
que a flecha indica o sentido da transformacéo (T) de um estado (E) a outro, o circulo marca 0s
nameros relativos e o retdngulo marca os numeros naturais. Consideremos o problema a seguir:

Problema: Pedro tem 2 bolinhas de gude. Ele joga duas partidas. Na primeira ele ganha

3 bolinhas. Na segunda ele perde 1 bolinha. Quantas bolinhas ele tem apds as duas

partidas? (Durant e Vergnaud, 1976, p. 29)
Para esse Problema, obtemos o esquema seguinte, segundo Durant e Vergnaud (1976):

AN (OR,

»
>

\_’/"
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Para o mesmo Problema 1, Damm (1992, p. 58) apresenta o seguinte esquema:
Eixo dos valores
operatorios

5__ e
4_... ——

Antes Primeira Segunda Eixo dos dados
fase 1 fase 2 fase 3 de situacio

Nesse esquema, os valores intermediarios das fases 2 e 3 sdo calculados. Damm (1992),
argumenta que:

Este tipo de representacdo permite, a0 mesmo tempo que se leve em conta todos os

dados pertinentes e de organiza-los de tal maneira que a passagem do texto ao

tratamento aritmético se opera naturalmente. (Damm, 1992, pp. 58-59)

No esquema de Durant e Vergnaud (1976), com os céalculos intermediarios
apresentados, ficaria do seguinte modo:

® @

5 » 4

Para esse Problema aditivo, que possui congruéncia semantica, os dois esquemas como

2

representacOes auxiliares parecem ndo diferir muito um do outro em termos organizacionais: o
esquema de Durant e Vergnaud (1976) também carrega todos os dados diretamente quando
apresentado com os valores intermediarios calculados, diferentemente em Damm (1992) que
de forma proposital os calculos intermediarios ndo sdo efetuados e os valores originais ndo estdo
explicitos. Assim, a leitura desses valores precisa ser operada no eixo vertical como no caso do
valor “+3” que nao aparece, mas pode ser encontrado pela diferenga entre 5 e 2 no eixo vertical.
No entanto, € importante ressaltar que as unidades significantes da representacdo em lingua
natural estdo presentes nos dois esquemas, mas 0s eixos no esquema de Damm (1992) separam

a dupla descricdo heterogénea do problema, uma que evoca uma situacao familiar e a outra que
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descreve um tratamento aritmético ou algébrico. Essa apresentacdo heuristica da dupla
descricdo contribui de forma decisiva para a resolucdo do problema. Desse modo, conforme
salienta Duval (2005a, p. 32): “Para compreender os problemas aditivos, a associacdo desses
dois fatores é o ponto estratégico decisivo e uma representacdo deve permitir que alunos tenham

consciéncia disso”.

A representacdo principal nessa situacdo € o problema aditivo em lingua natural, a
representacdo auxiliar corresponde aos esquemas de Durant e Vergnaud (1976) ou de Damm
(1992) com as funcdes principais de Interpretacao Heuristica e de Organizacao - selecédo de
elementos pertinentes (informac@es pertinentes). A funcdo de Interpretacdo Heuristica para
a representacdo auxiliar se revela importante para o caso do esquema de Damm (1992) em que
os dois aspectos relacionados ao problema aditivo sdo levados em conta: a situacdo familiar
apresentada no problema (as partidas de bolinhas de gude) e a que explicita uma operacéo

aritmética (ganhou, perdeu etc.).

Situacdo 2: Representacfes Auxiliares em Operagdes de Tratamento e Converséo.

As representacOe auxiliares podem também ocorrer em registros monofuncionais e com
a operacdo semiocognitiva de conversdo, como € o caso dos dois procedimentos apresentados
na resolucdo da inequacao a seguir. Veremos ainda que € possivel usar a conversao em algum

momento da operacdo semiocognitiva de tratamento.

x—1)(x—2)

: £ (
Resolver a inequacéo x5 > 0.
— Procedimento 1
Passo 1 Passo 2 Passo 3
+.+ Xx—1>0ex—-2>0¢e x-3 X>lex >2ex <
—>0 = 0]
+ >0 -3 =
ou Ou ou ou
+.— X—1>0ex-2<0e-x-3 x>lex <2ex >
ou Ou ou ou
—. + _ —_ X -
= >0 X 1<Oex<%>0e X-3 - x<1ex_>32ex> - 7
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ou Ou ou ou

>0 Xx-1<0ex-2<0e x-3 x <lex <2ex<
+ >0 = -3 = (x-3)

A solucdo da inequacdo seré: (-« -3)/ (1, 2).
No Procedimento, a seguir, 0s sinais das expressoes x — 1, X - 2 e - x — 3 para x # -3 sd0
representados na reta real.

— Procedimento 2

- - - - - + +
x-I : < ;
1
- - - = - - +
x-2 > >
2
+ - - - - - -
-3-X - =
-3
A+ - - - B + -k
4 1 2

A reta real apresentada mais abaixo recolhe os sinais da multiplicacdo e divisdo das
expressOes e a solucdo pode ser expressa: (-oc, -3)u (1, 2), conforme exige a inequagao
proposta.

Considerando as trés questdes mencionadas em citacéo anterior de Duval (2005b, p. 85),
a analise dos Procedimentos 1 e 2, mostra que:

— a representacdo auxiliar, no Procedimento 2, articula-se com o estudo de funcdes, o caso da
discusséo dos sinais das func6es polinomiais do primeiro grau, enquanto que no Procedimento
1 aresolucdo envolve interseccdo e unido de conjuntos numéricos comandados pelos conectores
logicos “e” e “ou”;

— no Procedimentos 2 é mais facil conferir cada passo intermediario na busca da solucao final,
uma vez que cada elemento significativo do problema fica evidenciado na representacao
auxiliar da reta real,

— muito pouco mudaria no Procedimento 2 se tivéssemos a inequacdo < 0 e < 0 para essas

mesmas expressoes. Ja no procedimento 1 é como comecar tudo de novo.
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—no Procedimento 2, a representacdo auxiliar ndo ficaria mais complexa se a inequacao tivesse

(x—1)(x—2)

mais um mondmio, como por exemplo T 0. Neste caso, somente os sinais de x +

1 para x # -1 apareceriam em mais uma reta real no esquema apresentado. Diferente do
Procedimeto 1 em que outras quatro linhas irdo aparecer em um jogo combinatério de sinais
com mais quatro termos perfazendo oito no total: no quesito da Organizagdo como uma das
funcdes da representacao auxiliar, o Procedimento 2 € muito mais eficiente.

No Procedimento 2, podemos observar que a operacdo semiocogntiva de conversao
ocorre quando cada elemento significante da equacdo, cada mondémio, tem 0s seus sinais
transformados em sinais na reta real. Ja, as operacfes de tratamentos ocontecem quando da
busca conveniente dos sinais das expressdes (onde se anula, é positiva ou negativa) e na
discussdo dos sinais possiveis que cumprem o0 que € exigido na inequacdo. No caso da
Procedimento 1, os tratamentos acontecem dentro das representagdes da Célula 21 (Quadro 1),
mas podem ocorrer conversdo na passagem do Passo 2 para Passo 3 usando, por exemplo, para
0 caso:

x>lex >2ex<-3

e a disposicdo na reta real para concluir que a interseccao € vazia.

— I =

<

3 1 2

A representacdo principal, tem como referéncia a resolucdo de uma inequagdo
envolvendo monémios, enquadra-se na Célula 21 (Tabela 1). A solucdo, apresentado pelo
Procedimento 1, mantém-se exclusivamente nas representacées da célula 21 (Tabela 1), exceto,
eventualmente, se for usado a reta real, conforme mostrado anteriormente na passagem do Passo
2 para o Passo 3 da resolucdo, nesse caso, representagdes da célula 22 também podem ser

usadas. J& o Procedimento 2 tem, em sua fundamentacdo, representacdes das células 21 e 22,
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caracterizando de forma bastante explicita, a operacdo semiocognitiva de conversao no uso da
reta real para apresentar os sinais dos mondémios.

As representacdes do Procedimento 2 se enquadram nas funcdes de Interpretacdo
Heuristica e Organizacdo — Selecdo de Elementos Pertinentes (informages pertinentes).
Situacéo 3: uso da contrapositiva e do complementar.

O uso da verséo contrapositiva de um teorema, afirmacdes ou defini¢des, em sala de
aula, pode se tornar um recurso pedagogico importante, porém € pouco comum no ensino de
matematica.

Se, em um teorema, h representa a hipotese (ou as hip6teses) e ¢ a conclusdo, h —»céa
versao direta desse teorema que € equivalente, do ponto de vista l6gico/matematico, a versdo
contrapositiva ~c — ~h, ou seja, “dizer” que h — ¢ é o “mesmo que dizer” ~¢c — ~h, ja que
possuem os mesmos valores 16gicos.

Consideremos aqui a versdo direta de um teorema, que é a mais usual, como sendo a
representacdo principal e a versao contrapositva, a representacdo auxiliar. As versdes h —»c e
~C — ~h possuem a mesma referéncia, no entanto o que dizer em termos compreensdo do
alcance do teorema e da congruéncia semantica sobre essas duas versdes? Veremos, a seguir,
alguns exemplos que discutem essa quest&o.

Defini¢do de Fungdo

Dizemos que f é uma funcdo de A em B, conjuntos ndo vazios, se cada elemento em A
esta relacionado a um unico elemento em B. Assim, além de termos A e B ndo vazios, duas
condigdes devem ser observadas: 12 — cada elemento de A esta relacionado com um Unico
elemento em B; e 22 — todo elemento de A participa da relacdo. Por se tratar de uma definicéo,

0 que se tem € uma dupla implicacéo do tipo h «<»c.
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No discurso em sala de aula, o professor muitas vezes usa a contrapositiva para trabalhar
a definicdo de funcdo do seguinte modo: para que uma relacdo de A em B seja funcdo — sendo

A e B conjuntos ndo vazios, ndo pode ocorrer ao menos um dos dois casos tipicos seguintes:

A B

caso contrario, a relagdo ndo é funcéo.
De fato 0 que acontece nessa apresentagdo é o uso da contrapositiva: se f € uma relacéo
entre dois conjunto ndo vazios A e B, f ndo é funcéo:
—se algum elemento em A estiver relacionado com mais de um elemento em B
ou

—se ha em A algum elemento que ndo se relaciona com algum elemento em B.

Caso ocorra (1) e (2) ou apenas um dos dois, f é uma relacdo que néo é funcédo. Esse é
o discurso de professores conforme se pode confirmar:

Para definir uma funcdo, o professor seleciona no conjunto de todas as relacbes
possiveis, aquelas que ndo sdo funcbes. Dizendo: “(...) quando sair duas flechas de um
mesmo elemento de A ou quando algum elemento de A ndo tiver flecha ndo é fungao.
O resto todo é fungdo. Basta vocés gravarem esses dois “‘contraexemplos” para
identificar quando é funcéo ou ndo. 2. Ele quer dizer que, excluindo todos os exemplos
de ndo funcdo, o que resta € o conjunto das relaces que sdo funcBes. Neste caso, sdo
usados exemplos do que ndo nos interessa, que sao 0s exemplos que ndo sdao fungdes
para determinar uma funcgéo. (Franco, 2008, p. 13 — grifo da autora)

Como observa Franco (2008), o que o professor verbaliza em sala de aula ndo séo
contraexemplos, mas a contrapositiva. Esse fato aparece ainda em outras situacfes que sao

estudadas por essa autora em sua dissertacdo de mestrado.

3Aula 11, MTM — A, professor 2. Sistema de Ensino Energia: Material Didatico Gravado em CD-ROM do: MTM
A, aulas 8-20. Ensino Médio. Curso: Terceirdo, Brusque, 2006.
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Em muitas situacBes € mais conveniente encontrar aquilo que néo &, para se ter o que é.
O que esta por traz disso, também, é a ideia do complementar. No universo das relacdes, temos
as que sao funcdes e as que ndo sdo funcbes. Esses fatos permitem que se discrimine o que é
fungdo e o que ndo é e, com isso, poder fazer as escolhas que caracterizam cada uma delas. Essa
possibilidade é garantida pela ideia do complementar e da versdo contrapositiva. No caso do
discurso apresentada na citagdo anterior, 0 mais efetivo foi mostrar o que ndo é funcdo para
caracterizar o que é funcéo.

Em relagdo ao complementar, ha situagdes em que h& uma terceira possibilidade ou até
mesmo mais do que trés possibilidades. Um numero inteiro é par ou impar, ndo existe uma
terceira possibilidade. Mas para o caso de uma funcéo real, ela pode ser par, impar, nem par
nem impar e pode ser par e impar ao mesmo tempo (€ o caso funcéo real f(x) = 0). Esse é um
cuidado que se deve ter quando do uso da contrapositiva, como no exemplo da definicdo de
uma funcdo real par: para x1 qualquer do dominio a funcéo real f:

(Verséo direta): se f é par, entdo f(x1) = f(-x1)
(Versdo contrapositiva): se f(x1) # f(-x1), entdo f ndo é par.

Aqui, dizer que f ndo é par ndo significa dizer que f seja impar.

— Funcéo Injetora

Esse assunto é tratado quando ha interesse em definir as fung@es inversas. A definicao
direta e a contrapositiva, nesse caso, permitem dois tipos de tratamentos na busca da
confirmagéo da injetividade da funcdo. Considere f uma funcéo real e x1, x2 dois elementos
quaisquer do seu dominio. Uma funcdo f é dita injetora nos seguintes casos:

(Definicdo 1) x1 #x2 — f(x1) # f(x2)
(Definicdo 2) f(x1) = f(x2) - x1=x2
A Definicdo 1 é a mais comum por conta das informacdes que rapidamente podemos

construir, de forma equivalente, a frase seguinte: “dois nimeros quaisquer distintos do dominio
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da funcdo geram imagens distintas”. A Defini¢do 2 ¢ a versdo contrapositiva de Defini¢do 1,
ela “diz a mesma coisa”, do ponto de vista logico/matematica, que a Defini¢do 1. Porém, néo
serd muito facil construir uma frase simples em lingua natural como fizemos no caso da
Definicao 1: Frege (1978, pp. 6-86) diria que as Defini¢bes 1 e 2 tém a mesma referéncia, mas
ndo o mesmo sentido.

Para provar que a funcéo f(x) = x?> no dominio dos reais ndo é injetora, podemos usar a
Definicdo 1 e para isso basta exibir apenas um caso para se chegar de fato a essa conclusao:

x1=2 e x2=-2,0queda, f(x1)= f(x2)=4

Essa situacdo é ilustrada por uma representacdo cartesiana que mostra que a reta r

horizontal intercepta a fungdo em dois pontos:

yA

\ |/ .

»
'

X

Agora, para provar que uma dada funcdo é injetora, é preciso que aconteca para
quaisquer dois elementos do dominio da fungdo. Assim, para o caso da funcao real y = In(x)
utilizemos a Definicdo 2 para provar que ela é injetora:

In(x1) = In(x2) — ") = g2 5 x1 =x2

Nesta caso da funcdo que € injetora ndo é conveniente mostrar um grafico com retas
horizontais em que cada uma delas corta o grafico da funcdo em um unico ponto, uma vez que
0 que se vé é apenas uma parte do grafico da funcédo e ndo se pode saber se vai acontecer o
mesmo com qualquer reta paralela. No caso da funcéo real f(x) = x2 basta exibir uma Unica reta
horizontal que a intercepta o grafico dessa fun¢do em dois pontos, enquanto que no caso da
funcao real y = In(x) qualquer reta paralela é que deve interceptar em um (nico ponto e isso ndo

pode ser visualizado.
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Nesse assunto, a ideia do complementar também € utilizada uma vez que uma funcéo é

ou ndo é injetora, ndo existe uma terceira possibilidade.

Continuidade e Derivabilidade

Os livros de célculo diferencial e integral se esmeram para deixar bem claro que é
equivocada a concepc¢do de que se a funcdo é continua em um ponto, entdo ela é, também,
derivavel nesse ponto. Para convencimento de que isso nem sempre é verdade, é usado muitas
vezes a funcdo y = ||x|| em x0 = 0 como contraexemplo, uma vez que, y € continua x0 = 0, no
entanto ndo possui derivada em x0 = 0.

O teorema que relaciona derivabilidade e continuidade é dado por: se f € uma funcéo
derivavel em x0, entdo f & continua em x0.

A versdo contrapositiva desse teorema se torna: se f € uma funcdo que ndo é continua
em x0, entdo f ndo é derivavel em xO0.

A motivacao para o uso da representacdo contrapositiva se baseia no erro frequente dos
alunos, em muitas situacdes, de que ao se ter h — c vale, também, ¢ — h. O que se pode
observar é que hipétese de continuidade em x0 ndo faz parte tanto da versdo direta quanto da
Vers&o contrapositiva e, com isso, deixa bastante claro o alcance do teorema. Usar o teorema
na forma direta e na forma contrapositiva significa usar duas representaces com a mesma
referéncia e que podem ser lidos da esquerda para a direita. 1Sso parece ser pouco, mas no teste
tratado por Legrand (1983), que comentaremos a seguir, pareceu ser decisivo no nimero de
acertos a um teste que consistia de quatro questées aplicadas a uma populagédo de 288 alunos
des classes equivalentes a alunos do Ensino Fundamental 1l no Brasil:

Uma reunido de cosmonautas do mundo inteiro aconteceu em Paris. Todos 0S

cosmonautas americanos vestiam camisa vermelha. (Legrand 1983, pp 61-67)

Com base nessas afirmac0es, as quatro questdes propostas e as respostas dos 288 alunos

estdo apresentadas na tabela a seguir.
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Tabela 2.
Questdes Propostas e Respostas dos 288 Alunos (Legrand, 1983, pp 61-67)

Questdes Respostas de 288 alunos (%0)

. ) Sim 30,6
1. No aeroporto se vé alguém que veste

uma camisa vermelha. E ele um |Nédo 5,2
cosmonauta americano?

Né&o se pode saber 64,2*

Sim 3,8
2. Ao lado dele tem alguém que usa

uma camisa branca. E ele um |Nédo 82,6*
cosmonauta americano?

Né&o se pode saber 13,6

) Sim 6,3
3. O alto-falante anuncia a chegada de

um cosmonauta russo. Esta ele usando | Nao 52,4
uma camisa vermelha?

N&o se pode saber 41,3*

3 A Sim 55,9*
4. No saguao se vé um cosmonauta

americano de manto. Esta ele usando |N&o 3,5
uma camisa vermelha?

N&o se pode saber 40,6

* referem-se a resposta correta.

A formulacéao proposta por Legrand (1983) pode ser reescrita com o uso da versao direta

e da contrapositiva, da seguinte maneira:

Seja x uma pessoa.

(Versdo direta): se x € um cosmonauta americano, entdo x usa camisa vermelha.

(Versdo contra positiva): se X € um cosmonauta que nao usa camisa vermelha, entéo x
ndo é americano. (Legrand, 1983, p. 61)
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A Questao 2 que é a mais acertada (82,6%), diz “se alguém usa camisa branca, ele € um
cosmonauta americano?” encontra na versao direta um apoio semanticamente congruente para
a boa resposta uma vez que todo cosmonauta americano deve usar obrigatoriamente camisa

vermelha.

A Questdo 4 encontra apoio, também, na formulacdo da Versédo direta, mas o indice de
acerto cai para 55,9%. Nessa Questdo, ndo se pode ver materialmente a cor da camisa do
cosmonauta americano, apesar de que esta assegurado, na formulacdo do problema, que a cor
da camisa de qualquer cosmonauta americano é vermelha. Mas, assim mesmo, 44,1% dos
alunos respondem “Nao” (3,5%) ou “Ndo se pode saber” (40, 6%). Sobre isso, Legrand
apresenta a seguinte analise:

A introducdo do manto evidencia uma das grandes dificuldades maiores do raciocinio

abstrato, dificuldade que é exacerbada em geometria: 0 que se vé tem precedéncia sobre

todas as informacdes anexas (hipéteses intermedidrias, contraexemplos etc.). (Legrand,
1983, p. 67)

A Questdo 3, a menos acertada de todas, ndo encontra na formulagao direta e nem na
contrapositiva esse apoio, pois a condi¢do imposta nessa questao (se x € um cosmonauta Russo)
ndo faz parte da hipotese tanto da verséo direta quanto da contrapositiva. 1sso também acontece
em relacdo a Questdo 1 (No aeroporto se vé alguém que veste uma camisa vermelha. E ele um

cosmonauta americano?).

Em relacdo a Questao 3 (e Questdo 1 também) cuja resposta correta € “Nao se pode
saber”, Legrand relaciona o baixo indice de acerto a uma caracteristica do Contato Didatico:

A boa resposta nesta questao "ndo se pode saber" é para um aluno uma resposta ou uma

confissdo de que ele ndo sabe? Em virtude mesmo do contrato implicito da classe: o

professor sabe tudo! e ele sempre nos propde questdes cujas respostas ele conhece e
que um bom aluno deve sempre poder responder. (Legrand, 1983, p. 64)
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— Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras € bicondicional, da mesma forma que uma definicdo como no
caso da definicdo de funcdo como tratamos anteriormente. Ele pode ser formulado da seguinte
maneira:

Seja T um triangulo de lados com medidas a>b >c.
a2 = b? + c? se, e somente se, T € um tridngulo retangulo. (Referéncia dos autores)

Esse teorema comporta as seguintes informagoes:

Versdes diretas Versdes contra positivas
Se a> = b? + ¢ entdo T € um | Se T ndo é um triangulo retangulo,
tridngulo retangulo entdo a®# b® + c?
Se T é um triangulo retangulo, entdo | Se a? # b®> + ¢?, entdo T ndo é um
a?=b? + c? triangulo retangulo
Diversas informac0es, ndo muito evidentes, aparecem quando o teorema bicondicional

é distrinchado e acompanhado da contrapositiva e podem contribuir na compreensdo teorica e
na resolucéo de problemas, como por exemplo, o problema seguinte:

Discutir a existéncia de um triangulo retangulo que tenha:

a) os trés lados com a mesma medida;

b) apenas dois lados com a mesma medida;

c) todos os lados com medidas diferentes. (Referéncia dos autores)

Lembrando novamente Frege (1978, p. 61-86) de que as representacdes (formas direta
e contrapositiva) possuem a mesma referéncia, mas ndo o sentido, e isso pode garantir
compreensdes que se completam e procedimentos distintos na resolucdo de problemas.

Todos os exemplos tratados na Situacéo 3 se inserem no caso do uso de representacoes
auxiliares com a funcdo de Interpretacdo Heuristica, porque podem sugerir diferentes
procedimentos de resolugdo. Mas, devido a ndo congruéncia entre as versdes direta e
contrapositiva, podemos também conferir as representacGes auxiliares a funcdo de
Interpretacgao explicativa, que ajudam a compreender o alcance dos teoremas ou afirmacdes.
Situacdo 4: Representacbes Auxiliares de Interpretacdo Heuristica, Explicativa e

Complementar.
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— Deslocamento Metacognitivo

O termo “deslocamento metacognitivo” foi usado por Brousseau (1986, pp. 43 — 44)
para caracterizar um fenémeno do Contrato Didatico em que o professor substitui um contetdo
matematico por criacbes metacognitivas e da, como exemplo, os conhecidos Diagrama de
Venn, que podem ser trabalhados no ensino das operagdes com conjuntos, defini¢do de funcoes
etc. Sao representacdes auxiliares usadas no ensino de matematica, mas o mais importante é
responder na perspectiva de uma aprendizagem semiocognitiva, como apregoa Duval (2005b,
p. 85), em uma citagdo apresentada anteriormente, a questdo de “Com 0 que elas se
articulam?”, referindo-se as representagdes do objeto matemaético e aquelas representacdes
criadas para susbtitui-lo.

Um assunto abordado por algum dispositivo como é o caso, por exemplo, da defini¢éo
de funcdo em que o Diagrama de Venn substitui a prdpria definicdo, a questdo sobre as
representacGes com esse dispositivo se articulam com a nogéo do que seja fungéo. Brousseau
(1986) cita que experiéncias realizadas por uma equipe de pesquisa do IREM (Institut de
Recherches et Enseignemant en Mathématique) da Universidade de Estrasburgo com alunos do
ensino fundamental, mostraram que todos os alunos reconhecem em um representante de uma
bijecdo, mas o indice de acerto cai para 43% se pedir a eles que modifiquem apenas uma flecha

de para que se torne uma bijecé&o.

N W = A
<)

O diagrama de Venn funciona como uma representacdo auxiliar com a fungdo de
Interpretacgéo explicativa. No entanto, podemos observar na situagdo em que a representacao
auxiliar se torna em si mesma objeto de ensino, quando a defini¢do de fungdo bijetora ndo é

articulada com a representacéo auxiliar do Diagrama de Venn.
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— Ciclo trigonométrico

Em alguns assuntos em matematica praticamente a cria¢do de representacdes auxiliares
e até mesmo complementares sdo obrigatorias. E o caso, por exemplo, das funcdes
trigonometricas, também, chamada apropriadamente de fungdes circulares que lembram
fortemente um dispositivo utilizado para compreendé-las em suas diversas propriedades.

Qual é a representagdo principal para o caso da funcGes trigonométricas, em particular,
para o caso da funcdo seno? Dizer que a fungdo real y = sen (x) € a funcdo seno? Isto diz muito
pouco se ndo vier acompanhado de uma tabela de valores como havia antigamente as “tabelas
de logaritmos e das fungdes circulares”. O grafico da fungdo seno no plano cartesiano é a
representacdo principal? Nessa situacdo até se torna dificil dizer qual é a representacdo
principal, pois qualquer uma delas necessita que 0s seus valores possam ser obtidos ou por meio
de uma tabela ou de uma calculadora cientifica em que os valores sdo simplesmente fornecidos.

No Ensino Médio, as funges circulares sdo praticamente todas tratadas no Circulo

Trigonométrico:

A

M-
sen(x)

O circulo trigonométrico é composto por um circulo de raio 1 (unidade de medida
qualquer) e varios eixos orientados, conforme a figura mostra. A origem dos arcos esta em A e
os arcos medidos no sentido anti-horéario € arbitrado positivo e no sentido horario é negativo. A
partir da funcéo seno (ou mais facilmente das funcdes seno e cosseno), todas as demais funcoes
circulares podem estar ali representadas, basta utilizar a semelhanca dos varios triangulos

retangulos nessa figura.
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O circulo trigonométrico da suporte representacional para muitas propriedades e
relacdes algébricas dessas funcbes, como € o caso da relacdo fundamental entre seno e cosseno
sen?(x) + cos?(x) = 1 que pode ser obtida a partir do Teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo
retangulo OMM".

Em uma época em que ndo havia calculadoras e outros meios digitais, o estudo das
fungdes circulares se dava através da analogia do Circulo Trigonométrico aliado a tabelas de
valores dessas func@es (ou regua de calculo usadas no ensino superior). Em geral, essas tabelas
forneciam os valores para o seno até 45°, uma vez que todas as fun¢Bes poderiam ser obtidas a
partir desses valores do seno. Alguns valores particulares das fungfes circulares podem ser
determinados no circulo trigonométrico, como é o caso, por exemplo, para os angulos 0, 30°,
45°,60°, 90 etc.

Em relagdo a questdo proposta por Duval (2005b, p. 85), citada anteriormente, de
“Como que elas se articulam?” referindo-se as representacdes em jogo, o ciclo trigonométrico
é um outro registro, em algumas situacGes, até mais congruente do que a representacdo da
funcdo no plano cartesiano. Em ambos os registros podemos perceber, para o caso da funcgéo
seno, que: aimagem ficaem [-1, 1]; a fung&o é ciclica, ou seja, a cada volta no ciclo corresponde
a um arco de 2 radianos e a funcéo se repete; os valores extremos da funcdo sdo percebidos

em ambos 0s registros com a mesma visibilidade etc.

Ao considerarmos o circulo trigonométrico como a representacdo auxiliar em relacéo a
representacdo principal no plano cartesiano, ele preenche as funcbes de Aporte de
Informagcbes Complementares, de Interpretacdo Heuristica e de Interpretacao

Explicativa.

Mesmo que se tenha duas representacdes de um mesmo objeto matemético, um pode

mostrar mais espontaneamente coisas que 0 outro ndo o faz. E o caso dos registros das funcdes
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no circulo trigonométrico em relacdo a representacdo no plano cartesiano. O Circulo
Trigonométrico ndo sé se articula com a representacdo cartesiana como a complementa em
diversos aspectos. Por exemplo, é bem mais facil perceber (até verificar) no Circulo
Trigonométrico do que no plano cartesiano que vale a relagdo sen (90° - a) = cos (a) para 0s

angulos 0° <a <90°.

Conclusdes

A operagdo semiocognitiva de conversao, em termos de aprendizagem matematica,
exige que se conheca o0s sistemas em que ela opera para que haja a possibilidade de
coordenacado. Para tanto, sera necessario implementar operacdes de tratamento que evidenciam,
em cada registro, os elementos significantes pertinentes. A forma contrapositiva de um teorema
€ um tratamento no interior de um registro que se pode efetuar e que mostra faces diferentes de
um mesmo objeto. No caso do teorema da continuidade e derivabilidade, um teorema do tipo h
— ¢, 0 sentido inverso ¢ — h, ndo é um teorema valido, mas vale a contrapositiva ~c — ~h
gue nada mais € do que uma nova representacao referencialmente equivalente de h — c. Os
teoremas em suas formas direta e contrapositiva sdo referencialmente equivalentes, mas nédo
sdo congruentes, sdo representacGes obtidas por tratamento com base em propriedades da
algebra das proposicOes: a frase representada por h — c gera a frase equivalente ~¢c — ~h,
bastante distinta e que promove novas informagdes e conhecimentos. Essas variagGes ndo s6
permitem uma melhor compreensdo dos teoremas e das definicbes, mas podem apontar
caminhos na resolucdo de problemas, conforme mostramos nos casos das fungdes injetoras e
do Teorema de Pitagoras. Isso lembra as frases “A referéncia de "Estrela da tarde” e "Estrela da
manhd” sdo a mesma, mas nao o sentido.” (Frege, 1978, p. 62). Além disso, os teoremas em
suas formas direta e contrapositiva vdo de encontro a um tipo de leitura, que é a habitual e que
se processa da esquerda para a direita. A experiéncia de Legrand (1983) sobre o encontro dos

cosmonautos em Paris mostrou isso, de que se fizer parte de uma frase em sua forma direta,
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mais acertadas foram as respostas dos 288 alunos interrogados, se bem que nessa mesma
situacdo, ha outros aspectos que podem interferir nas repostas como foi o fato comentado por
Legrand (1983, p. 67), com a introducdo do manto que esconde a camisa usada pelo astronauta
americano e que dificulta a resposta correta. 1sso pode dizer que o baixo indice de acerto nem
sempre esta relacionado apenas a ndo congruéncia semantica, outros fatores podem interferir
COMO parece Ser 0 €caso nessa situacao.

As representacOes para destacar as estruturas dos problemas aditivos de Durant e
Vergnaud (1986) podem servir como ajuda em suas resolugdes? E uma questdo que cabe ser
pesquisada uma vez que é preciso verificar até que ponto as unidades significantes presentes
nessas estruturas e que representam os elementos significantes pertinentes do enunciado séo
suficientes e contribuem para a resolucdo. Os problemas aditivos permitem observagdes que
vao além da resolucdo ou compreensdo, sdo encontrados nas mais diversas situacfes que

articulam sistemas semioticos distintos:

Os encontramos na compreensdo e resolucdo de outros problemas de aplicacdo do

conhecimento numérico mais complexo. E |a tocamos nos processos mais globais da

formacdo do espirito: articular sistemas de representagéo diferentes para se tornar capaz
de mudar de registro de representacéo e assim poder resover problemas. (Duval, 2005a,

p. 38)

O deslocamento metacognitivo, que ocorre em atividades de ensino de matematica em
gue um objeto matematico é substituido por uma outra representacdo, mereceu de Brousseau
(1986) um alerta no sentido de que o uso desse método de ensino ndo se afaste do objeto pelo
qual o ensino se propde. Mais ainda, que ndo se afaste tanto que 0 mesmo nem possa ser
reconhecido como foi o caso citado por Brousseau (1986), que j& mencionamos anteriormente,
da enquete promovida por uma equipe do IREM de Estraburgo, em que o ensino da funcao
funcao bijetora fora substituido pelo uso exclusivo do Diagrama de Venn.

A esse autor podemos incluir Chevallard (2005, p. 49) que se refere as analogias criadas

para o0 ensino da matematica como “criagdes de objetos” como parte integrante da existéncia da
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Transposicdo Didatica, mas sugere uma maneira de encarar esse problema com o principio da

vigilancia epistemoldgica que o didata deve observar sempre:

A duavida sistematica a este respeito (Trata-se, efetivamente, do objeto cujo ensino se
projetava?) é o sinal e a condicdo da ruptura epistemoldgica que permite ao didata se
ver livre das evidéncias e da transparéncia do universo de ensino de que vive como
professor (ou, pelo menos, como aluno que tenha sido). Questionamentos sistematicos
que o afastam da ilusdo de transparéncia. (Chevallard, 2005, p. 49 — grifo do autor)

As criacdes didaticas ndo podem se afastar do objeto de ensino e, além disso, numa
perspectiva semiocognitiva de aprendizagem matematica, segundo Duval (1995), precisam
ainda destacar as unidades significantes pertinentes para que possam ser associadas em ambos
0s sistemas semidticos tratados e, deste modo, a conversdo possa ser pensada de forma
coordenada.

Enfim, ndo foi pretencdo nossa ser exaustivos na apresentacdo de situacdes com
repreentacdes auxiliares, mas mostrar a variedade e destacar o papel fundamental que elas

podem representar na aprendizagem matematica nas mais diversas atividades de ensino.
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