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Resumo

Neste texto, apresentam-se resultados de uma investigacdo qualitativa colaborativa, realizada
em 2020 e 2021, em um grupo de professores sobre conhecimentos necessarios ao docente que
vai ensinar divisdo de fragdo por fragdo no ensino fundamental. A metodologia utilizada foi a
reflexdo sobre a préatica de seis professoras acerca de seus entendimentos e conhecimentos sobre
0 tema em encontros semanais do grupo. Traz um diadlogo entre ensino e aprendizagem, ao
buscar a compreensédo do conceito e sua transposicao didatica, com base nas reflexdes do grupo
e no que pensam autores de educacdo matematica e a luz da filosofia. Discutem-se alternativas
de algoritmos para 0 acesso ao conceito formal e a relevancia deste, ao procurar o entendimento
instrumental e relacional de uma tarefa. Uma das autoras tinha usado anteriormente com
estudantes de pedagogia tal tarefa avaliativa em 2021. O estudo sugere ser possivel ensinar este
tema com compreenséo, desde que o professor tenha objetivos claros, conhecimento conceitual
e pedagdgico de como ensinar fracdo e operacdes com fracbes. Ademais, recomenda que 0

professor considere os limites da contextualizagdo, mas com a consciéncia de que a matematica
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ndo se produz em um vacuo. Enfim, mostra como um grupo de seis professoras refletiu sobre
0s préprios conhecimentos, quando evidenciaram potencialidades e fragilidades no ensino de
tal tema.

Palavras-chave: Divisdo, Fracdo, Ensino, Aprendizagem, Reflexdes.
Abstract

In this text we present the results of a collaborative qualitative investigation, carried out in 2020
and 2021, with a group of teachers on the knowledge needed by the teacher who will teach
fraction-by-fraction division in elementary school. The methodology used was the reflection on
the practice of six teachers regarding their understanding and knowledge about the subject in
weekly meetings of the group. It brings a dialogue between teaching and learning as it seeks to
understand the concept and its didactic transposition, based on the group's reflections and what
think authors of mathematics education and in the light of philosophy. Alternative algorithms
for accessing the formal concept and its relevance are discussed when looking for an
instrumental and relational understanding of a task. One of the authors had previously used such
task on an assessment instrument with pedagogy students in 2021. The study suggests that it is
possible to teach this topic with understanding, as long as the teacher has clear objectives,
conceptual and pedagogical knowledge for teaching fractions and operations with fractions.
Furthermore, it recommends that the teacher consider the limits of contextualization, but with
the awareness that mathematics is not produced in a vacuum. Finally, it shows how a group of
six teachers reflected on their own knowledge, when they highlighted strengths and weaknesses
in the teaching of such a topic.

Keywords: Division, Fraction, Teaching, Learning, Reflections.

Resumen

En este texto se presentan los resultados de una investigaciéon cualitativa y colaborativa,
realizada en 2020y 2021 por un grupo de profesores, relativa a los conocimientos que necesitara
un profesor que tenga que ensefar la division de una fraccion por otra fraccién en la escuela
primaria. La metodologia que se utilizo fue la reflexion sobre la practica de seis profesoras y su
comprension y su conocimiento sobre el tema en encuentros semanales del grupo. Después de
un dialogo entre la ensefianza y el aprendizaje, para buscar comprender el concepto y su
transposicion didactica, basado en las reflexiones del grupo y en lo que piensan los autores de
la educacion matematica y a la luz de la filosofia. Se discuten algoritmos alternativos para

acceder al concepto formal y a su relevancia, cuando se busca una comprension instrumental y
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relacional de una tarea. Una de las autoras ya habia utilizado previamente la tarea en 2021 en
una tarea de evaluacion de este tipo con estudiantes de pedagogia. El estudio sugiere que es
posible ensefiar este tema con comprension, siempre que el profesor tenga objetivos claros,
conocimiento conceptual y pedagogico de como ensefiar las fracciones y operaciones con
fracciones. Ademés, se recomienda que el profesor considere los limites de la
contextualizacion, con la conciencia de que las matematicas no deriven en algo insustancial.
Finalmente, se muestra como un grupo de seis profesoras reflexiond sobre sus propios
conocimientos, mostrando las fortalezas y las debilidades en la ensefianza de este tema.

Palabras clave: Division, Fraccion, Ensefianza, Aprendizaje, Reflexiones.

Résumé

Dans ce texte, nous présentons les résultats d'une recherche qualitative collaborative, réalisée
en 2020 et 2021, dans un groupe d'enseignants sur les connaissances nécessaires a l'enseignant
qui enseignera la division fraction par fraction au primaire. La méthodologie utilisée était une
réflexion sur la pratique de six enseignants sur leur compréhension et leurs connaissances sur
le sujet lors de réunions de groupe hebdomadaires. Le texte fait dialoguer enseignement et
apprentissage, cherchant a comprendre le concept et sa transposition didactique, a partir des
réflexions du groupe et de ce que pensent les auteurs de I'enseignement des mathématiques et a
la lumiére de la philosophie. Des alternatives algorithmiques sont discutées pour accéder au
concept formel et sa pertinence dans la recherche d'une compréhension instrumentale et
relationnelle d'une tache. Un des auteurs avait déja utilisé une telle tache évaluative avec des
étudiants en pedagogie de la méme année. L'étude suggére qu'il est possible d'enseigner cette
matiére avec compréhension, tant que I'enseignant a des objectifs clairs, une connaissance
conceptuelle et pédagogique des fractions et des opérations avec des fractions. De plus, il
recommande a l'enseignant de considérer les limites de la contextualisation, mais avec la
conscience que les mathématiques ne se produisent pas dans le vide. Enfin, il montre comment
un groupe de six enseignants a réfléchi sur ses propres connaissances, lorsqu'ils ont montré des
forces et des faiblesses dans I'enseignement d'une telle matiére.
Mots-clés : Division, Fraction, Enseignement, Apprentissage, Réflexions.
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Reflexdes de professores sobre divisdo de fracdo por fracdo: compreensoes e filosofias

Neste artigo, trazemos um recorte de estudos feitos por professores sobre fracdes em
2020 e 2021. Apresentamos alternativas para questdes de ensino e aprendizagem envolvendo o
conceito de divisdo de fracBes, bem como ponderacBes sobre a relevancia deste contetdo na
escola basica. Dialogamos com a Filosofia da Educacdo Matematica, que subjaz esses fazeres
e saberes, que vao além de entendimentos instrumentais de como fazer calculos matematicos
(Skemp, 1976, 1987). Sao reflexdes possibilitadas em encontros virtuais, semanalmente, pelo
Grupo de Estudo em Educacdo Matematica do Espirito Santo [GEEM-ES]*, em que nossos
conhecimentos e praticas constituem objeto de estudo e pesquisa. O grupo integra o projeto de
extensdo da Universidade Federal do Espirito Santo, que tem por objetivo a formacdo inicial e
continuada de professores que ensinam matematica e é coordenado pelas professoras Brum e
Santos-Wagner.

Preparar professores para atuarem no ensino de matematica tem sido um grande desafio,
sobretudo nos anos iniciais. Pensando nisso, Brum realizou em 2021, com suas turmas de
pedagogia na Ufes, atividades que tém por objetivo desafiar o futuro professor a encontrar
formas criativas de ensinar matematica que privilegiem a compreensdo. O professor que
compreende o conceito sabe de onde partir, aonde chegar e como explicar aos seus alunos de
varias formas, ao propor atividades matematicas (Skemp, 1976, 1987; Schulman, 1986, 1987,
2014; Ball, Thames, Phelps, 2008). Ou seja, o professor tem entendimento relacional dos
conceitos matematicos (Skemp, 1976, 1987), tem conhecimento de conteldo matematico e tem
conhecimento pedagdgico deste contetdo (Shulman, 1986, 1987, 2014) e tem conhecimento
especializado de ensino de matematica (Ball, Thames, Phelps, 2008). Por isso, sabe escolher
caminhos que possibilitem a transposicdo didatica, compreendida aqui como uma atitude na

qual

o professor deve construir situacdes-problema em que o conhecimento matematico
apontado seja recontextualizado e repersonalizado em vista de se tornar um
conhecimento do aluno, ou seja, uma resposta mais natural as condi¢des indispensaveis
para que esse conhecimento tenha um sentido (Almouloud, 2011, p. 156).

Quando Almouloud (2011) versa sobre recontextualizacdo e repersonalizacdo do
conhecimento matematico para a construgdo de um conceito novo, entendemos que as situacoes

dialdgicas criadas entre professor e aluno na sala de aula permitem que este crie, arrisque e

4 Os encontros do GEEM-ES, antes da pandemia, se realizavam semanalmente, por duas horas, de forma
presencial.
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valide solugdes que podem ser generalizadas mediante a mediacgao do professor. Nesse sentido,
o professor precisa ter consolidado o conhecimento matematico que pretende abordar, condicao
essencial para que saiba como avaliar o que o aluno sabe e nédo sabe do conceito. 1sso requer
reflexdo sobre o préprio conhecimento do contetdo e o conhecimento pedagdgico do contetido
(Shulman, 1986, 1987; Santos, 1993). Na acepc¢éo de Ball, Thames, Phelps (2008) e Rojas,
Flores, Carrillo (2015) o conhecimento pedagdgico de conteudo é chamado de conhecimento
especializado de ensino. Assim, o0 texto que apresentamos tenta responder as seguintes
questdes: 1) Por que ensinar divisdo de fracdo a estudantes nos anos iniciais? 2) Que
conhecimentos sdo necessarios ao professor que pretende ensinar divisdo de fragdo por fracéo
aos estudantes do primeiro segmento do ensino fundamental? 3) Como os estudos em grupo
podem auxiliar o professor em formacéo continuada a compreender por gque, para que e Como
ensinar fragdes a estudantes dos anos iniciais?

Para respondermos aos questionamentos, relatamos dialogos e reflexdes de professoras
participantes do GEEM-ES, ao resolverem uma das questdes da avaliacao escrita envolvendo
divisdo de fracdo por fracdo. Tal tarefa entre outras tinham sido aplicadas aos estudantes de
pedagogia da Ufes pela professora Brum e, posteriormente, foram trazidas ao nosso grupo.
Desta forma, o texto mostrara como recontextualizamos e repersonalizamos o que sabiamos e
0 que nao sabiamos desse conteudo, evidenciando potencialidades e fragilidades. Ou seja,
ampliamos nossos entendimentos e conhecimentos de divisdo, provocando mudancgas em
nossas estratégias de como ensinar o tema. Isso nos provocou a ponderar e dialogar, durante 0s
anos de 2020 e 2021, sobre compreensdes realizadas no grupo acerca de fracGes (Santos e
Rezende, 1996), e se aprofundaram em 2021 e 2022 em estudos presentes na literatura sobre
seu ensino e aprendizagem (Vaz, 2016; Guerra, Santos da Silva, 2008; Junior e Wielewski,
2021). Ao mesmo tempo, fizemos uma reflexdo sobre a propria pratica a luz da filosofia, pois
toda préatica esconde um pensar sobre o que fazer, como e por qué (Skemp, 1976, 1987; Ernest,
Skovsmose, Bendegem, Bicudo, Miarka, Kvasz, Moeller, 2016; Shulman & Shulman, 2004).

Por isso, concordamos com Bicudo, Monteiro e Baier (2019), ao afirmarem que

o filosofar abre horizontes, favorece a critica, caminha para além do fazer e do como
fazer para o porqué fazer e para os modos pelos quais se faz. Sendo assim, pesquisar
em, com e na Filosofia da Educacdo Matematica é manter-se no movimento de pensar
as atividades que se desenvolvem quando se faz Educacdo Matematica, sejam elas sobre
a pesquisa, ensino ou aprendizagem; bem como sobre as que ocorrem na vivéncia
cotidiana ou que sdo concernentes as politicas publicas da Educag&o (p. 2).

As provocacGes desses autores corroboram nossas preocupacdes enquanto formadoras
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de professores que atuam na sala de aula. Logo, para nos mantermos nesse movimento do
pensar sobre nossas acGes pedagodgicas e sobre como estamos preparando professores em
exercicio e futuros professores, que ensinam matematica, na escola basica estudamos varios
autores. Apresentamos leituras sobre transposicdo didatica, conhecimento cientifico e
conhecimento ensinado; conhecimento do conteldo, conhecimento pedagogico do
contetido/conhecimento especializado de ensino; e conhecimento dos fins propdsitos e valores
da educacdo e de sua base historica filoséfica. Ainda, trazemos alguns apontamentos tedrico
metodoldgicos sobre ensino, aprendizagem e avaliacdo de fragcBes na escola bésica e o que
pensam alguns autores sobre o assunto. Durante o estudo, procuramos compreender esse ensino
e aprendizagem a luz da Filosofia da Educacdo Matematica, apresentando nossa maneira de
compreendé-la e fazé-la, enriquecida pelas discussdes do grupo. Sobretudo, com a humildade
de reconhecer que ndo basta ao professor saber o contelido e saber ensina-lo. E preciso
motivacgdo e sensibilidade para perceber a beleza da matematica que esta em tudo, desde as

coisas mais simples do fazer cotidiano. Mathias, sobre isso afirma:

[...] Eu vejo a esséncia do conceito (...) na urgéncia das palavras de um poeta, apés ele

té-las escrito na intencdo de perturbar seus leitores. A vejo nas noticias de jornal, na

variacao do tempo e das coisas, em sensacdes. A vejo a ponto de ndo mais saber quando

ela deixou de ser o que é no livro de célculo, ou na cabeca do poeta (Mathias, 2015, p.

3)

Assim, nosso desafio também é evidenciar o que h& de belo em aprender e ensinar
divisdo de fracdo por fracdo a partir de nossas compreensoes, reflexdes e didlogos no GEEM-
ES. E finalizamos o texto com discussdes e reflexdes sobre algumas respostas aos nossos

questionamentos de pesquisa.

Apontamentos tedricos

Harouani (2015), ao versar sobre o porqué do ensino de matematica nas escolas, afirma
que, muitas vezes, nem alunos nem professores sabem dizer por que estudamos a matematica
que ali é oferecida. Ele diz que isso ndo €é por falta de esfor¢os das academias, que propdem
pedagogias novas, metodologias adequadas com visdes de formacdo cidadd. Ainda, assim,
talvez “a matematica escolar ndo tenha nada a ver com utilidade; talvez seja principalmente um
produto de um sistema educacional cujo objetivo principal ndo é aprender, mas socializar e

certificar seus alunos” (Harouani, 2015, p. 10. Tradugdo nossa)®. Vivenciamos situagdes em

5 [...] Perhaps school math has nothing to do whit usefulness; perhaps it is primarily a product of an education
system whose main purpose is not learning, but socializing and certifying students (Harouani, 2015, p. 10).
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escolas em que essa afirmacdo faz sentido (Hoffman, 2012). Muitas vezes, professores
preocupavam-se em vencer o programa e esqueciam a aprendizagem do estudante, que, quando
questionado sobre o porqué de estudar matematica, sempre nos respondia: “para ser alguém na
vida” ou “para arranjar um bom emprego”. E como se professores e alunos apenas cumprissem
um ritual da sociedade, ignorando a matemaética da rua, em que feirantes usam raciocinios e
calculos distantes do que vivenciamos na escola (Nunes, Carraher & Schliemann, 2011).

O pesquisador Harouani (2015) menciona os textos dos problemas escolares que podem
néo ter sentido nenhum para os estudantes, corroborando o que Lopes (2008) questiona sobre
0 estudo de fragOes na escola basica. Deveriamos mesmo ensinar fragdes as nossas criangas? E
Lopes (2008, p. 2) complementa o questionamento: “devemos ensinar fragdes do jeito que
sempre ensinamos?” Certamente a resposta seria “ndo”. Comentando Peter Hilton (1980)¢, que
chama de aplicagdes enganosas situagdes-problema que tentam criar 0 contexto para o uso de
fragoes, Lopes (2008) as qualifica como “pseudopraticas”, pois sdo distantes do mundo das
criancas e totalmente sem sentido. Como exemplo, cita uma situacdo, encontrada em material
didatico de 2007: “Jodo comeu 3/17 avos de um bolo, seu irmdo comeu 5/9 do que restou.
Quanto sobrou para sua irma?” (Lopes, 2008, p. 4). Ainda encontramos situagdes semelhantes,
inventadas pelos professores ou em material didatico para justificarem o uso das opera¢cdes com
fracoes.

Desse modo, constitui-se um desafio para professores de pedagogia formar futuros
professores que conhecam o contetldo matemético e dominem o conhecimento pedagdgico
desse contetido/conhecimento especializado de ensino. Sobretudo em tempos de aulas ndo
presenciais, como vivemos durante a pandemia em 2020 e 2021, em que professores e
professoras tiveram gue enfrentar seis grandes desafios, a saber: a) aprender a usar plataformas;
b) preparar aulas diferentes; c) criar formas para interagir com os alunos; d) procurar maneiras
de fazer conexdes com outros saberes; €) procurar contextualizar e validar praticas docentes; e
f) motivar os estudantes. Essas novas demandas exigiram e exigem esforco e criatividade dos
professores brasileiros e estrangeiros. Isso confirma o que dizem Harouani (2015) e Lopes
(2008), pois o uso de fracdes é desafiador por tratar basicamente de um contetdo aplicavel ao
mundo dos adultos. Contudo, como pesquisadoras de nossa pratica, concluimos que isso ndo
significa que o conteddo ndo possa ser aproximado do mundo da crianca, pensando em

situacOes de vivéncia e sugerindo pesquisas com familiares sobre a aplicacdo dos ndmeros

6 Palestra proferida por Peter Hilton no ICME IV, em 1980, em Berkeley, EUA, sob o titulo “Do we still need
fractions in the elementary curriculum?”.
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fracionarios. Mediada pelo professor, a crianga encontrara aplicacbes nos hodémetros de
automdveis que medem o combustivel, nas receitas caseiras e em medidas como metros, litros
e quilogramas. Estas Gltimas permitem a exploracdo sistematica e simultanea de fracdes e
numeros decimais. Quando o professor tem objetivos claros, entende e sabe como ensinar
fracdes, podera conduzir um debate para a compreensdo de fragdes de numeros discretos em

situacdes sociais, conforme explica Lopes:

Fracdes de uma colecdo discreta, como 1/2, 2/3, 3/4 e 3/5, aparecem em capitulos da
constituicdo federal ou do regimento de parlamentos estaduais ou municipais, como
referéncias para aprovar leis ou mudar a constituicdo. H4 um contexto em que o célculo
de 3/5 de 513 ou 2/3 de 81 nao ¢é artificial; com dois tercos dos votos dos deputados
federais pode-se iniciar um processo de impeachment do Presidente da Republica; 1/3
dos ministros do tribunal de contas sdo escolhidos pelo presidente da Republica, 2/3
pelo Congresso Nacional (Lopes, 2008, p. 6).

Pensemos nos ricos debates que hoje, em 2022, na atual conjuntura politica do pais,
exemplos como os citados acima proporcionariam para a compreensao de fracfes de quantidade
e suas implicacdes sociais dentro da visdo de uma matematica humanista’. Imaginemos os
efeitos dessa discussao quando se tenta aprovar Propostas de Emenda Constitucional (PEC)
cuja mudanga alterara a vida das familias, sob os mais variados pretextos. Afinal, ensinar
matematica € saber que ela ndo acontece no vazio. Sobre isso Ernest e colegas assim se

expressam:

[...] os objetivos, metas, propositos, fundamentos, etc., para o ensino de matematica nao
existem em um vacuo, sdo pertencentes a pessoas, sejam individuos ou grupos sociais
Uma vez que o ensino da matematica € uma atividade social generalizada e altamente
organizada, seus objetivos, metas, propositos, fundamentos, e assim por diante,
precisam estar relacionados com grupos sociais e a sociedade em geral, reconhecendo
que existem [sic] maltiplos e divergentes objetivos e metas entre diferentes pessoas e
grupos (Ernest, 1991, apud Ernest et al, 2016, p. 3. Tradugédo nossa)? .

Imaginemos a crianga, esclarecida sobre o que significa a constituicdo, sobre 0 nimero
de deputados necessarios para aprovar uma emenda, fazendo célculos na pratica e discutindo o
assunto com a familia. Essa é a matematica que pode sair das academias e ganhar a escola de

forma transdisciplinar, pois ser “professor € muito mais do que ensinar conteudos, ¢ educar por

"Filosofia que compreende a matematica como criagio humana, feita pelo homem e para o homem (D’ Ambroésio,
2006).

8 [...] the aims, goals, purposes, rationales, etc., for teaching mathematics do not exist in a vacuum, belonging to
people, whether individuals or social groups (Ernest 1991). Since the teaching of mathematics is a widespread and
highly organised social activity, its aims, goals, purposes, rationales, and so on, need to be related to social groups
and society in general, while acknowledging that there are multiple and divergent aims and goals among different
persons and groups (Ernest, 1991, apud Ernest et al, 2016, p. 3).
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meio deles” (Mathias, 2015, p. 3). O professor engajado compreende seus alunos
intelectualmente, socialmente, culturalmente e pessoalmente numa perspectiva de
desenvolvimento global e historico (Shulman & Shulman, 2004). Os debates neste estudo
excederam o processo de avaliagdo envolvendo fragdes com compreensdo do conceito e nos
provocaram a pensar na aplicabilidade e pré-requisitos necessarios para a sua abordagem com
base nos quatro niveis de conhecimento comentados por Shulman (2014). Quando o professor
conhece o contelido, conduz a sala de aula como uma orquestra, consciente dos passos a serem
dados, para ir e vir trabalhando em qualquer campo do conhecimento. Recontextualizando o
que o autor diz sobre o ensino da lingua inglesa, pensamos em como seria na resolugdo de um
problema: 1) denotagdo — a decodificagdo do enunciado; 2) conotacdo — a compreensao do
enunciado; 3) interpretacdo — o entendimento relacional do enunciado na constru¢do do
conceito; e 4) aplicacdo da avaliagdo — a generalizagdo e aplicacdo do conceito em outras
situacOes, percebendo conexdes e lendo o mundo por meio deles (Shulman, 2014). Para
alcancarmos habilidades em tais niveis, analisamos 0 nosso conhecimento como professores e
formadores de professores, refletindo sobre trés categorias da base do conhecimento, segundo
Shulman, (2014):

. conhecimento do conteudo; [...]

. conhecimento pedagdgico do conteldo, esse amalgama especial de contetudo e
pedagogia que é o terreno exclusivo dos professores, seu meio especial de compreensao
profissional; [...]

 conhecimento dos fins, propositos e valores da educagdo e de sua base historica e
filosofica (Shulman, 2014, p. 206).

O trabalho de Wielewski (2008) sobre pensamento instrumental e pensamento
relacional, dialogando com Skemp (1989)°, esclarece para nés as categorias de conhecimento
de Shulman (2014). Parafraseando Wielewski (2008), ao comentar as ideias de Skemp (1989),
se buscarmos um ensino que almeje compreensdo, diremos que este sé sera possivel quando
promovido de forma que nédo possibilite apenas uma aprendizagem por habito. Ou seja, precisa
ser uma aprendizagem inteligente em que o aprendiz estabeleca relacbes entre estruturas de
conhecimento adquiridas por experiéncias e vivéncias que ele percebe de forma pessoal. Cabe,
entdo, ao professor criar oportunidades para que o estudante faca conexdes que acessem essas
estruturas, pois um bom ensino é aquele que projeta o aprendiz para adiante do estagio mental
em que se encontra (Vygotsky, 1993,2007). Assim, o professor precisa refletir sobre o proprio

conhecimento matematico que possui e avalia-lo. Ademais precisa analisar a sua capacidade de

% Skemp, R. (1989). Mathematics in the primary school. London: Routledge.
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fornecer situagdes de ensino e aprendizagem que provoquem a formagéo de estruturas mentais
do estudante a fim de auxilia-lo a criar o proprio entendimento.

Em Wielewski (2008), achamos um esquema que mostra modos de construir a
aprendizagem, baseado em Skemp (1989). Trazemos 0 esquema, pois sintetiza 0 caminho da
construcdo do pensamento relacional, aquele que ndo é o pensamento instrumental por habito,

repetitivo e circunstancial.

CONSTRUINDO TESTANDO
Modo 1
De nossos proprios encontros com 0 mundo Contra expeciativa de eventos no mundo
fisico fisico:
Experiéncia experimento, predicio
Modo 2
Do esquemas de outros Comparagao entre esquemas de oulros
Comunicacio discussdo
Modo 3
Do interior, por formacao ou conceitos de alta- Comparacgao entre o proprio conhecimento
ordem: por meio de extrapolacao, imaginacio, existente da pessoa e convicgdes
Intuicao
Criatividade consisténcia interna
Figura 1:

Esquema Construindo e Testando adaptado de Skemp, apud Wielewski (2008, p. 66).

O esquema acima resume 0s modos de estruturar pensamentos que devem estar
presentes de forma interligada na formacao tanto do professor quanto do aluno quando querem
entender conceitos. Exemplificando, ao construir os entendimentos sobre divisdo de fracéo,
preciso perguntar-me segundo o esquema da Figura 1: (i) O que ja sei sobre esse assunto com
base em minha experiéncia? R: Posso fazer experiéncias de acordo com as minhas expectativas.
(i) O que outros dizem sobre isso? R: Posso buscar na literatura ou na interagdo com
professores novas informacdes e discutir pontos de vista. (iii) A partir das experiéncias, estudos
e dialogos com outros professores o que posso fazer? R: Posso dai em diante tirar novas
conclusdes, extrapolar o conteldo e criar novas estratégias, comparando-as e validando-as.
Assim, pensarei sobre 0 que eu sei e 0 que nao sei, em processo de autoavaliacdo e reflex@o
acerca do préprio pensamento antes e depois do estudo (Santos, 1993, 1997). Em outras
palavras, desenvolvendo praticas metacognitivas em que penso e reflito sobre os conhecimentos
gue possuo ou ndo (Santos, 1993, 1997).

A partir desses estudos reflexivos, o professor escolhera uma maneira de tornar um
conteudo aprendivel seja pelo dialogo, pela instigacdo ao aluno ou pela representacao visual.
Esta Gltima muito utilizada por nos neste trabalho como forma de “ver” o que acontece na
divisdo de fracdo por fracdo. Pois a representacdo geométrica induz o aprendiz a utilizar a

“criatividade, impulsionada pelo processo de visualizacao”, que “€¢ o desenvolvimento de uma
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sensibilidade que pode ampliar os modos de conhecimento e as formas de abordar o
desconhecido” (Cifuentes & Santos, 2019, p. 19).

Apontamentos metodoldgicos

A metodologia utilizada foi a pesquisa qualitativa colaborativa sobre a prépria préatica
possibilitada pelo grupo de participantes do estudo em um movimento em que a acdo e a
reflexdo caminham lado a lado (Fiorentini & Lorenzato, 2007). A seguir, mostramos a questao
IV, proposta por Brum, objeto deste estudo. Apresentamos e dialogamos sobre resolucées pelos
algoritmos convencionais e depois relatamos formas alternativas para a construgdo do conceito
de divisdo de fracdo por fragcdo. Apds, discutimos a relevancia do conteddo, possiveis conexdes
entre saberes que o texto do problema aborda e reflexdes possibilitadas pela nossa pratica,
dialogando diretamente com os autores ja citados.

A estratégia para coletar dados foi distribuir seis questdes avaliativas entre o grupo
formado por dez professores em ambiente virtual. Cada membro mostrou a solucgéo da questdo
numericamente e sugeriu outros algoritmos. Depois, cada participante fez a sua exposicao,
explicando aos demais a sua forma de pensar e 0s conceitos envolvidos na questdo. Em um
terceiro momento, cada membro do grupo foi desafiado a pesquisar e relatar como ensinaria a
seus alunos uma das questdes, buscando, na literatura disponivel, novas compreensdes sobre o
conteddo abordado. Segue a questdo 1V, disparadora deste estudo, com analise das informacdes

produzidas:

4) Linda tinha 4 2/3 metros de tecido. Ela esta fazendo roupas de bebé para o bazar.

Cada padrao de vestido precisa de 1 1/6 metros de tecido. Quantos vestidos ela podera

fazer com o tecido que tem? Resolva e depois reflita: para uma crian¢a que ndo tenha

entendido, como vocé explicaria por desenho? [...] (Adaptacdo do acervo de Brum —

Pedagogia — UFES, 2021).

A professora Brum nos desafia a explicar por desenho, o que remete ao trabalho de
Cifuentes e Santos (2019) em que chamam esse tipo de representacdo de visualizacdo
geométrica. Os autores defendem o método por tornar visivel o que acontece na estruturacao
de um conceito. Concordamos com esse pensamento porgue € uma ponte entre o visivel e 0
abstrato. E uma das formas de concretizagio em matematica que mais temos utilizado em nossa
experiéncia porque, de fato, € um saber historico utilizado em qualquer situagao.
Representamos para ver, para rever, relembrar ou resgatar em momentos posteriores. Logo, é
uma das melhores ferramentas de auxilio @ mente de cada pessoa para recordar, internalizar
ideias e entendimentos de conteddos matematicos (Santos, 1997), servindo como transposicéo

didatica (Almoloud, 2011).
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Por auséncia de alguns membros, tivemos a participagao de seis professoras produzindo
0s dados desta questdo. Cinco no dia do encontro em que essa questao foi discutida e mais uma
em contatos telefénicos apos o encontro. Desses participantes, trés sdo professoras licenciadas
em matematica e pos-graduadas em Educacdo Matematica e trés possuem outras licenciaturas
(entre as quais duas mestrandas em Educacdo Matematica e uma com mestrado concluido).
Tentaremos responder as seguintes questdes: 1) Por que ensinar divisdo de fragédo a estudantes
dos anos iniciais? 2) Que conhecimentos sdo necessarios ao professor que pretende ensinar
diviséo de fracdo por fracdo aos estudantes do primeiro segmento do ensino fundamental? 3)
Como os estudos em grupo podem auxiliar o professor em formagao continuada a compreender
por que, para que e como ensinar fracdes a estudantes dos anos iniciais?

Para respondermos aos questionamentos, dialogamos com os autores ja citados no texto,
refletindo sobre nossos conhecimentos matematicos e conhecimentos pedagdgicos
matematicos/conhecimentos especializados de ensino para ensinar divisdo de fragéo por fracéo.
Analisamos as imagens de tarefas realizadas e dialogos construidos com as professoras, as quais
identificamos com as iniciais de seus nomes. E para melhor compreensao do leitor grifamos

algumas evidéncias de respostas em italico.

Resolucdes e discussdes

Iniciamos a discussdo com a minha solucdo, Hoffman, e, em seguida, trazemos mais
trés resolucBes de outras participantes, para ilustrarmos alguns indicios de respostas aos
guestionamentos do estudo. Para resolver a questdo IV, pensando em como aprendi a resolver
problemas envolvendo fragbes e nimeros mistos no curso de Madureza Ginasial pelo Instituto

Universal Brasileiro (inicio da década de 1970), numericamente apliquei uma operacao de

. e N 2 1 . os ~ .
divisgo: 4 5 +1 - . Traduzindo 0 pensamento matematico expresso na operagdo, perguntei por

ja ter entendido as ideias de divisdo: quantas vezes cabem 1 % em4 g? Em seguida, apliquei o

algoritmo memorizado em que transformei os numeros mistos em fracfes impraéprias, depois

inverti o segundo termo, que representa o divisor, transformando a fracdo em seu inverso e

.y . 2 1_14 .7 14 6 _54 - -
multipliquei: 4 37 1 TS TS5 4; logo, obtive como resposta 4 vestidos. Conforme

vemos, até aqui, tinha empregado um algoritmo em que ndo houve a menor preocupagdo em
explicitar o que eu compreendia do conceito. E uma pratica que evidencia entendimento
instrumental, pois identifica inteiros e fracGes maiores do que o inteiro, e o calculo em si ndo
passa de conhecimento por habito que, segundo Skemp (1976, 1987), pode ser usado de forma

automatica e pode ser esquecido. No entanto, quando expliquei a ideia conceitual de divisao,
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pensando em quantas vezes o divisor cabia no dividendo, ja se evidencia em meus argumentos
0 conhecimento pedagdgico/conhecimento especializado de ensino sobre divisdo que estou
aprofundando e reconstruindo no GEEM-ES (Bazet & Silva, 2015; Hoffman, Oliveira, Souza,
2015).

Figura 2.
Representacdo geométrica de Hoffman
Mas a professora Brum desafiou-nos a mostrar geometricamente o que acontece nessa
divisdo com a indagagéo: para uma crianca que néo tenha entendido, como vocé explicaria por
desenho? Essa indagacdo esta de acordo com o pensamento de Cifuentes & Santos (2019). Se
Linda tem quatro metros inteiros, mais dois tercos e precisa de um metro inteiro e um sexto
para fazer os vestidos de bebés, podemos fazer a representacdo que vemos na Figura 2. A

representacdo do que tem e do que precisa para cada vestido mostra que inicialmente a cada

. . . . . .~ 2 . e g
vestido cabe um metro inteiro, mas resta pensar na distribuicao de > Ao redividi-los, para que
. 4 . .. , . . , .1
se tornem equivalentes a o visualizei ser possivel redistribui-los, fazendo corresponder mais p

acada inteiro, e terei 4 x 1 %; logo, Linda pode fazer 4 vestidos. E um raciocinio bem simples

e acessivel as criangas quando ja possuem a compreensdo de equivaléncia de fragdes. Portanto
precisa de algum tipo de entendimento relacional sobre fragOes equivalentes, de mesmo valor

numérico ou mesma medida. Ai podemos mostrar que, para cada vestido, pensamos na medida

. 1 ~ . 2 f
exata do que preciso 1g , em relagdo ao tecido todo, que mede 4 7 OU seja, pensamos em

. 1 2 . . ) .
representar visualmente 1 —de 4 . Mas, para isso ser possivel, € preciso transformar tercos em

sextos, usando a ideia de equivaléncia de fracfes. Na minha resolucdo geométrica, usei

visualmente a ideia de distribuicdo de um inteiro, inicialmente, e depois, como j& usei a ideia
. A~ . . . , 4 . .y . . . .
de equivaléncia, distribui - intuitivamente. Isso evidencia entendimento relacional (Skemp,

1976, 1987, Santos-Wagner, 2008), pois consegui simplificar o conteido a ser ensinado por
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meio da visualizagdo como dizem Cifuentes e Santos (2019).

Figura 3.

Resolucdo possivel de AD
A colega AD aplicou um raciocinio ainda mais rapido e realizou o calculo numérico

pela simplificagdo, como vemos na Figura 3.

~ 14 6 2
Transcrevendo a operagdo — x - = £ X

- = 4. A professora AD usou o algoritmo de

RIN

maneira semelhante ao meu. Transformou os nimeros mistos em fragdes improprias, inverteu
0 segundo termo, transformando-o em sua fragdo inversa, simplificou as frac6es e multiplicou,
conforme ensina a regra pratica, ja internalizada pelo habito (Skemp, 1976, 1987; Santos-
Wagner, 2008). Ao lhe perguntarmos por que resolveu dessa forma, respondeu que aprendeu a
resolver pelo método rapido e prefere ensinar pelos algoritmos numéricos. Parece que possui
um entendimento instrumental do contetudo, mas ndo podemos afirmar se teria o conhecimento
pedagdgico/conhecimento especializado de ensino (Shulman,1987, 2014; Ball, Thames,
Phelps, 2008) e entendimento relacional do conteido, para explicar os porqués dessa pratica
(Skemp, 1976; 1987). Ela identifica no problema uma ideia de divisdo, arma a operacao e a
resolve pelos procedimentos que aprendeu. Sua representacdo geomeétrica, no entanto, € mais

didatica do que a mostrada na Figura 2, pois ela transforma tercos em sextos pelo principio da

. A - 2 28 . . .
eqU|vaIenC|a: 4 3 se transformam em o Em segmda, usa cores e icones diferentes para mostrar

7 28 - .- .
que cabem 4 vezes cem—; logo, 4 vestidos. Explora e demonstra a ideia de medida ou cotas,

mostrando conhecimento pedagdgico do conteudo de diviséo/conhecimento especializado de
ensino (Shulman, 1987, 2014; Ball, Thames, Phelps, 2008). Evidencia crescimento profissional

desde sua participacdo no GEEM-ES, ha cerca de doze anos (Hoffman, Oliveira, Souza, 2015).
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Quando Brum pediu que resolvéssemos geometricamente e explicAssemos uns aos
outros de varias formas, forcou-nos a rever o que entendiamos e que conhecimentos ja
possuiamos ou ndo sobre fracGes, nUmeros mistos, equivaléncias de fracdes e divisdo (Santos,
1993, 1997). Dois participantes ndo apresentaram, naquele momento, uma solugdo que pudesse
ser visualizada geometricamente. Questionados sobre o porqué, admitiram ndo ter familiaridade
com o conteudo e sentir dificuldades em aborda-lo. Uma das colegas que, antes das exposicdes,
disse que ndo compreendia a questdo acrescentou que, apés a visualiza¢do da resolucdo com
desenhos feitos pelos participantes do grupo, compreendeu melhor. Isso esta diretamente ligado
ao que Cifuentes e Santos (2019, p. 2) afirmam: “o notdério engessamento do ensino de
matematica pode estar relacionado com uma concepc¢do docente de matematica como sendo
uma ciéncia rigida, totalmente ldgica e algoritmica, cuja principal finalidade ¢ a aplicacdo”.
Isso corrobora os textos de Skemp (1976, 1987), Shulman (1986, 1987, 2014), (Ball, Thames,
Phelps, 2008) e Lopes (2008), comentados anteriormente.

Em nossa experiéncia, vimos na escola a adog¢édo do calculo algoritmico sem nenhuma
preocupacdo com a visualizacdo, exploracdo da criatividade ou compreensao do contexto e do
conceito envolvido. Na maioria das vezes, os professores repetem os métodos pelos quais
aprenderam, sem questionamentos nem reflexdes sobre a compreensdo do conceito. E
acreditamos que esse fato esta diretamente ligado as dificuldades que alunos enfrentam em
estudos subsequentes, bem como a maneira como se relacionam afetivamente com a disciplina.
Quando ensinamos o algoritmo sem o entendimento relacional, apenas pelo conhecimento do
habito, conforme Wielewski (2008) afirma, comentando Skemp (1989), estamos
desenvolvendo uma aprendizagem que possivelmente o estudante nao retém. A tomada dessa
consciéncia pelas professoras, que resolveram a questao 1V, da falta de nossos conhecimentos
sobre divisdo de fracdo foi uma das aprendizagens do grupo até aquele momento (Santos, 1993,
1997).
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Outras resolugbes com demonstracdo geomeétrica: aprendizagens no grupo

Figura 4.
Resolucgéo da professora HI
Na resolucédo da Figura 4, fica claro que a professora HI, outro membro do grupo, usa o

algoritmo formal da maneira mais simples possivel, obtendo pela simplificacédo o resultado de

28 . ire . e~ .
= 4. Constatamos que possui familiaridade com a divisdo, pois move-se com destreza no

campo multiplicativo. Em seguida, realiza a demonstracdo geométrica, transformando tercos
. ;. . A . . . .~ 7 .
em sextos pelo principio de equivaléncia e faz a distribuicdo de ¢ para cada vestido. Essa

professora, que participa do GEEM-ES desde 2019, deu evidéncias de aprofundamento de seus
entendimentos sobre multiplicacdo, divisdo e fracdes nos encontros de estudos sobre o livro de
Numeros (Santos & Rezende, 1996). Ela confirmou em 2021 por meio de suas resolucdes e
explicacBes para 0 grupo como estd ampliando seu conhecimento pedagdgico/conhecimento
especializado de ensino de matematica (Shulman, 1986, 1987, 2014; Ball, Thames, Phelps,
2008).

Mas a professora HI, em discussdes posteriores, concluiu que, para um estudante do 5.°
ano, pode ser um obstaculo a mais a resolucdo numérica realizada dessa forma, ao lado da
geometrica, pois ele certamente ndo compreendera de onde sairam o0s sétimos obtidos pela
simplificacdo (Almouloud, 2011; Shulman & Shulman, 2004). A docente reflete sobre os
conhecimentos que ela possui e os repersonaliza, pois pensa no que pode acontecer em sala de

aula do 5.° ano ante sua experiéncia profissional e seu conhecimento dos alunos. A
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visualizagdo somente ajudara na formalizacéo se o estudante encontrar sentido nela. Por isso 0s
estudos do grupo concluiram que a representacao e exploracao da criatividade na resolucao de
questdes matematicas devem preceder a formalizacdo. Assim como a préatica de dialogo entre

alunos e entre professor e alunos quando comentam e explicam diferentes resolucdes de tarefas.
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Figura 5.
Primeira resolucéo da professora S
A resolucdo da professora Sl apresentada na Figura 5 € interessante, porque separa e
representa, com clareza, o padrdo de cada vestido em sua mente. Visualmente isso ajuda o

estudante a compreender a ideia de medida, do “quantos cabem” ou de cotas, mas a
representacdo do tecido disponivel (4 g ) esta equivocada. Quando a professora representa %, ela
possui somente um inteiro. O estudante ndo visualiza o tecido que deve ser dividido. Parece
falta de clareza da professora Sl na representacdo do que séo os 4 § mas ela explicou que possui

pouca familiaridade na demonstracdo geométrica e se equivocou antes de uma segunda leitura.
Foi necessario clarificarmos o conhecimento do conteldo, para depois pensarmos sobre como
torna-lo aprendivel (Shulman & Shulman, 2004). Essa professora sente muito medo em
resolver tarefas matematicas, mas, quando consegue relaciona-las com coisas praticas do
cotidiano e de suas experiéncias, sente-se mais confortdvel na realizacdo das tarefas e
demonstra certo conhecimento intuitivo (Gémez-Chacén, 2003). Em muitos momentos, repetia
que esquecera 0s procedimentos e precisava rever formulas, por isso foram necessarios varios

exercicios no grupo em que uns formulavam problemas orais mais simples para 0s outros do
. . . 16 4 . .
tipo: quantos inteiros tenho em ?? Se tenho 3 p’ quantos sétimos tenho no total? Por meio

desses dialogos e outros entre as professoras e a professora Sl, ela conquistou mais confianca
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em si mesma e parece ter adquirido algum conhecimento desse contetdo de frages (Shulman,
1986, 1987, 2014; Shulman & Shulman, 2004; Ball, Thames, Phelps, 2008).
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Figura 6.
Segunda resolucdo geometrica da professora Sl

Na resolugdo da Figura 6, a professora Sl refez o seu raciocinio com uma distribuicdo
bem simples e clara. Ela usou o principio aditivo e distribuiu as partes. Pela experiéncia que
temos com estudantes de 5° ano, acreditamos que essa seria a forma pela qual eles explicariam
se tivessem conhecimentos prévios sobre a equivaléncia de fragGes. A resolucdo é parecida com
aquela da Figura 4 e de mais facil visualizacdo e compreensao. Evidencia como as trocas de
ideias influenciaram a professora Sl a repensar seus entendimentos sobre a representacdo dos
inteiros em fracdes (Skemp, 1976, 1987). Buscavamos, assim, as habilidades destacadas por
Shulman e Shulman (2004), quando afirmam que bons professores atuam na perspectiva de
formar comunidades de aprendizagem, aprendendo com as proprias experiéncias e com as de
seus pares. Isso requer motivacdo, reflexdo e busca de conhecimento com a coragem de
examinar o seu saber e o seu “saber fazer”, assumindo as consequéncias de seus atos.

O saber fazer foi ponto de discussao nessas trés representacoes (Figura 4, 5 e 6). Uma
transposicdo didatica eficaz com visualizacdo precisa ajudar a clarificar conceitos, e ndo 0s
confundir. E preciso ter cuidado para ndo fazer demonstracdes equivocadas que s6 causariam
mais ddvidas ao estudante, que em nada contribuiriam para a sua aprendizagem (Cifuentes &
Santos, 2019). As resolugdes até aqui demonstram compreensdo das duas ideias da divisao:
divisdo como distribuicdo e divisdo por cotas ou medida (Bazet e Silva, 2015). Mas as
representacdes geométricas ajudariam a explicar a regra pratica da divisdo de fracdo por fracdo?
Como partir da visualizacdo para a formalizagdo? A visualizagdo com desenhos, quando bem

feita, ajuda o estudante a compreender o que acontece na divisdo de fracdo por fragcdo, mas a
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regra préatica ainda parecia magica. Até aquele momento do estudo, quatro colegas ainda
apresentavam davidas (Skemp, 1976, 1987; Shulman, 1986, 1987, 2014)

Conhecimento necessario ao professor: explicar a regra pratica

E se a professora, Brum, nos questionasse sobre como explicar ao estudante o algoritmo
numérico? Em outras palavras, por que, em uma divisdo de fracdo por fracdo, multiplicamos o
dividendo pela fracdo inversa do divisor? E, se o estudante fizer essa pergunta, como a
responderemos? Antes de trabalharmos com os alunos a divisdo e multiplicacdo com fragdes, €
imprescindivel que ja possuam clareza sobre equivaléncia de fracbes e compreensdo de
multiplos e divisores. Partindo desse principio, é possivel que compreendam a necessidade de

transformar os termos das operacdes com fracdes nas respectivas fracBes equivalentes cujos

. . . . . . ~ . 2
denominadores sejam iguais. Uma vez consolidado esse conceito, entenderdo que dividir 4 p
a1l . . ... 28 7 . . o
+1 - € amesma coisa que dividir P Em seguida, cabe ao professor mediar a compreensao

~ ;7 28 . s P . .
que, nesta operacao, o0 estudante calculara A de — A ideia da divisdo como medida ou cota é
outro pré-requisito indispensavel neste momento, pois ele esta medindo quantas vezes cabe a

. 7 28
medida- em =—.
6 6

Al

Figura 7.

Representacdo geométrica com a ideia de medida transcrita pela professora Hoffman

A representacdo da colega AD na Figura 3 poderia ser transcrita como na Figura 7,
usando cores que facilitassem a visualizagcdo. Cada cor representa uma medida em que

facilmente se compreende que ela cabe quatro vezes; logo, serdo 4 vestidos. E como explicar
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. T 28 6 . . -
que, na verdade, esta multiplicando =X ;? Ouvimos, muitas vezes, que a divisdo e

multiplicacdo de fracdo por fracdo € facil, pois essas opera¢cdes envolvem calculos simples. O
problema é quando desafiamos o estudante e o professor a explicarem o porqué desses
procedimentos. Também ouvimos que ndo é desnecessario ensinar multiplicacdo e diviséo de
fracdes por fragdes em turmas do 5.° ano, pois 0s conceitos envolvidos nesse contetido somente
seriam consolidados no 7.° ano. Sera que essas afirmativas procedem? Defendemos que se
desenvolvam atividades que preparem estruturas mentais na crianca desde cedo, para que a
construcdo do conceito de fragbes, suas operacOes e aplicagdes sejam compreendidas e
consolidadas futuramente. Talvez possamos lembrar Lopes (2008), quando chama o ensino de
fracOes na escola de aberracdes didaticas em aplicacGes enganosas, cujo sentido uma crianga
dificilmente encontra. Mas Shulman e Shulman (2004) nos instigam a pensar que quase tudo é
possivel, desde que o professor saiba o que esta fazendo.

Sera que o problema dos vestidos de bebé ndo fara sentido para o aluno? Que tipo de
atividades poderia surgir de um texto de resolucéo de problemas como esse em uma perspectiva
mais discursiva? Pensamos em algumas possibilidades que talvez ajudassem: a) levar para a
sala roupas de bebés; b) observar o metro e compreender suas divisdes decimais em multiplos
e submultiplos; ¢) conversar com costureiras ou visitar fabricas de roupas de bebés; d) pesquisar
custos e visitar lojas de tecidos e lojas de roupas prontas; e) entrevistar costureiras que fazem a
producdo em série e comparar o0 seu ganho com o da loja que vende o produto final; f) conversar
sobre 0s grupos sociais que adquirem essas roupas. Essas atividades acenam para o que Ernest
e colegas (2016) chamam de uma matematica vinculada ao que fazemos em sociedade. Com
base em atividades como as citadas, pensamos que pode fazer todo o sentido a abordagem da
divisdo de fracdo. Compreendemos que nem tudo é possivel realizar, mas é sempre possivel
fazer algumas atividades do exemplo ou outras, para recontextualizar e repersonalizar o
conteddo em questdo (Almouloud, 2011). Afinal, ndo se adquirem pecas inteiras de tecido, e as
costureiras usam um padrdo de medida para cada vestido. O grupo refletiu com maturidade
sobre “suas proprias visdes do desejavel e do possivel [...]” (Shulman & Shulman, 2004, p. 261.

Tradugéo nossa.)™°.

Conhecimento de contetdo e conhecimento pedagdgico de conteudo: a regra
pratica

Santos e Rezende (1996) afirmam que cabe ao professor decidir em qual momento

101...] “their own visions of the desirable and the possible” (Shulman & Shulman, 2004, p. 261).
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introduzird conceitos relacionados as fragdes e como fara isso de forma a ndo criar obstaculos
para a compreensdo. Nesse sentido, concordamos com Brum, cuja atividade comentada €
instigadora, pois sugere que guem precisa ter clareza é o professor. Ele precisa possuir o
conhecimento do contetido, somente assim podera ter o dominio do conhecimento pedagdgico
deste e decidir o melhor momento de ensina-lo, tornando-o aprendivel. A divisdo de fracdo por
fracédo foi uma provocacao valiosa, porque oportunizou-nos a olhar para o que sabemos e 0 que
ndo sabemos sobre esse conteldo (Santos, 1993, 1997). Durante os estudos, percebemos
fragilidades na compreensdo do conceito em quatro membros do grupo participante, que
preferiam aplicar o algoritmo e memorizacdo do célculo, porque sentiam-se inseguros para
explicar ao estudante a regra pratica para além da visualizacdo (Shulman, 1986, 1987, 2014;
Ball, Thames, Phelps, 2008).

Santos e Rezende (1996) propdem trabalhar com a proposicéo de problemas simples e
rotineiros, ativando conhecimentos prévios, como sugere o velho mestre Polya (1945/1978). A
fim de construirem a base para a compreensdo da divisdo por fracbes, sugerem partir do
conhecimento das operagdes com niimeros naturais. Exemplo: “Uma escola recebeu 60 sacos
de leite em pé para serem consumidos igualmente em um periodo de trés semanas. Quantos
sacos de leite serdo utilizados em cada semana?” (Santos & Rezende, 1996, p. 175)

E um problema simples com ideia de distribuicdo, mas, ao resolvé-lo, o aluno percebe
que, calculando os 20 sacos por semana, ele encontrou a terca parte do total 60. Ou seja, 60 +
3=20=60/3= 1/3de 60, logo 1/3 x 60 = 20. Entretanto, para que o0 estudante compreenda
por que multiplicamos 1/3 x 60, precisamos leva-lo a entender que, ao multiplicar por 1/3, esta
calculando a terga parte “de” 60. Cristiano Muniz (2009, p. 104) afirma que “associar a
preposicao DE ao contexto multiplicativo € uma ferramenta pedagogica e epistemoldgica bem
fértil, ou seja, 2 x 7 = 2 grupos DE 7 [...]”, analogamente, 1/3 de 60 = 20. E um conceito que
precisa ser clarificado para o estudante, que inicia o estudo com as operacdes com fragdes, pois
estava acostumado a operar no conjunto dos nimeros naturais em que o resultado de uma
multiplicacdo de dois nimeros sempre resulta em um nimero maior. O raciocinio para quem
inicia o conceito de multiplicacdo por numeros racionais € contraintuitivo. Por isso,
concordamos com Santos (1997): é preciso explorar mais a nocéo de fracdo inversa e o seu
efeito em célculos, para que haja compreensdo do inverso multiplicativo. Quem € o inverso
multiplicativo de 3? E por qué? Todo nimero natural pode ser escrito em forma de uma fracéo;
logo, 3 € igual a 3/1, ele representa também “uma coisa” que posso dividir em trés partes ¢, para
chegar a ela, novamente preciso pensar em trés vezes essas trés partes (3 x 1/3), ou seja, realizar

a operacgdo inversa, por isso posso multiplicar qualquer fragdo pelo seu inverso e obter como
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resultado o nimero 1. Entdo, por analogia, posso pensar que o inverso de 3 é 1/3, o inverso de
3/2 € 2/3 e assim por diante. A l6gica é muito simples, na verdade, qualquer numero dividido
por ele mesmo dard a unidade, elemento neutro da operacdo de multiplicacdo. E esse
conhecimento é de grande importancia para compreender a regra préatica da divisdo por fragdes.

Santos e Rezende (1996, p. 176) seguem a explicagdo com outra conjectura: “se uma
outra escola receber 60 sacos de leite para serem consumidos em meia semana, 0 que deve ser
feito para saber quantos sacos de leite a escola ird utilizar em uma semana?” Os alunos
certamente perceberdo que o consumo dobrard. Nos exemplos anteriores, sabendo que o
consumo de 60 sacos de leite era em duas semanas e, para saber o consumo de leite em uma
semana, dividimos por 2 ou multiplicamos pelo seu inverso multiplicativo, que é 1/2: 60 + 2 =
60/2 = 1/2 de 60 = 1/2 x 60 = 30. Entdo, se olharmos o problema de Santos e Rezende (1996)
em que sabemos o consumo de leite em meia semana, faremos 60 + 1/2 ou 60 x 2/1 = 120,
utilizando o principio do inverso multiplicativo, ou raciocinando que o consumo da semana
toda € o dobro do que foi consumido em meia semana.

Certamente, teremos de fazer com as criancas varios exercicios, para que compreendam
o0 conceito de fragdo inversa. Pensamos que ndo seria possivel explicar a uma criancga e esperar
que ela compreendesse a regra pratica de um problema como o proposto por Brum, sem antes
levar muitos outros exemplos como os de Santos e Rezende (1996). Até esse momento, as

quatro professoras de nosso grupo ja passaram a compreender melhor o contetdo envolvido.
Novas compreensdes do algoritmo convencional ao problema proposto

Ap06s trabalhar com os alunos situacdes mais simples mediante os exemplos citados

acima, voltamos ao problema proposto pela professora que pergunta quantos vestidos de bebés
2 - - , 1 - .y
posso fazer com 4 M, cuja medida € de 15 m para cada vestido, talvez os alunos ja comecem

compreender a razdo da inversdo da fracdo que representa o divisor na operacdo de diviséo.
Uma explicacdo mais facil € mostrar ao estudante que, ao multiplicar qualquer fracéo pelo seu
inverso multiplicativo, o transformaremos em 1, que é elemento neutro na operacdo de
multiplicacdo. Esse conhecimento explorado ao lado de uma das propriedades da diviséo, em
que podemos multiplicar ambos os termos de uma divisao por um mesmo numero e obter assim
0 mesmo resultado, € que clarifica, enfim, a regra préatica. Ex.: 25 + 5 = (25 x 2) + (5x2).
Analogamente, no problema proposto, depois que transformassemos 0s ndmeros mistos em
fracOes improprias, teriamos % + % e, aplicando a propriedade com inverso multiplicativo do

42 84 84
r—=—+1=—=4.Conforme vemos, transformamos

.. , 14 6 7.6 84
divisor, teriamos (—x =)+ (=x-)=—+— =
3 7 6 7 21 42 21 21
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o divisor em elemento neutro 1, restando, na pratica, apenas a primeira multiplicagao.

Para compreender a regra pratica da divisao de fragdo por fracdo, ha, portanto, um longo
caminho a ser percorrido com o aluno. Ele precisa ter clareza do que € uma fracéo e suas ideias
envolvidas; precisa mover-se com destreza no campo multiplicativo, compreendendo que
multiplicacdo e divisdo sdo operacOes inversas em que uma faz e a outra desfaz; precisa ter
clareza da ideia de equivaléncia e comparacdo; em outras palavras, precisa ter construido um
sentido de nimero que lhe permita fazer comparacgdes, medi¢es, distribuicdes equitativas ou
medidas com muita facilidade. Entéo, arriscara também outras solu¢gGes menos convencionais.
E essa foi também a conquista de nosso grupo.

Todas as professoras envolvidas compreenderam as ideias envolvidas na diviséo de
fracdo por fracéo e o processo de célculo algoritmico convencional apés este estudo. Mesmo
assim, duas professoras ainda admitiram que tém alguma inseguranca em realizar com o aluno
todas as etapas mostradas neste trabalho. Assim sendo, admitiram a necessidade de maior
preparacdo e reflexdo sobre como desenvolver uma aula em que explorassem com a turma a
divisdo de fracdo por fracdo (Santos, 1993, 1997; Santos-Wagner, 2008). Logo, devidamente
preparadas, ndo correriam o risco de evitar o contedo, por ndo saberem explicar ao estudante
0 porqué da inversdo do termo que representa o divisor em uma fracdo. Em Skemp (1976,
1987), encontramos que compreensdo significa tanto saber fazer quanto por que fazer, pois
ambas as compreens@es se fundem, se complementam e se inter-relacionam.

Construir no professor a consciéncia de que ndo basta ensinar férmulas e regras para
que a compreensdo instrumental e a relacional se encontrem e efetivem nem sempre € bem
aceito. As vezes, preferem ensinar como aprenderam. Isso ficou claro em nosso grupo, quando
a professora AD, repetidas vezes, se expressou da seguinte forma: “Eu ensino o caminho mais
rapido”, “Na escola era elogiada pela maneira rapida pela qual resolvia os problemas” ou “o
aluno quer respostas rapidas e caminhos rapidos para a resolug@o”. Isso € fato em muitas escolas

e corrobora o que Skemp afirma:

Para muitos, provavelmente a maioria, suas tentativas de convencé-los de que ser capaz
de usar a regra nao ¢ suficiente ndo serao bem recebidas. ‘O bem ¢ inimigo do melhor’,
e, se 0s alunos podem obter as respostas certas pelo tipo de pensamento que séo usados
por eles, ndo aceitardo gentilmente sugestdes de que eles deveriam tentar algo além
disso (Skemp, 1976, p. 5. Traducdo nossa)**.

11 By many, probably a majority, his attempts to convince them that being able to use the rule is not enough will
not be well received. ‘“Well is the enemy of better,” and if pupils can get the right answers by the kind of thinking
they are used to, they will not take kindly to suggestions that they should try for something beyond this (Skemp,
1976, p. 5).

Educ. Matem. Pesg., S&o Paulo, v. 25, n. 1, p. 47-77, 2023 69



Contudo, insistimos, pois, assim como o autor citado e outros ja comentados,
acreditamos que ensinar com compreensao significa saber fazer e por que fazer, somente assim
o professor sabera explicar, de diferentes maneiras, qualquer assunto que se proponha a ensinar.
E, ao final do estudo, também a professora AD concordou conosco: nem sempre o0 melhor
caminho representa o “bem”, aquilo que vai nos proporcionar um conhecimento que possa ser

aplicado em outras situagdes ou relaciona-lo a outros conceitos.

Aprendizagens do grupo: outros algoritmos alternativos
4 Dobraduras

As dobraduras de tirinhas de papel também séo de grande utilidade para a compreensao
das operacdes de diviséo de fracdo por fragdo. Para representar o problema aqui discutido,
podemos utilizar quatro tirinhas de papel inteiras e uma dobrada em trés partes, mostrando-as
aos alunos. Ao mesmo tempo, pedir que nos ajudem a escrever o que representam: 4 2/3. Em
seguida, pegar outra tirinha inteira e mais uma dobrada em trés partes e redobradas ao meio
transformando em seis, que sera a nossa medida, novamente pedindo que nos ajudem a escrevé-

la, j& sistematizando a operacgdo ao lado das tirinhas, como mostra a Figura 8.

4.3.:.1.£.=
3 6

Figura 8.
Etapas da resolucéo da divisdo com dobraduras

Na primeira imagem, vemos as cinco primeiras tirinhas representando o tecido que

. . 2 - . . 1 /
Linda possui, 4 3 € nas duas ultimas, vemos a medida de cada vestido, 1 . Quantas vezes, é
possivel sobrepor essa medida de um vestido no tecido todo que possuo? O estudante ndo tera

. g- . . . , . , . -1 - ~
dificuldades para medir o inteiro. Sua divida sera considerar mais - Com alguma mediacéao do

~ S . , T e 4 .
professor da educacdo bésica, vera que podera redividir € transforma-los em - Abrindo a
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dobradura e colocando as tirinhas lado a lado, como mostramos na Figura 8, perceberd que a
medida cabe quatro vezes. Consideramos essa uma das formas mais didaticas, para que o

estudante compreenda o que acontece na divisao de fracdo por fracdo. Dai também facilmente

vai inferir que cada metro inteiro agora corresponde a ceo tecido todo de Linda corresponde a

28

Trabalhar com dobraduras ¢ uma forma mais ladica em que o aluno pode usar cores,
para ressaltar as dobras, sistematizando as aprendizagens construidas por meio da colagem no
caderno e producdo de texto anotando as conclusdes. Nosso grupo compreendeu a possibilidade
de ir além da “aritmetizagdo”, em que se privilegiam algoritmos, pois a demonstra¢do quase
sempre é possivel e o estudante tem necessidade dessa poténcia do ver, como afirma Lorenzato
(2006). A prova é que, em nosso grupo, professoras com longa experiéncia de sala necessitaram
de demonstragdes. Essa ideia é corroborada por Cifuentes e Santos (2019), quando afirmam
que compreender € tornar evidente o que ndo é. Portanto, ha uma necessidade de ver para
compreender. Assim, concebemos a visualizacdo como um recurso de concretizacdo de
conceitos, abstratos ou ndo, dando a eles forma, movimento e trazendo-os para 0 mundo da
nossa intui¢ao, a fim de serem “vistos” por ela.

Mas ndo somos ingénuos, sabemos, como bem lembra Mathias (2017), que ndo basta
saber o contetido e saber ensinar da forma que julgamos adequada. E preciso ponderar a
realidade em que nosso aluno esté inserido, conhecer o projeto politico pedagdgico da escola e
considerar essas dimensfes socio-histdricas. Elas poderdo nos indicar a melhor forma de
transposicdo didatica bem como a linguagem a ser usada para motivar e encorajar professores
e futuros professores a buscarem formas criativas de ensinar matematica que podem encantar o
estudante. A forma de transposicao didatica que pode funcionar com uma turma pode néo ser a

mesma que funciona na outra.

v Céalculos numéricos

Sabemos que ha embates em que professores defendem que ensinar matematica é
instrumentalizar o estudante para que agilize célculos. Quando defendemos a demonstracdo
concreta, ndo dizemos que isso ndo deve ser um dos objetivos, mas acreditamos que sua
conquista vem da visualizacdo e ambos, métodos tradicionais e criativos, precisam ser
possibilitados. Por isso nosso grupo foi além e, ainda sobre a divisdo em questdo, sugeriu que,
em etapas posteriores, quando o estudante ja estivesse familiarizado com as resoluc¢des usando

a criatividade, poderiamos perguntar: e, no algoritmo formal, teriamos outras formas de resolver
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essa operacdo? Rafael Vaz (2016) mostra a divisdo de fragdo por fragdo com o uso da prépria

divisdo. Nesse algoritmo, dividem-se numerador e denominador pelo divisor, ou seja,

. . . . . 2
numerador por numerador e denominador por denominador. Vejamos como isso seria: 4 3 +1

1 14 7 ~ .y ~ -
=5 T Percebemos que ndo podemos dividir 3 por 6, entdo procuramos uma fracdo
. 14 o ~ . 14 X2 28 ~ 28 . 7
equivalente a = que nos permitira fazé-lo; logo, 5 -~ ¢ - raraentdo, fazermos —+ ==

28 +7 4
=-=4
6 +6 1

Um aluno que recebe uma operacao parecida para simples treinamento procedimental,
sem passar pelas etapas acima descritas, pode tentar resolver a operacdo pela divisdo como
mostramos aqui, intuitivamente. E provavelmente o professor dird que escolheu o caminho
incorreto. Sinceramente, antes desse estudo, certamente quatro participantes do grupo assim
agiriam porgue desconheciam o algoritmo apresentado por Vaz (2016).

Quando proporcionamos ao estudante varias atividades em que precisa pensar sobre
nameros e suas regularidades, ele se movera com facilidade no campo multiplicativo, percebera
as equivaléncias e podera escolher o algoritmo que melhor Ihe aprouver. Foi 0 que aconteceu

com nosso grupo. Todos possuem hoje um novo olhar sobre a divisdo de fracao por fracao.

Qual é a relevancia de ensinar diviséo de fracdo por fracao a estudantes dos anos
iniciais?

Sobre a relevancia do contetdo divisdo de fracdo por fragédo, o grupo concluiu que todas
as atividades que tém por objetivo a flexibilidade do pensamento matematico precisam estar
presentes em sala de aula, mas de forma que o estudante experimente, crie, explore, brinque,
visualize, questione, estime e aproxime, sem cair no que Cifuentes e Santos (2019) chamam de
“aritmetizacdo”. A logica e a aplicabilidade serdo ancoradas na intui¢do e percepg¢do, logo
qualquer contedo pode ser explorado em sala de aula, desde que saibamos como fazé-lo, de
modo que o estudante se encante. Assim, o dominio de um contedtdo matematico abrira
possibilidades de pensar que podem ser libertadoras, na medida em que buscamos sentido para
tal. E, ap0s este estudo, todas as colegas concordaram que é possivel ensinar divisdo de fracao
por fracdo com compreensdo. E possivel que alunos ainda repitam, como ressalta Lorenzato
(2006, p. 91): “eu sei como fazer, mas porque € assim que devo fazer, eu nao sei”, pois ¢ um
caminho a ser construido, o que ndo pode acontecer é o professor ndo saber. A ele cabe enfatizar
0s porqués e incentivar a curiosidade que é essencialmente humana.

Ao voltarmos a pergunta sobre o porqué de ensinar divisao de fracdo, diriamos que essa

escolha deve ser do professor, considerando seus objetivos, interesses e conhecimentos prévios
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do aluno. Nunca essa decisdo deveria se pautar na limitacdo de conhecimento de contetdo e de
conhecimento pedagdgico do professor/conhecimento especializado de ensino. E nem ser
obrigatério mediante a prescricdo curricular, as diretrizes ou os manuais didaticos. Nem
tampouco desconsiderar o plano politico pedagdgico da escola. O professor precisa ter,
sobretudo, coragem para refletir sobre 0os conhecimentos que possui e buscar superagdo na troca

de experiéncias com seus pares. Em Shulman e Shulman (2004), encontramos:

A aprendizagem prosseguirad de forma mais eficaz se for acompanhada por consciéncia
metacognitiva e andlise dos proprios processos de aprendizagem e apoiada pela
participacdo em uma comunidade. Na verdade, este modelo pode muito bem ser
aplicado aos processos de aprendizagem de alunos, assim como aos processos de
aprendizagem dos professores (Shulman & Shulman, 2004, p. 267. Traducéo nossa.)*?

Assim, ensinar ou ndo o contetdo acima discutido deve pautar-se principalmente na
reflexdo: Eu sei ensinar divisao de fracdo por fracdo? O que eu sei e 0 que eu nao sei sobre o
tema? Quais sdo as reais demandas da turma? Em que esse conteudo contribuira para
desenvolver o sentido de nimero dos estudantes? O nivel de dificuldade envolvido é adequado
ou seriam recomendaveis outras atividades mais simples? Como esse contedo pode contribuir
para que meu aluno se torne mais apto a aprender outros temas, preparando-o melhor para
desempenhar o seu papel na sociedade? O que dizem as diretrizes locais e nacionais sobre esse
contetildo? Nosso grupo procurou responder a essas perguntas com coragem e amadureceu nessa

pequena comunidade de aprendizagem.

Concluséao

A questdo de prova proposta pela professora Brum nos fez pensar em varias questdes
que envolvem o ensino e aprendizagem de fracdes, sobre o ensino de matematica em geral e
sobre resolucdo de problemas (Santos-Wagner, 2008). A professora foi feliz na proposicao
porgque ndo caiu no que Lopes (2008) chama de aplicacfes enganosas ou desonestidade de
apresentacgdes, pois 0 problema sobre vestidos de bebés e suas medidas é um contexto possivel
e foi de facil demonstracdo. Outro ponto alto dessa avaliacdo foi instigar os futuros professores
e a ndés a nos questionarmos sobre nossos conhecimentos desse contetdo. E, antes do estudo,
quatro professoras do grupo tinham alguma ddvida ou falta de entendimento relacional e

conceitual, mas concordaram que hoje, apés este estudo, todas nds temos mais seguranca na

2 The learning proceeds most effectively if it is accompanied by metacognitive awareness and analysis of one's
own learning processes, and is supported by membership in a learning community. Indeed, this model may well
apply to the learning processes of students as well as it does to the learning processes of teachers Shulman &
Shulman, 2004, p. 267)
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divisdo de fracdo por fracdo e no modo pelo qual ensind-la. Muitos de nés, professores, que
ensinamos matematica na escola basica, aprendemos a aplicar algoritmos e a memoriza-los,
sem saber o porqué de sua funcdo e muito menos a sua construcao historica. E, assim, nem
sempre sabemos como tornar certos conteidos mais acessiveis a n0ssos alunos nem mesmo nos
questionamos sobre a real relevancia ou ndo destes. Muitas vezes, preferimos deixar o contetido
para o segundo segmento do ensino fundamental, alegando que a crianca ndo esta preparada
para compreendé-lo, quando, na verdade, ndo estamos preparados para ensina-lo.

O texto de Paul Ernest e colegas (2016) reforca a nossa convicgdo de que fazer
matematica € muito mais do que simplesmente levar para a sala de aula determinado contetido
para cumprir um programa. Fazer matematica é também buscar subsidios na filosofia e olhar
com um novo posicionamento para a matematica escolar, ousar e acreditar que qualquer

contetdo podera ser ensinado, se soubermos como e quando fazé-lo, pois a filosofia

[...] fornece ferramentas de raciocinio para questionar o status quo, para ver que ‘o que
¢’ ndo ¢ ‘0 que tem que ser’; para ver que os limites entre o possivel e o impossivel sdo
nem sempre onde nos dizem que eles estdo. Permite que no¢bes comumente aceitas
sejam suposicdes investigadas, questionadas e implicitas, distor¢6es ideoldgicas ou ndo
intencionais preconceitos a serem revelados e desafiados. Também, o mais importante,
nos permite imaginar alternativas. Assim como a literatura pode nos permitir estar no
lugar de outras pessoas e ver o mundo através de seus olhos e imaginacao, assim também
filosofia e teoria podem dar as pessoas novos ‘pares de dculos’ através dos quais ver o
mundo e suas praticas institucionais renovadas, incluindo as praticas de ensino e
aprendizagem matematica, bem como os de pesquisa em educacdo matematica (Ernest
etal., 2016, p. 4. Traducéo nossa.)*

Trazer essa avaliacdo aplicada aos estudantes de pedagogia para ser discutida no grupo
de professores, no GEEM-ES e no projeto de extensdo da UFES, nos proporcionou exercitar
esses diferentes olhares, rediscutir as praticas, criar estratégias e trocéa-las entre os colegas,
fazendo com que uns aprendessem com os outros. A percepc¢do de algumas fragilidades levou-
nos de volta aos estudos na busca de novas compreensfes. Ademais, as discussées no grupo
validaram e clarificaram algoritmos convencionais e ndo convencionais. Desse modo, todos
pudemos perceber que o0 que torna o ensino de matematica prazeroso é também o uso da

criatividade, porque pode despertar o prazer da descoberta e redescoberta.

13 [...] It provides thinking tools for questioning the status quo, for seeing that ‘what is’ is not what has to be’; to
see that the boundaries between the possible and impossible are not always where we are told they are. It enables
commonly accepted notions to be probed, questioned and implicit assumptions, ideological distortions or
unintended prejudices to be revealed and challenged. It also, most importantly, enables us to imagine alternatives.
Just as literature can allow us to stand in other people’s shoes and see the world through their eyes and
imaginations, so too philosophy and theory can give people new ‘pairs of glasses’ through which to see the world
and its institutional practices anew, including the practices of teaching and learning mathematics, as well as those
of research in mathematics education (Ernest et al., 2016, p. 4).
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Constatamos a necessidade de discutir mais a relevancia do contetdo divisao de fragcdo
por fracdo nos anos iniciais, ndo para retird-lo do programa e nem para defender a sua presenca
na escola basica apenas cumprindo diretrizes, mas para pensar sobre como esse conteldo pode
ser melhor ensinado e por qué. Pensamos que o dominio da divisdo de fracdo por fragdo trard
contribuicbes para outras aprendizagens, pois exige do aprendiz, um dominio sobre
equivaléncias e ampliacédo do sentido de numero, habilidade que proporciona flexibilidade de
pensamento. Diriamos que se trata de um passo importante e libertador para a compreensao de
nUmeros racionais em sua totalidade em estudos subsequentes. Acreditamos que a valorizagdo
do saber matematico se deve dar pela sua beleza, pela sua aplicabilidade social, pela sua
capacidade de ler o mundo, pela esperanca de capacitar as pessoas para tornarem o mundo
melhor. Nesse sentido, sempre é possivel tanto encontrar razdes para a aprendizagem de

qualquer conteudo quanto ensinar e aprender com criatividade e compreensao.
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