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Resumo
Investigamos neste artigo a complexidade de modelar os saberes matematicos dos alunos sob
as restricbes de reconhecer sua possivel falta de coeréncia e sua eficiéncia local. Para tanto,
propomos a formalizacdo da nog¢do de “concepg¢do” como uma possivel ferramenta para
responder ao problema epistemoldgico que identificamos. Aplicamos entdo esta abordagem ao
estudo das possiveis concepgdes de “fungdo”, de um ponto de vista historico e depois
epistémico. Relatamos o resultado de um estudo de caso para ilustrar o beneficio que esperamos

dessa abordagem. As nog¢des de “concepgdo”, “saber” e “conceito” sdo entdo relacionadas entre

si dentro do modelo apresentado.
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Palavras-chave: Concepcdo, caracterizacao formal, alunos.
Abstract:

We investigate in this paper the complexity of modeling students knowing of mathematics
under the constraints of acknowledging both their possible lack of coherency and their
local efficiency. For this purpose, we propose a formalization of “conception” as a possible
tool to answer the epistemological problem we identify. We apply then this approach to
the study of the possible conceptions of “function” from a historical and then an epistemic
point of view. We report the result of a case study to illustrate the benefit we expect from
this approach. The notions of “conception”, “knowing”, and “concept” are then related one
to the other within the model presented.

Keywords: Conception, Formal characterization, Students.

Resumen

En este trabajo investigamos la complejidad de modelar los saberes matemaéticos de los
estudiantes bajo las restricciones de reconocer su posible falta de coherenciay su eficiencia
local. Para ello, proponemos la formalizacion de la nocion de “concepcion” como posible
herramienta para responder al problema epistemoldgico que hemos identificado. A
continuacién, aplicamos este enfoque al estudio de las posibles concepciones de “’funcién”,
desde un punto de vista historico y luego epistémico. Informamos de los resultados de un
estudio de caso para ilustrar el beneficio que esperamos de este enfoque. Las nociones de
“concepcidn”, “conocimiento” y “concepto” se relacionan entonces entre si dentro del
modelo presentado.

Palabras clave: Concepcidn, caracterizacion formal, estudiantes.

Résume

Nous étudions dans cet article la complexité de la modélisation des connaissances

mathématiques des éléves sous les contraintes de la reconnaissance de leur éventuel
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manque de cohérence et de leur efficacité locale. A cette fin, nous proposons la

formalisation de la notion de " conception " comme outil possible pour répondre au
probleme épistémologique que nous avons identifié. Nous appliquons ensuite cette
approche a I'étude des conceptions possibles de la "fonction”, d'un point de vue historique
puis épistémique. Nous présentons les résultats d'une étude de cas pour illustrer les
avantages que nous attendons de cette approche. Les notions de "conception™, de

"connaissance" et de "concept" sont ensuite reliées entre elles au sein du modeéle présenté.

Mots clés : Conception, caractérisation formelle, étudiants.
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Concepcdes dos alunos: uma introducdo a uma caracterizacao formal
Do comportamento ao significado

Os Unicos indicadores que temos do bom ou do mau funcionamento do ensino sdo
0s comportamentos e producbes dos alunos, que sdo consequéncias do saber® que
construiram e das suas relagdes com o conteido ensinado. Mas tais avaliacbes sao
possiveis e seus resultados sdo significativos apenas no caso em que Se consegue
estabelecer uma relacdo valida entre esses saberes observados e o proprio conhecimento
considerado. Essa relacdo entre comportamentos e conhecimento é crucial. Ela foi
escondida como resultado da luta contra o behaviorismo, mas sempre esteve
implicitamente presente na pesquisa educacional, pelo menos no nivel metodoldgico. A
guestdo principal é que o significado de um conhecimento ndo pode ser reduzido a
comportamentos, por outro lado, o significado ndo pode ser caracterizado, diagnosticado
ou ensinado sem vincula-lo aos comportamentos.

Essa ligacdo foi claramente apontada por Schoenfeld em 1987, em um livro que
editou sob o titulo Cognitive Science and Mathematics Education. Na introducéo do livro,
ele associa a abordagem da ciéncia cognitiva a um esforgco em direcdo a uma descricao
mais detalhada dos comportamentos de resolucdo de problemas, para que possam ser
ensinados e reproduzidos. Esta posicao de Schoenfeld é sintetizada pela seguinte indica¢do
sobre sua propria pesquisa neste momento: “Minha inten¢do era colocar a questdo das
heuristicas de resolucdo de problemas em uma perspectiva das ciéncias cognitivas: qual

nivel de detalhes é necessario para descrever estratégias de resolucdo de problemas que os

6 Seguimos a escolha feita para a traducéo da obra de Brousseau (1997), de usar o saber como substantivo
para distinguir os construtos pessoais dos alunos do conhecimento que se refere aos construtos intelectuais
reconhecidos por um corpo social. Pretende-se manter a distingdo feita em francés entre “connaissance” e
“savoir”.
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alunos podem realmente utilizar?” (ibid., p.18). Essa problematica se abre em duas
guestdes essenciais:

- Por um lado, em que medida uma granularidade mais fina de uma descricdo
garantiria uma melhor confiabilidade da transferéncia de um operador para outro? Ou,
ainda, para qualquer competéncia, existe um nivel de granularidade que dé uma garantia
intrinseca da eficacia de tal transferéncia?

- Por outro lado, em que medida uma descrigdo mais precisa dos comportamentos
de resolucédo de problemas informa sobre as rela¢des entre comportamentos e saberes?

Com relacdo a segunda questdo, devemos notar que o proprio Schoenfeld
finalmente sugerem no capitulo de seu livro dedicado ao construtivismo, que essa relacao
é essencial que essa é essencial- mas pode ser, sem tirar todas as consequéncias dessa
observagao.

A questdo das relagbes entre comportamentos e saberes € considerada fundamental
para a teoria das situacGes didaticas (Brousseau, 1997)8. Um de seus postulados é que
cada situacéo-problema exige do aluno comportamentos que sdo indicativos de saber. Esta
correspondéncia fundamental, estabelecida caso a caso, justifica-se pela interpretacdo das
situacdes-problema em termos de jogo, e pela interpretacdo de comportamentos em termos
de indicacdo de estratégias, cujo carater adaptado deve ser demonstrado no modelo ou
representacdo atribuida ao aluno (Brousseau, 1997, p.215). Esse postulado ¢é
compartilhado por alguma abordagem da Ciéncia Cognitiva: “Todo comportamento

implica um saber”, escreve Pichot (1995, p.206)°. Na verdade, este postulado justifica a

7 My intention was to pose the question of problem-solving heuristics from a cognitive science perspective: What
level of details is needed to describe problem-solving strategies so that students can actually use them?” (ibid.
p.18)

8 para a conveniéncia do leitor de lingua inglesa, tomaremos todas as referéncias as contribuicdes de
Brousseau para a educagdo matematica do livro publicado em 1997 por Kluwer, mas deve-se notar que o
trabalho a que nos referimos foi publicado principalmente entre 1970 e 1990.

% Uma afirmaco que ecoa a posicéo piagetiana classica que Furth (1969) nos lembra em sua apresentacgio
da fundamentagdo tedrica do construtivismo: Piaget “identifica inteligéncia ativa com comportamento”
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maior parte de nossa pesquisa experimental, uma vez que os comportamentos dos alunos
sdo a fonte do corpus no qual realizamos nossa analise. Mas “identificar” um
comportamento a partir da observacao de uma dita realidade, que poderia ser uma sala de
aula ou um experimento de laboratério, € um problema metodologico e tedrico, como
enfatiza Robert (1992, p.54). Um comportamento observado nao ¢ dado pela “realidade”,
mas retirado dela a partir de uma decisdo tomada por um observador.

Se um comportamento ¢ a descricdo das relacBes materiais entre uma pessoa e seu
ambiente, entdo depende das caracteristicas da pessoa, bem como das caracteristicas de
seu ambiente. Um bom exemplo é o caso de instrumentos que ao mesmo tempo facilitam
aacgdo, se 0 usuério detém o saber necessario e, por outro lado, limitam essa a¢do por causa
de suas proprias limitagcdes (Rabardel, 1995; Resnick & Collins, 1994, p.7). Na verdade,
deve-se notar que essas limitagdes podem estar relacionadas a restricbes materiais, bem
como aos saberes envolvidos no projeto desses instrumentos.

“Pessoa” e “ambiente” referem-se a realidades complexas, das quais nem todos 0s
aspectos sdo relevantes para o tipo de questionamento que estamos considerando. O que
nos interessa € a pessoa do ponto de vista de sua relagdo com um saber. Por isso, vamos
nos referir a partir de agora ao sujeito como uma redugdo da pessoa a sua dimensdo
cognitiva. Da mesma forma, ndo nos interessa o ambiente em toda a sua complexidade,
mas apenas por suas caracteristicas que sdo relevantes para um dado conhecimento.
Denominamos meio esse subconjunto do ambiente de um sujeito; o meio é uma espécie de
projecdo do ambiente em sua dimensao epistémica.

De fato, no caso da matemaética, os saberes ndo sdo apenas consequéncias da

interacdo entre um sujeito e um meio material, mas envolvem também interages com

(enfocando a caracteristica estrutural dos comportamentos adaptativos, ibid., p. 170). O que significa que
“inteligéncia ndo é uma coisa que causa comportamento inteligente; € um comportamento inteligente em sua
estrutura ativa e aspectos essenciais, que nés, em nome da economia verbal, chamamos de inteligéncia (ibid.,
p.175).
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sistemas de significantes produzidos pelo préprio sujeito ou por outros. Devemos entdo
estender a ideia classica de meio para integrar sistemas simbaolicos e interacédo social como
meios para a producdo de saberes. Esse é o sentido da proposta de Brousseau, de definir o
meio como o sistema antagonista do sujeito no processo de aprendizagem (Brousseau,
1997, p.57). Assim, ndo consideramos um saber como uma propriedade que pode ser
atribuida apenas ao sujeito, nem apenas ao meio'®. Ao contrério, o consideramos como
uma propriedade da interagdo entre o sujeito e 0 meio - seu sistema antagonista. Essa
interacdo é significativa, porque consegue preencher as condi¢des necessarias para a
viabilizagcdo do sistema sujeito meio. Por viabilidade, queremos dizer que o sistema
sujeito/meio tem a capacidade de recuperar um equilibrio ap6s algumas perturbacg6es; o
que implica que a perturbacdo é reconhecida pelo sujeito (por exemplo, uma contradi¢do
ou uma incerteza). Em alguns casos, o sistema sujeito/meio pode até mesmo evoluir, caso
as perturbacdes sejam tais que isso seja necessario. Em outras palavras, esta € uma
formulacao do postulado de Vergnaud de que os problemas séo a fonte e os critérios dos
saberes (Vergnaud, 1981, p.220).

Problema significa aqui uma perturbacdo mais ou menos séria do sistema
sujeito/meio. A existéncia de um saber pode entdo ser evidenciada por sua manifestacdo
como uma ferramenta de solucao de problemas, o que é reificado como comportamentos
do sistema sujeito/meio a medida que supera as perturbacdes a fim de satisfazer suas
restricbes de viabilidade. Essas restricbes ndo abordam a maneira como o equilibrio é

recuperado, mas o critério desse equilibrio (também poderiamos dizer que ndo ha apenas

10 |_evando em consideracdo a observacdo de um dos revisores de uma versio anterior deste artigo, parece
necessario reconhecer claramente a estreita relacdo entre o que € afirmado no artigo e o construtivismo de
Piaget. Mas uma diferenga fundamental deve ser enfatizada: nosso foco estad em todo o sistema [S <> M] e
ndo em uma de suas partes. Em outras palavras, nossa preocupacdo nao € saber “como o sujeito pensa”,
mas ser capaz de dar conta de todo o sistema de uma forma relevante para um projeto didatico - o sistema
cognitivo que consideramos nao é S, mas [S<>M].
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uma maneira de saber). Seguindo Stewart (1994, pp. 25-26), diriamos que essas restricdes
sdo proscritivas, o que significa que expressam condi¢Bes necessarias para garantir a
viabilidade do sistema, e que ndo sdo prescritivos, pois ndo informam em detalhes de que
forma um equilibrio deve ser reconstruido (e podemos acrescentar aqui que as descri¢des
buscadas por Schoenfeld soam mais prescritivas do que proscritivas).

Podemos agora propor uma definicdo do significado de um saber que pode ser
utilizada pragmaticamente e eficientemente em uma problematica didatica.

Um saber é caracterizado como o estado de equilibrio dinamico de um ciclo de

acao/feedback entre um sujeito e um meio sob restri¢cdes proibitivas de viabilidade.

-—
feedback

|

Restrigdes

Figura 1.

Seguindo a problematica didatica, estamos interessados na natureza das restri¢cdes
prescritivas que o sistema sujeito/meio deve satisfazer. Dentre essas restricdes, nao
conhecidas exaustivamente, podemos citar duas que sdo especificas dos sistemas
didaticos: as restrigdes de tempo e as restri¢des epistemoldgicas (Arsac et al., 1992). As
primeiras devem-se a forma de organizacdo da escolaridade (duracdo da vida escolar,
organizacao do ano letivo, organizagdo das aulas etc.). Este ultimo se deve a existéncia de
um conhecimento de referéncia que subjaz a qualquer conteddo a ser ensinado e que, de
fato, fornece critérios para a aceitabilidade de qualquer resultado de aprendizagem.

O papel do professor, no que diz respeito a determinado contetdo a ser ensinado, é

organizar o encontro entre um sujeito e um meio para que um saber - que pode ser visto
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como aceitavel em relacdo a intencdo didatica - possa emergir de sua interacdo. Esse
encontro ndo € um evento trivial. Estar em um meio néo é suficiente para o aluno ser capaz
de “ler” nele o meio relevante para a finalidade de ensino (Balacheff, 1998). Selecionar as
caracteristicas relevantes do meio, identificar o feedback e entendé-lo com relagédo ao alvo
de acdo pretendida ndo é evidente. A condi¢do para o professor ter sucesso nesta tarefa é
construir uma situagcdo que permita a devolucéo para os alunos tanto do meio como das
relacGes relevantes (acdo/feedback) para esse meio. Mas a intencdo didatica de tal situacdo
pode atuar como uma restricdo; é o caso quando o aluno acredita na expectativa do
professor, o que poderia modificar a natureza do equilibrio do sistema sujeito/meio e, a
seguir, a natureza do saber relacionado. Mas essa é a complexidade basica dos sistemas
didaticos.

A aprendizagem é um processo de reconstrugdo de um equilibrio do sistema
sujeito/meio que foi perdido ap6s perturbagdes do meio, ou perturbac@es das restrigdes no
sistema, ou mesmo perturbacdes do préprio sujeito (modificacdo de suas intengbes, ou
como consequéncia de uma doenca cerebral etc.). A problemaética didatica considera o caso
de perturbacdes provocadas propositalmente, com o intuito de estimular a aprendizagem.
O indicador de uma perturbacdo é a lacuna, reconhecida pelo sujeito, entre o resultado
esperado de uma acéo e o feedback real do meio. Isso significa, por um lado, que o sujeito
é capaz de reconhecer a existéncia de uma lacuna ndo aceitavel em relacdo a sua intencao
e, por outro lado, que o meio pode fornecer um feedback identificavel.

As vezes, o0 sujeito ndo identifica uma lacuna, ao passo que nos, como
observadores, identificamos que uma deveria ter sido reconhecida. Denominamos erro a
essa lacuna despercebida quando ela é o sintoma de um saber, isto é: o sintoma da

resiliéncia de um equilibrio prévio do sistema sujeito/meio.
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Como agora é bem aceito, nem todos 0s erros sdo negativos. Para a construcao de
certos saberes € ainda melhor estar atento a alguns erros e supera-los. Por exemplo, a
convergéncia uniforme é um conceito muito poderoso, cuja construcdo frequentemente
procede por meio de erros devido a uma ideia comum de conservagcdo de certas
propriedades de funcdes (como a afirmacdo - falsa em geral - de que o limite de uma série
de fungBes continuas € uma funcéo continua). Mas se a pesquisa foi capaz de mostrar em
alguns casos que conhecimentos erréneos poderiam ser necessarios para a aprendizagem
significativa de alguns conceitos, ela deixou em aberto a questdo do controle sobre os
meios que permitem sua superacao.

O conhecimento da fonte de erros poderia ser refutado localmente, mas poderia
manter alguma validade até mesmo no que diz respeito ao conhecimento de referéncia, o
gue pode ser visto como fornecendo a ele um dominio de validade (o conceito de
convergéncia uniforme permite expressar o dominio de validade do chamado principio de
conservacao de algumas propriedades). Mas mesmo quando esse conhecimento erréneo é
rejeitado e substituido por um novo, ele pode manter uma validade pragmatica (os nUmeros
decimais ndo sdo numeros naturais com uma virgula, mas considera-los como tal é bastante
atil no que diz respeito a computacao). A consequéncia é a possibilidade de os primeiros
saberes persistirem apesar de sua refutacdo, simultaneamente com novos saberes - 0 que

provavelmente instigaré ainda a ideia de um sujeito cognoscente incoerente e instavel.

Um problema epistemoldgico
Coeréncia e esfera de préatica

No diagrama do calendario, a série completa das oposi¢cdes temporais que sdo
implantadas sucessivamente por diferentes agentes em diferentes situacdes, e que
nunca podem ser praticamente mobilizadas juntas por causa das necessidades da
pratica, nunca requerem tal apreensdo sinotica, mas antes a desencorajam através
de suas demandas urgentes, se justapem na simultaneidade de um Unico espacgo.
O calendario, portanto, cria ex nihilo toda uma série de relagdes [...] entre pontos
de referéncia em diferentes niveis, que nunca sdo colocados frente a frente na
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pratica, sdo praticamente compativeis, mesmo que sejam logicamente
contraditérios. (Bourdieu, 1990, p. 83)

Esta explicacdo do paradoxo da coexisténcia de um pensamento racional e de
saberes, que parece contraditéria do ponto de vista do observador, pode ser estendida no
caso de um Unico agente observado em diferentes situacdes. O cerne desta explicacdo € o
tempo, por um lado, e, por outro, a diversidade de situagbes. O tempo organiza as a¢oes
do sujeito sequencialmente de tal forma que os saberes contraditérios sdo igualmente
operacionais, porque aparecem em diferentes periodos de sua historia - 0s saberes
contraditorios podem entdo ser ignorados. A questdo da diversidade de situa¢des introduz
um elemento de tipo diferente. E uma explicacio possivel na medida em que se reconhece
que um saber ndo é de natureza geral, mas, ao contrario, esta relacionado a um espaco de
validade especifico e concreto sobre o qual é reconhecido como uma ferramenta eficiente.
Isso enfatiza que a transferéncia de uma situacdo para outra ndo é um processo 6bvio,
mesmo que aos olhos de um observador essas situagbes sejam isomorficas. Seguindo
Bourdieu, nos referiremos a esfera da pratica para designar esses dominios de validade
mutuamente exclusivos na historia do sujeito. Podemos dizer que, na esfera da prética, o
sujeito racional esta reconciliado com o sujeito que conhece.

Devemos insistir no fato de que as contradigfes, assim evidenciadas, sao
reconhecidas como tais por um observador que € capaz de relatar situagdes tidas como
independentes e completamente diferentes pelo préprio sujeito. Mas, nao obstante, no
sistema referencial do observador, esses estados do sistema sujeito/meio observado, devem
ser rotulados da mesma forma. Assim, pode-se querer falar do sujeito conhecimento de
numeros decimais, de continuidade de funcdes ou de reflexao de linhas, mesmo que mais
tarde se reclame que esse conhecimento ndo é coerente.

De fato, aceitar a existéncia de saberes contraditorios parece refutar o principio

tedrico dos construtos mentais como produtos de um processo de adaptacao regido por
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critérios de confiabilidade e de adequacdo a resolucdo de problemas ou desempenho de
tarefas. Isso levanta problemas na educacdo matematica, para a qual as solu¢@es tém sido
buscadas em diferentes direcbes. Vamos aqui considerar o mais significativo e sua

evolucéo.

De miconcepcdes a concepgdes como saber

Em uma pesquisa que apresentou na reunido anual de 1986 da American
Educational Research Association, Confrey relaciona o desenvolvimento da pesquisa
sobre conceitos erréneos ao reconhecimento de um fracasso no ensino: apesar de todos os
esforcos, muitos alunos tinham grandes conceitos errdneos em matematica e ciéncias. A
pesquisadora nota que a comunidade de educacdo matematica teve uma abordagem

bastante pragmatica para este problema:

MisconcepcgBes foram definidas empiricamente como falhas documentadas de
muitos alunos em resolver problemas que pareciam estar relacionados a conceitos
fundamentais. (Confrey, 1986, manuscrito p.4)

Em um artigo publicado posteriormente, Confrey (1990) distingue diferentes
abordagens dessa questdo!'. Em todas elas, a crianca-aluno é vista como um sujeito
fundamentalmente distinto do adulto-especialista que se apresenta como o dono do saber
de referéncial?. Mas essa visdo ndo exclui o reconhecimento de algum tipo de legitimidade
cognitiva desses equivocos®?:

[...] uma crianga pode ndo estar ‘vendo’ o mesmo conjunto de eventos que um

professor, pesquisador ou especialista. Isso sugere que muitas vezes a resposta de
uma crianca é rotulada de errbnea muito rapidamente, e que se alguém fosse

11 They are the Piagetian genetic epistemology, the scientific epistemology and the information processing
approach. Each of these three approaches aims at providing a problématique for the cases when the
students’ conceptionsappear to be in contradiction with shared and recognized knowledge (Confrey, 1990,
p-4)

12 the case of the former one or even of the “mathematics of the child” (Confrey, 1990, p.29)

13 Essa observagcdo, feita no caso da epistemologia cientifica, é de fato uma abordagem vélida, inclusive para a
abordagem piagetiana, como enfatizaremos no pardgrafo seguinte.
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imaginar como a crianga estava entendendo a situacdo, entdo descobriria que 0sS
erros eram razoaveis e sustentaveis. (ibid., p. 29)

Na verdade, dentro do quadro de referéncia do aluno - em oposi¢do a um externo -

as concepcoes se enquadram nas regras comuns de saber:

Um equivoco ndo requer a postulacdo de uma ‘imagem’ inadequada do mundo;
requer a no¢ao de uma conclusdo bem-sucedida de uma série de problemas em que
o ciclo de formulacéo de problemas (expectativa), resolugdo de problemas (acéo) e
reconstrucédo de problemas (revisdo) séo realizados com sucesso.

Em outras palavras: uma misconcepcdo tem um dominio de validade, caso
contrario, ndo existiria como tal. Portanto, ha uma distancia muito curta entre um equivoco
e um saber. A principal diferenca é que, para uma misconcepcao, existe uma refutacao que
é conhecida pelo menos pelo observador. Mas mesmo ao atribuir a uma misconcepg¢do o
status de um saber, 0 que leva a maioria dos autores a abandonar a prépria palavra,
permanece como um corolério da definicdo inicial a existéncia de um conhecimento de
referéncia intrinsecamente correto - embora tal posicao seja claramente refutada por nosso
conhecimento atual da histéria da ciéncia e da matematica. Notemos, neste ponto, que
considerar que os saberes dos alunos e os saberes de referéncia séo de natureza diferente,
tem como consequéncia a impossibilidade de um modelo, 0 que seria uma ferramenta para
dar conta de ambos.

Bachelard (1938, p.13) escreveu de maneira simpética que a realidade nunca é o
que se poderia acreditar, mas é sempre o que se deveria ter pensado'®. Feita na primeira
metade do século, esta afirmacdo expressa que o saber estd sempre em progresso. Se
aceitarmos isso, os erros testemunham a inércia do poder instrumental de um saber que se
provou por sua eficiéncia em situacdes suficientes, e sua probabilidade de organismo em

um ambiente que o modifica e que por sua vez se modifica. Pode-se notar que o

14«0 real nunca ¢ ‘0 que se poderia pensar’, mas é sempre 0 que se deveria ter pensado” (Bachelard, 1938, p.13).
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construtivismo ndo reconheceu imediatamente essa natureza do erro, ou pelo menos do
gue se poderia pensar. Por exemplo, Aebli (1963), que desenvolveu a aplicacdo da
psicologia de Jean Piaget a didatica, caracterizou os erros como testemunhos de mal-
entendidos ou habitos de um aluno®®. Assim, as reacdes erroneas que podem provocar em
alguma situacdo de resolugéo de problemas devem ser estudadas detalhadamente com o0s
alunos, para que entendam os motivos pelos quais alguns processos ndo sao corretos, e
para que capturem diferencas e relagdes entre a reacdo correta e o erro (ibid., p.101). Até
certo ponto, podemos sugerir que, em tal visdo, o aluno é um sujeito cognitivo, mas ainda

ndo € um sujeito totalmente sabido:

Do ponto de vista do nivel funcional, a crianga € idéntica ao adulto, mas com uma
estrutura mental que varia em funcdo das fases de desenvolvimento (Piaget, 1969,
p.224). Envolvida em um processo de construcdo, a crianga é sempre obrigada a se
acomodar a uma realidade externa, as peculiaridades do ambiente a partir do qual
ela tem que aprender tudo. (ibid., p.225)

O conteudo da estrutura mental da crianca ainda ndo tem completamente o estatuto
de um saber, embora existam todos os ingredientes tedricos que permitam considera-la
como tal. A revolucdo copernicana ndo se concretizou no inicio dos anos 70.

A principal evolucéo dos anos 80 foi reconhecer que 0s erros nao sao apenas efeito
da ignorancia, da incerteza, do acaso, mas o efeito de um saber anterior que foi interessante
e bem-sucedido, mas que agora se revela como falso ou simplesmente ndo adaptado
(Brousseau, 1997, p.82). Na Franca, um dos primeiros trabalhos neste paradigma (Salin,
1976) prop0s caracteristicas cognitivas dos erros essenciais para o desenvolvimento da
teoria das situac@es didaticas: por um lado, um erro € um ponto de vista de um saber sobre
outro saber (possivelmente, para um sujeito, a avaliacdo de um saber antigo do ponto de

vista de um novo), por outro lado, um erro s6 pode ser identificado se o feedback do meio

15 «“Reflexos condicionados acionados por um sinal indutor” (Aebli, 1963, p.53).
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puder ser “lido” pelo sujeito como indicacdo de uma falha (uma expectativa ndo
satisfeita)®®.

A principal diferenca entre a posicdo anterior e a atual reside no seu significado
epistemoldgico; o status de saber é diferente em cada caso. A primeira posi¢ao implica a
existéncia de um conhecimento de referéncia geral e verdadeiro (um conhecimento, por
assim dizer). A segunda posicao requer apenas estabelecer uma relagéo entre dois saberes
com a ideia de uma evolugdo, sem julga-los. Qualquer conhecimento é o que €, pareca
estar errado ou n&o, parcial ou mal adaptado; é antes de tudo o resultado de uma adaptacéo
Otima do sistema sujeito/meio, segundo critérios de adequacéo e eficiéncia.

Como consequéncia da natureza do sistema sujeito/meio, todo saber tem carater
provisorio, ou melhor, todo saber poderia ser revisitado, seu dominio de validade pode ser
modificado em decorréncia de algumas perturbacdes que seria inatil afirmar que sdo
improvaveis. Com efeito, reconhece-se aqui a forte relagdo que liga “saber” e “problemas”,

para os quais este saber é uma ferramenta (permitindo voltar a um equilibrio).

Concepgao, uma caracterizagéo formal’

A palavra “concepcdo” tem sido usada ha anos em pesquisas sobre ensino e
aprendizagem de matematica, mas tem sido utilizada como uma nocéo de senso comum,
ao inves de definida explicitamente. Ela funciona como uma ferramenta, mas sua defini¢cao
permanece implicita; ndo é tomado como objeto de estudo como tal (Artigue, 1991, p.266).

De acordo com a analise de Artigue, “"concepcdo” se refere a um objeto local; neste

16 A tese de Brousseau, no inicio dos anos setenta, vai além do fato de reconhecer que os construtos mentais fonte dos erros sio
os saberes. Afirma que alguns desses saberes passiveis de serem falsificados sdo necessarios ao aprendizado: a trajetéria do
aluno pode ter que passar pela construgdo (provisoria) de saberes errdneos, porque a consciéncia dos motivos pelos quais esse
saber é errbneo é necessaria para a construcdo e compreensdo do novo saber. Seguindo Bachelard (1938, pp. 13-22), Brousseau
chama de obstaculos epistemoldgicos essas portas obrigatorias para uma nova compreensdo: “Um conhecimento, como um
obstaculo, é sempre fruto de uma interagéo entre o aluno e seu entorno e mais precisamente entre o aluno e uma situagdo que
torna este saber ‘de interesse’. Em particular, ele permanece “6timo” em um determinado dominio definido pelas caracteristicas
numeéricas “informacionais” da situacdo.” (Brousseau 1997, p.85).

17 Embora bastante completa, a apresentacéo € aqui limitada aos principais contornos da caracterizagao formal de
concepgdes. O leitor pode estar interessado em visitar o site relacionado www.conception.imag.fr .
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sentido, o seu estatuto epistemologico ndo difere propriamente do da palavra
“misconcepcao”. Ha necessidade de uma defini¢gdo mais bem fundamentada de conceitos
e de ferramentas que nos permitam analisar suas diferencas e semelhancas. Uma
necessidade j& observada por Vinner (1983, 1987). Esta secdo visa propor uma solugdo
para este problema na forma de uma formalizacdo da no¢ao de “concepcao”. Em seguida,
nas Gltimas secBes deste artigo, analisaremos a literatura atual sobre as concepgbes de
funcdo dos alunos como um caso para uma primeira ilustracdo da utilidade de nossa
proposicao.

Essa formalizacéo deve ser uma forma de superar a contradi¢cdo apontada acima,
ou seja, que a multiplicidade de saberes de um sujeito pode se revelar contraditéria com
relacdo a alguma referéncia dada. Assim, também proporemos definicdes dos termos
“saber” e “conceito” como entidades abstratas, cujas diferencas residem em suas funcdes
e relagdes.

Denominamos concepgao C o quadruplo (P, R, L, })) em que:

- P é um conjunto de problemas;

- R é um conjunto de operadores;

- L é um sistema de representacao;

- Y éuma estrutura de controle.

O leitor informado reconhecerd, subjacentes aos trés primeiros componentes, as
principais caracteristicas identificadas por Vergnaud (1991, p.145)*® para caracterizar um
conceito; introduzimos o quarto por razdes que explicaremos a seguir. A primeira questao
de qualquer investigador em educacdo matematica sera a de saber relacionar esta definicao
formal com a “realidade” de que se depara. Vamos considerar este ponto para cada um dos

quatro elementos da definigéo.

18 Essa definicéo proposta por Vergnaud foi, de fato, cunhada no inicio dos anos 80.
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A questdo da caracterizacdo concreta do conjunto P de problemas € complexa. Uma
opcao seria considerar todos os problemas para 0s quais a concepcdo proposta fornece
ferramentas eficientes para a elaboracdo de uma solucdo. Esta é a op¢do sugerida por
Vergnaud no caso das estruturas aditivas (1991, p.145). Essa solucdo esta fora de alcance
na maioria dos casos. Outra opgao poderia consistir em considerar um conjunto finito de
problemas, com a ideia de que outros problemas derivariam deles. Essa é a solugdo
proposta por Brousseau (1997, p.30). Se a opgdo de Vergnaud nédo ajudar, a opgdo de
Brousseau deixa em aberto a questao de estabelecer que um conjunto gerador de problemas
pode ser construido para qualquer concepgdo. Em vez disso, propomos adotar uma postura
pragmaética, derivando a descri¢cdo de P, de forma empirica, a partir da caracterizacédo de
situacdes que permitem diagnosticar as concepcdes dos alunos. Esta abordagem pode ser
reforgada pela andlise de usos historicos e reais da matemaética (por exemplo, Sierpinska
1989; Thurston, 1994; d'’Ambrosio, 1993; Lave, 1988; Nufies et al., 1983).

A questdo da caracterizacdo concreta do conjunto R de operadores é mais classica.
Os operadores sdo as ferramentas para obter uma evolugéo das relagdes entre o sujeito e o
meio; elas sdo as ferramentas para a acdo. Os operadores podem ser “concretos”,
permitindo realizar acdes em um meio material, ou “abstratos”, permitindo transformar
representac@es linguisticas, simbdlicas ou graficas. Assim, um operador pode assumir a
forma de funcionalidade na interface de um software ou de uma regra sintatica para
transformar uma expressdo algébrica, ou ainda pode assumir a forma de um teorema em
uma inferéncia.

O sistema de representacdo L consiste em um repertorio de conjuntos estruturados

de significantes, de natureza linguistica ou ndo, utilizados na interface entre o sujeito e o
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meio, apoiando a acdo e o feedback, as operacdes e as decisbes'®. Para citar apenas alguns
exemplos: linguagem algébrica, desenho geométrico, linguagem natural, mas também
interfaces de software mateméatico e calculadoras sdo exemplos de sistemas de
representacdo. Seja como for, dependendo do estado do sistema sujeito/meio, o sistema de
representacdo deve ser adequado para dar conta dos problemas e permitir operadores
atuantes.

A ultima dimenséo de uma concepcdo, a estrutura de controle 3, é constituida por
todos 0os meios necessarios para fazer escolhas, tomar decisdes, bem como expressar
julgamentos. Esta dimensdo é muitas vezes deixada implicita, embora se possa perceber
que os critérios que permitem decidir se uma agéo € relevante ou ndo, ou se um problema
é resolvido, é um elemento crucial para a compreensdo de um conceito matematico.
Sugerimos que na proposi¢do de Vergnaud, a estrutura de controle esta implicita em sua
referéncia a teoremas em acgdo ou a inferéncia (Vergnaud, 1991, pp. 141-142), que sdo
nocdes significativas apenas na medida em que estdo associadas ao reconhecimento que o
sujeito tem de procedimentos para verificar se suas a¢gdes sdo legitimas e corretas. Apés
Polya e uma longa tradicdo de pesquisa sobre metacognicdo, Schoenfeld (1985, pp. 97-
143) mostrou o papel crucial do controle na solucdo de problemas. Mais recentemente,
Robert (1993) enfatizou o papel do metaconhecimento, demonstrando a necessidade de
tratar as estruturas de controle como tais. Na verdade, isso esta diretamente relacionado a
uma problemética da validacdo, que esta intrinsecamente relacionada ao entendimento

(Balacheff, 1987, p.160).

19 Na sequéncia das observagGes de um dos nossos arbitros, devemos sublinhar que estamos cientes da dificuldade que se pode
colocar com o uso da palavra “representacdo”, especialmente quando ¢ lida a luz de uma problematica psicologica.
Reconhecemos que qualquer “simbolo como representagdo necessita de uma pessoa viva que constroi a representagdo ou, ao
compreendé-la, a reconstroi” (Furth, 1969, p.,93). Mas aqui estamos nos concentrando no sistema formado por um sujeito
cognoscente e um meio, e ndo exclusivamente em um deles. Na verdade, a representacéo neste sentido - isto é, no sentido
semiotico - é o suporte basico dos comportamentos observados. Nao pretendemos reduzir nem o sujeito nem o conhecimento
aos significantes.
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E importante insistir no fato de que essa caracterizacdo de uma concepcao nao esta
mais relacionada ao sujeito do que ao meio com o qual ele interage. Pelo contrario, permite
uma caracterizacdo do sistema sujeito/meio: o sistema de representacdo permite a
formulacgéo e a utilizacéo dos operadores tanto pelo emissor ativo (o sujeito) como pelo
receptor reativo (0 meio). A estrutura de controle permite expressar 0s meios do sujeito
para decidir sobre a adequacao e validade de uma acédo, bem como os critérios do meio

para selecionar um feedback.

O caso das fungoes
Um tema amplamente estudado

Em vez de dar muitos exemplos, que s6 poderiamos explorar superficialmente no
espaco limitado do presente artigo, optamos por investigar da maneira mais precisa
possivel apenas um caso, a saber, o caso das “funcdes”.

O tema da funcdo foi amplamente estudado. Existe uma grande quantidade de
referéncias bibliogréficas, todas muito diferentes umas das outras. Por outro lado, a no¢ao
de funcéo esta na interseccao de varias areas matematicas (numeros, limite, algebra etc.) e
requer a consideracdo de varios sistemas de representacdo (representacdes gréficas,
linguagem simbdlica etc.). Um contexto tdo rico ajudara a demonstrar o beneficio que se
pode esperar da modelagem das concepgfes que propomos.

E classico hoje em dia considerar a priori as seguintes categorias de concepcdes de
funcéo:

- Funcionar como uma “lei” de correspondéncia (uma funcdo expressa a
correspondéncia entre dois conjuntos, um elemento do primeiro conjunto sendo associado
a um elemento Unico do segundo conjunto)

- Funcionar como expressdes simbdlicas (uma férmula, uma expressdo

algébrica ...)
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- Funcionar como um objeto grafico

As duas primeiras formulacdes vém de Vinner e Dreyfus (1989 pp. 359-360).
Como o leitor deve saber, esses autores consideram outras imagens conceituais de
“funcao”, como “relacdo de dependéncia”, “regra” e ‘“operagdo”. Outros autores
introduzem outras categorias como “razdo e propor¢dao” ou “dependéncia funcional”
(Sierpinska, 1989) ou concepgdo como processos (Breidenbach et al., 1992). Essas
categorias podem ser vistas como refinamentos das categorias mais gerais mencionadas
acima. Devido a fragilidade dos meios de que dispomos para atribuir uma concepgdo a um
aluno, optamos aqui por permanecer com as trés defini¢des principais.

Os métodos geralmente utilizados para atribuir uma concepcdo a um aluno
consistem mais frequentemente em analisar entrevistas ou questionarios que perguntavam
aos alunos se existe uma funcéo correspondente a uma determinada especificacdo (por
exemplo, Vinner e Dreyfus, 1989, p.359) ou modelagem de algumas situagdes (por
exemplo, Breidenbach et al., 1992, p.279), ou mesmo abordando diretamente a questio “o
que ¢ uma fungao para vocé?” (Vinner e Dreyfus, 1989, p.359). O que os alunos produzem
entdo é bastante dificil de analisar. Por exemplo, pode-se perguntar como é possivel
distinguir precisamente entre a categoria “relacdo de dependéncia entre duas variaveis”
(“relacéo de dependéncia”) e a categoria “algo que relaciona o valor de x ao de y”
(“regra”). A questao aqui apontada €, por um lado, a forma como os dados séo recolhidos
e os seus efeitos no diagndstico das concepcdes e, por outro lado, a forma como essas
concepcOes podem ser descritas. Voltaremos a esta questdo mais tarde.

As categorias que selecionamos podem ser vistas como invariaveis na literatura da
educacdo matematica; correspondem, de fato, aos trés principais sistemas de representacédo
associados a “fun¢do” - quer se considere a pesquisa em educacdo matemaética ou a

pesquisa em historia da matematica. Com efeito, é pela analise historica, utilizando as
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obras classicas de varios historiadores (Kline, 1972; Smith, 1958; Kleiner, 1989; Edwards,
1979), que introduziremos uma primeira proposi¢cdo para modelar as concepcdes de

“funcao”.

Concepcdes de funcdo em uma perspectiva historica

Um bom ponto de partida para identificar as principais concep¢des de “fungao” ao
longo da histéria da matemaética é distingui-las por meio do principal sistema de
representacdo que implementaram.

Um dos sinais mais antigos da existéncia de funcao sdo as tabelas e seus usos. Por
exemplo, Ptolomeu (no Almagesto) sabia que as posi¢des dos planetas mudam com o
tempo e compilou tabelas numéricas astronémicas (Youschkevitch, 1976, p.40-42). Nos
seculos 10 e 11, tabelas precisas também foram utilizadas na astronomia pelos arabes. As
tabelas vdo com a localizagdo de um numero isolado por outro ndmero (ou quantidades)
e, portanto, a ideia de variavel ainda ndo esta presente.

A associacdo de uma curva e uma tabela desempenha um papel critico na
formulacéo e solugdo do problema de determinacao das trajetorias dos planetas. Kline, por
exemplo, indica que Kepler melhorou o célculo da posicdo dos planetas essencialmente
pelo ajuste de curvas geométricas e dados astrondmicos, sem qualquer referéncia tedrica
para explicar por que as trajetérias sdo elipticas (op. cit., p.336). A validade das trajetorias
conjecturadas estava entdo essencialmente relacionada a precisdo da medicdo das posi¢oes
dos planetas e a escolha de um objeto geométrico familiar, a elipse que permitia descrever
0 universo com leis matematicas simples. Kline observa que a maioria das funcdes
introduzidas no século XVII foram primeiramente estudadas como curvas (ibid., p.338).
Na verdade, as curvas, como trajetérias de pontos moveis, eram o principal objeto de

estudo dos matematicos do século XVII (Kleiner, 1989, p.283).
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A criacdo do simbolismo da algebra (Viete, 1540-1603, e, posteriormente,
Descartes, Newton, Leibniz) foi decisiva para o desenvolvimento das fung@es. A separacao
do estudo da funcdo da geometria é creditada a Euler. Kleiner (ibid., p.284) enfatiza que o
“Introductio in analysin infinitorum” (1748) oferece uma abordagem inteiramente
algébrica, sem uma Unica imagem ou desenho. A funcdo foi apresentada como objeto
central da Anélise. A caracterizacdo analitica das funcdes recebeu forte formulacdo de
Euler, que afirmou que uma fungdo é uma expressao analitica formada de qualquer
maneira a partir de uma quantidade e constantes variaveis (ibid., p.404).

Embora considerar a fungdo como expressdo analitica tenha se mostrado uma
ferramenta poderosa, causou contradicdes e foi inadequada para resolver alguns problemas
do século XVIII (por exemplo, a polémica das cordas vibrantes). Euler formulou em 1755
uma definicdo geral de fungdo, expressando a noc¢do de dependéncia entre quantidades
variaveis e a nocdo de causalidade (Dhombres, 1988, p.45). Tal definicdo abriu novas
potencialidades e dificuldades que estimularam muitas discussdes até o século XX
(Monna, 1972).

Cada uma dessas concepcdes?® pode ser caracterizada por um quadruplo, conforme

definimos acima:

o - Concepcao da tabela: Ct = (P1, RT, Tabela, >'1),
o - Concepcao de curva: Cc = (Pc, Rc, Curva, > c),

. - Concepgdo analitica: Ca = (Pa, Ra, Algebra, 3 ).
o - Concepcao de relagdo: Cr = (Pr, Rr, Lr, Y Rr)

Os casos das concepcdes de Tabela, Curva e Algebra sdo suficientes para ilustrar

nosso proposito e, portanto, ndo desenvolveremos em detalhes o caso da concepcéo de

20 Nao pretendemos que essas trés concepcdes sejam suficientes para dar conta do desenvolvimento histdrico de “funcéo”.
Eles sdo pedras angulares a partir das quais a andlise historica pode ser realizada e organizada.
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Relacdo. As palavras “Tabela”, “Curva” e “Algebra” sdo utilizadas para nos referirmos
aos sistemas de representacao correspondentes (0 que ndo é o caso para a concepgdo de
Relacdo) que se caracteriza por suas regras sintaticas especificas e seus proprios critérios
de validade. A questao é entdo examinar se para Ct, Cc e Ca 0s conjuntos P, R e > mostram
diferencas significativas dependendo da concepgéo que contribuem para descrever. Vamos
considerar esta questdo do ponto de vista das estruturas de controle.

A concepgdo Cr tem fundamentos essencialmente empiricos. Na verdade, a
validade de uma tabela depende da precisdo da medicdo e dos célculos relacionados em
relacdo aos requisitos de uma dada circunstancia. No caso da concepgdo Cc, a validade
deve ser avaliada em relacdo a qualidade das interpolacdes e previsdes que a elipse
permitiu. Portanto, a estrutura de controle correspondente Y 1 € fundamentalmente de
natureza empirica, assim como para ) c. Devem fornecer ferramentas que permitam
verificar a precisdo das tabelas ou das curvas relativamente as observagoes e medicdes
realizadas. As correspondentes esferas de préatica dependem de maneira essencial da
qualidade de produgfes bastante concretas. Com efeito, no inicio do século XVIII, um
problema importante era o da navegacéo de longa distancia, estando as costas invisiveis?L.

Assim, o conjunto de problemas P, assim como Pc, eram dominados por questdes
praticas e Rt, assim como Rc, incluiam - mas ndo exclusivamente - técnicas de medig&o,
de computacao e de desenho. Neste ponto, podemos sugerir que a elipse da primeira lei de
Kepler era um objeto geométrico, idealmente concebido, mas utilizado empiricamente na
construcdo de curvas, a fim de ter acesso ao objeto e para previsdes. Uma curva ndo era a
representacdo grafica do que hoje reconhecemos como o grafico de uma funcdo

considerada como relagdo entre entidades (nUmeros ou mesmo quantidades).

21 No século XVI, os métodos de [computagdo da longitude] eram téo imprecisos que os navegadores costumavam errar até
500 milhas” (Kline, 1972, p.336). Em 1712, o governo britanico estabeleceu uma comissao para a descoberta da longitude.
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A concepcéo analitica Ac é de natureza diferente. A nosso ver, isso introduz uma
ruptura na epistemologia das funcdes. Uma funcdo definida por uma expressao analitica
nao precisa se referir a um campo experimental (seja de fenbmenos naturais, seja de
desenhos mecanicos). Ela pode ser estudada por si mesma, como Euler expressou ao
apresentar fungbes como objeto de estudo da Analise (Introductio in analysin infinitorum).
Isso ndo significa que a problematica da modelagem ndo desempenhe mais nenhum papel,
mas sim gue ela ndo é mais central e ndo caracteriza a concep¢do. Um objetivo da Anélise
do seculo XVIII (e dos séculos XIX e XX ...) foi a resolucdo de equagdes funcionais que
foi de grande importancia para a Fisica (Dhombres, 1988), e os desenvolvimentos em
séries infinitas, que desempenharam um papel central como operadoras (Ra) nessas
resolugdes. A estrutura de controle correspondente > o depende das caracteristicas
especificas da Algebra como sistema de representacdo e dos operadores que permite
implementar. A implementacdo de expressdes simbodlicas e a prova matematica séo as
principais ferramentas para decidir se uma afirmacdo é valida ou ndo. Na verdade, as
representacBes simbolicas ndo sdo as Unicas disponiveis e utilizadas. A qualquer funcao
Ca pode ser associado um gréfico, que é um conjunto de pares (X, y) no plano cartesiano
(onde y é o valor da funcdo para um determinado x). Essa possibilidade sugere
frequentemente relacdes proximas entre Cc e Ca, 0 que levanta a questdo da relagdo entre
gréfico e curva. Embora o gréafico seja uma representacdo possivel de uma funcao,
exibindo fendmenos que as expressdes algébricas ndo demonstram facilmente (por
exemplo, a intersecdo de duas linhas), uma curva é antes uma evocacdo da trajetoria de um
ponto mével ou de um objeto geométrico, como Kline expressa ao descrever a concep¢ao
de Newton (op. cit., p.339).

A solucdo geral das equacdes diferenciais parciais que expressam as vibracdes de

uma corda finita, por causa das condi¢@es iniciais, induziu Euler a considerar funcdes
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arbitrarias que ndo tinham necessariamente uma representacdo analitica. A existéncia de
tais funcdes arbitrarias era controlada por argumentos fisicos e estava relacionada as varias
formas iniciais possiveis do fragmento. O surgimento de uma concep¢ao Cr de fungao
exigiu entdo o desenvolvimento de novos modos de representacdo Lr € de uma nova
estrutura de controles Y r para definir o que tais fungdes poderiam ser e para trabalhar com
elas sem qualquer referéncia a uma representacdo analitica. 1sso demorou dois séculos.

E importante enfatizar aqui que as concepcdes, conforme as descrevemos, diferem
umas das outras de maneira essencial. Para ilustrar isso, considere as véarias defini¢cdes da
derivada fornecidas por Thurston (1994):

- Simbdlico: a derivada de x" € nx"!, a derivada de sin (x) € cos (x), a derivada
de fog ¢ fog*g’ etc.

- Geométrica: a derivada é a inclinacdo de uma reta tangente ao grafico da
funcéo, se o gréfico tiver uma tangente.

- Aproximacéo: a derivada de uma fungdo é a melhor aproximacao linear da
fungédo perto de um ponto.

Thurston infere que cada uma das diferentes definicdes expressa “maneiras de
compreender uma determinada peg¢a da matematica”, mas que sdo de fato equivalentes,
desde que se faca um esforco para formuléd-las com suficiente precisdo (Thurston, 1994,
pp.4-7). Se isso poderia ser o caso de um especialista que realmente vé uma relagdo
metaforica entre os diferentes cenarios evocados, esta longe de ser o caso para um aprendiz
ou mesmo do ponto de vista da histéria da matematica ao longo da qual essas defini¢des
surgiram. Concep¢Oes como as que descrevemos ndo verificam a propriedade de
equivaléncia sugerida por Thurston.

Voltando ao caso da funcdo, a questdo ndo é a precisdo na formulacdo de uma

definicdo, nem é uma questao de linguagem. A concepc¢ao de curvas como trajetorias de
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um ponto, atribuida a Newton por Kline (1972, p.339), é fundamentalmente diferente da
concepcdo de Dirichlet, que a considera como um subconjunto do produto cartesiano de
dois conjuntos que satisfazem determinadas restricdes (o que garante a univaléncia). O
ponto crucial ¢ que “funcdo” ndo se refere ao mesmo objeto nos dois casos, mas a objetos
gue sao diferentes em esséncia.

Sem ir muito longe na discussdo desses pontos, devemos notar o fato de que cada
sistema de representagdo que consideramos, tomado por si (com suas caracteristicas
semidticas), tem um poder de exibicdo diferente (que pode ser definido como a capacidade
de mostrar o que deve ser mostrado, ou possivelmente para se esconder). Essas diferencgas
podem ser melhor compreendidas considerando os operadores, que podem ser
implementados e o0s respectivos sistemas de controle.

Tomemos novamente o caso das tabelas (Ct). Uma tabela é uma maneira bastante
particular de representar uma fungdo, na medida em que ndo diz nada além dos valores
que exibe. Embora seja o primeiro meio de representacédo utilizado, o cadinho dentro do
qual foram moldadas vérias funcdes, Kline (1972, p.338) nos lembra que a tdbua dos seios
da face era conhecida com grande precisdo muito antes de a curva associada se tornar um
objeto matematico. A validade de um enunciado baseado na manipulacdo de uma tabela
depende, como ja enfatizamos, da precisdo do célculo ou da precisdo das observag6es que
seus elementos produzem. Aqui parece que a estrutura de controle > v depende fortemente
da relacdo com um dominio exterior & matematica, para o qual a concepc¢do considerada
fornece os meios para modelagem. Da mesma maneira, Rt inclui operadores matematicos

e operadores especificos para a coleta de dados.
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Concepc0es de funcdo dos alunos

Vamos nos concentrar em alunos dos niveis secundario e pds-secundario. Esses
alunos constituem a maior parte da populacdo considerada na literatura. Todos eles tém
algum conhecimento de algebra, e todos foram expostos as fungcbes elementares classicas.

O estudo de Vinner sobre a imagem do conceito de funcdo dos alunos é classico.
Vinner identificou oito componentes das concep¢des de fungdo dos alunos, dos quais
reproduzimos aqui as principais caracteristicas:

- “A correspondéncia que constitui a funcdo deve ser sistemadtica, deve ser
estabelecida por norma ¢ a propria norma deve ter regularidades proprias”;

- “Uma fungao deve ser um termo algébrico”;

- “Uma fungao ¢ identificada com uma das suas representacdes graficas ou
simbolicas™;

- “Uma fung¢ao deve ser dada por uma regra”;

- “A fungdo pode ter diferentes regras de correspondéncia para dominios
disjuntos, desde que esses dominios sejam dominios regulares (como meias linhas ou
intervalos);

- “Uma regra de correspondéncia que nao ¢ uma regra algébrica ¢ uma fungao
apenas se a comunidade matematica a anunciou oficialmente como uma fun¢do”;

- “O grafico de uma fun¢ao deve ser regular e sistematico”;

- “Uma funcao ¢ uma correspondéncia um-para-um”.

Esses componentes da imagem conceitual da funcdo (que retiramos de Vinner,
1992, p. 200) resultam das investigacdes realizadas pelo autor com alunos da regido de
Jerusalém no inicio dos anos oitenta. Desde este trabalho seminal de Vinner em 1983,
essas caracteristicas foram confirmadas como sendo amplamente comuns a estudantes em

todo o mundo (Tall, 1996, pp.297-301).
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Conforme sdo apresentados ao leitor, esses recursos ainda ndo estdo organizados
em concepcdes. Em particular, faltam indicacdes sobre seu dominio de validade, bem
como sobre a maneira como eles poderiam ser implementados em situac@es de resolucao
de problemas. Pode-se notar que varios deles estdo intimamente relacionados a um sistema
de representacdo, algébrico ou gréfico. Por isso, consideramos as representa¢des uma porta
de entrada privilegiada para a busca de uma caracterizacao das diferentes concepcoes.

Do ponto de vista dos alunos, a ideia de que uma curva de grafico deve existir em
relacdo a uma expressdo algébrica é central, ambas as representacdes devem obedecer a
certas restricdes®?. Pela expressdo “curva do grafico”, nos referimos a duas entidades
diferentes que devem ser distinguidas. Isso é bem expresso por Sierpinska, quando ela
introduziu a distingdo entre visdes sintéticas e visdes analiticas de curvas?>:

Visao analitica da curva: uma funcdo é uma curva ‘abstrata’ em um sistema de

coordenadas; isso significa que é concebido de pontos (X, y), onde X e y estdo

relacionados entre si de alguma forma. (ibid., 1989, pp.18)

Curva, uma vista sintética: [...] a funcdo se identifica com sua representacdo no
plano; é uma curva vista de uma forma concreta e sintética. (Sierpinska, 1989, p.17)

Essa distin¢cdo nos lembra a que normalmente é feita em matematica entre curva e
grafico: curva, referindo-se a um objeto geométrico, e grafico, referindo-se a uma
representacdo de uma funcdo no sistema de representacdo grafica (um traco, um grafico).
Mas a distincdo feita por Sierpinska aqui pode ndo ser exatamente esta, ja que ela
acrescentou que a “relagdo (entre x e y, a visdo analitica) pode ser dada por uma equacao.
Mas a curva ndo representa a relacdo. Em vez disso, é representada pela equagdo” (ibid.).

Essa observacdo, de fato, chama nossa atencdo para a confusdo que provavelmente o0s

22 Existe uma rica literatura sobre fungdes de compreensdo e suas representagdes. Uma distingdo comum ¢é feita entre os
aspectos de processo/objeto das fungdes (Dubinsky e Harel, 1992; Sfard, 1991). Esses aspectos podem ser relacionados aos
usos dos alunos de diferentes representagdes de fungBes (Schwingendorf, Hawks e Beineke 1992; DeMarois e Tall, 1999). A
distingdo entre a abordagem global e a abordagem pontual de fungGes (Bell e Janvier, 1981; Even, 1998) também é critica,
mostrando em particular que a capacidade de lidar com (o gréafico e o algébrico) representacdes de fungdes ou de mover de
uma representacdo para outra esta relacionada a flexibilidade no uso de diferentes abordagens para fungdes. Devido ao lugar
restrito permitido neste trabalho, todos esses aspectos ndo podem ser desenvolvidos e nos limitamos ao caso especifico da
distingdo gréfico/curva.

23 Embora ela continue usando a palavra "curva" em ambos 0s casos.

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v. 24 n. 1, p. 722-769, 2022 749



alunos fazem entre a configuracdo geométrica e a configuracédo do calculo (no sentido de
Douady, 1985), o que é facilitado pelo sistema de representacao grafica comum usado por
ambos.

Assim, sugere-se considerar dois tipos de concepcdes do aluno: a Curva-Algébrica
e a Algébrica-Grafo. Iremos considera-los de uma forma mais precisa e descrevé-los
utilizando as ferramentas que acabamos de apresentar:

- Concepgédo Curva-Algébrica: Cea = (Pca, Rea, Grafico-Algebrico, Y ca),

- Concepcdo de Grafico-Algébrico: Cac = (Pac, Rac, Grafico-Algébrico,
2.AG)

Essas duas concepgbes compartilham o mesmo sistema de representacédo, tanto
algébrica quanto grafica, mas esses sistemas tém diferentes graus de importancia em
ambos (isso € sugerido pela ordem diferente em sua denominacgéo). No caso da concepcéo
Curva-Algeébrica, o critério é que a curva deve ser representada por uma equagdo, Como
escreveu Sierpinska, mas prefeririamos dizer que ela deveria ter uma representacao
algébrica em vez de uma equacédo. No caso da concepcdo de Gréfico-Algébrico, o critério
é que a representacdo algébrica deve estar associada a um gréfico que deve ser tragado. A
distincdo entre grafico e curva ndo é muito facil de fazer porque eles implementam o
mesmo sistema de representacdo. As razdes para esta dificuldade séo as mesmas razdes
pelas quais os alunos tém dificuldade em reconhecer em que ambiente em que precisam a
trabalhar (e, portanto, em saber o que é legitimo ou ndo). E observando as regras-
ferramentas que ambas as concepcdes exigem e observando sua estrutura de controle que
podemos definir a distingdo.

Inferimos que a tarefa é bastante dificil quando se pode apenas confiar nas
evidéncias fornecidas por tarefas em que os alunos séo diretamente solicitados a responder

a pergunta “o que € uma funcé@o?”’, ou em que eles sdo convidados a decidir se graficos ou
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descri¢des de correspondéncias representar fungdes (ex: “Existe uma fungio, cujos valores
sdo iguais entre si?” (Vinner e Dreyfus, 1989)). Pode-se notar dois pontos importantes
sobre esses experimentos:

- Em primeiro lugar, mostram a distancia entre as respostas a pergunta “o que
é uma funcao?” e as respostas para as tarefas que requerem uma decisdo sobre as
descricBes das correspondéncias. Esse distanciamento evidencia a relagdo entre
concepgOes e problemas. Tarefas diferentes (como fornecer uma defini¢cdo ou
descrever uma funcdo) podem exigir diferentes concepgoes. Isso significa que as
concep¢des dos alunos sdo menos acessiveis em declaracfes sobre um conceito, do
que em situagOes de resolucdo de problemas envolvendo o conceito. Por isso, a
caracterizacdo das concepcgOes requer evidenciar as relacdes entre concepcdes e
problemas.

- O segundo ponto diz respeito ao tipo de tarefas propostas aos alunos. Em
todos eles, os alunos ndo precisam realizar agcdes para produzir uma solugdo, mas
sim ativar os operadores de controle para produzir uma decisdo - como 0s
mencionados por Vinner e citados acima. Na verdade, Vinner enfatiza a fragilidade
desse tipo de investigacao. Ele observou um grande namero do que denominou de
raciocinio irrelevante e que define da seguinte forma: “[...] a justificativa dada pelo
aluno porque ele assumiu que era a coisa certa a se dizer (e nenhum pensamento
significativo estava envolvido) ndo serd considerado um raciocinio relevante”
(Vinner, 1992, p.206).

Isso pode ser analisado a luz da descri¢do muito clara de Castella (1995) da situagédo
que ela utilizou para explorar as concepcdes de tangente dos alunos. Castella assume que
os desenhos que propds aos alunos sdo “diretos”, que seu carater aproximado (sdo esbogos
de funcgdes) ndo esconde nenhuma caracteristica surpreendente - as func¢des representadas
sdo 0 que parecem ser? (ibid., p.21) Pode-se entdo pensar legitimamente que as situacoes
observadas podem depender muito da qualidade do contrato experimental. O pesquisador
afirma que a investigacdo tem como alvo as concepgdes dos alunos, mas pode ser que 0
gue se observe sejam as opinides contingentes dos alunos e ndo as concepcdes dos alunos
como esperado. As respostas dos alunos podem ser uma forma de agradar as expectativas
do professor/observador - isso é exatamente o que Vinner temia. Mas, de fato, como

poderia ser diferente? Especialmente no sistema de representacdo grafica, as tarefas sdo

24 As funcdes representadas S&0 as que parecem ser”, escreve Castella.
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fornecidas aos alunos utilizando o que sugerimos denominar icones de funcdo em vez de
representacOes graficas de funcbes. Para entender isso, convidamos o leitor a considerar
tais tarefas do ponto de vista da natureza do feedback que os alunos podem esperar do
ambiente fornecido pela situagdo em que estdo envolvidos. Eles ndo podem realizar
nenhuma acgéo relevante na representacdo grafica, uma vez que essas representaces sdo
apenas esbocos (ver fotos de Castella ou tarefas de Vinner e Dreyfus evocadas acima).

Chegamos aqui a um ponto em que o que deve ser discutido é a natureza dos
problemas para os quais as concep¢des dos alunos fornecem ferramentas que permitem
propor solugdes razoaveis (pelo menos aos olhos do aluno). Com efeito, a caracterizagao
de uma concepgdo ndo deve ser separada da caracterizagdo da situagao-problema que
permitiu evidencia-la.

Ir aléem da definicdo e investigar situacfes mais orientadas para o problema é de
fato o que Vinner (1992) pretendia quando pediu aos alunos que decidissem sobre a
continuidade ou diferenciabilidade de uma funcgéo (ibid, p.202-210). Ele concluiu de seu
estudo que, para os alunos (i), uma “funcéo ser continua é o mesmo que ser definida e ser
descontinua é o mesmo que ser indefinida em um determinado ponto” (ibid., p.205), ou (ii
) “Continuidade ou descontinuidade esta relacionada ao gréafico” [por exemplo ‘Uma
funcéo é continua porque seu grafico pode ser desenhado em um curso’] (ibid., p. 206), ou
(iii) “h& uma certa referéncia ao conceito de limite” [por exemplo, ‘A fun¢do ¢ continua
porque tende a um limite para cada x’] (ibid., p. 207). Considerando que a pergunta direta
“0 que é uma fungdo?” deu essencialmente uma indicacdo de possiveis elementos das
estruturas de controle, obtemos aqui uma visao sobre as ferramentas que os alunos podem
ter disponiveis.

Algumas dessas ferramentas estdo claramente relacionadas a uma concepgao

Curva-Algebrica. Por exemplo, desenhar o grafico[y=1sex >0ey=-1se x <0] é uma
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ferramenta que permite controlar o aspecto do objeto grafico (o grafico mostra uma

interrupcdo) e assim permite concluir que a funcéo f (x) = % é descontinua (tarefa de

Vinner B1). Outras ferramentas referem-se a uma concepcao de Grafico - Algébrico (como
as que envolvem um critério de limite).

Vinner fez 0 mesmo com a derivada, identificando (i) caracterizacdes algébricas
corretas, ou (ii) descricbes de manipulacbes simbdlicas a serem realizadas, ou (iii)
definicdes corretas dentro do sistema de representacdo grafica. Mas o autor parece néo ter
ferramentas eficazes para descrever as chamadas solucgdes incorretas. 1sso resulta no uso
de atributos como “vago”, “difuso” ou “sem sentido”. Ao todo, essas respostas vagas e
confusas dos alunos representam 46% da amostra de 119 alunos. Devemos perceber aqui
gue os alunos foram confrontados com representacdes graficas de fungdes e solicitados a
decidir e justificar se eram continuas ou ndo. No caso da derivada, eles foram solicitados
a defini-la diretamente, respondendo a pergunta “o que é uma derivada?” Mais uma vez,
observamos a fragilidade dos dados coletados, na medida em que essas tarefas podem ndo
revelar as concep¢des dos alunos de derivada, mas sua possivel opinido oferecida em uma
situacao bastante embaracosa.

Para decidir ou justificar uma afirmacao, é preciso mobilizar a propria concepcéo
de uma forma diferente, mais operacional, do que defini-la, por assim dizer. A gquestao
aqui é que o que aprendemos com o discurso ou producao de um aluno deve ser analisado
em comparagcdo com as caracteristicas da situagdo em que esse discurso ou produgdo é
produzido. Podemos ainda ir mais longe, afirmando que as concepgoes e os problemas séo
entidades duais (Balacheff, 1995). Isso significa que para caracterizar as concepgdes dos

alunos, deve-se fornecer-lhes situagbes-problema significativas, com complexidade
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suficiente para que possam envolver sua concepc¢do de forma significativa, demonstrando
para nos as ferramentas que utilizam e a natureza do controle que a tarefa®® envolve.

Artigue (1992 p.130) da-nos um excelente exemplo da vantagem de voltar as
caracteristicas da situacdo dos alunos quando analisa, no caso da abordagem qualitativa
das equacdes diferenciais, o falso teorema: “se f (x) tem um limite finito quando x tende
ao infinito, sua derivada f’(x) tende a 0”. Ela escreveu:

No campo das equacOes diferenciais, as concep¢des de monotonicidade podem

atuar especialmente como obstaculos, pois, por um lado, as previsdes eficazes sdo

implicitamente baseadas na extra-hipétese da monotonicidade e, por outro lado, 0s
teoremas tém que se livrar dessas extra-hipoteses. Sejamos mais explicitos:

Ao esbogar curvas de solucdo, desenhamos a mais simples compativel com o

conjunto de restricdes identificado, mas, ao fazer isso, adicionamos restricdes

extras relativas a convexidade que pode ser expressa aproximadamente da seguinte
maneira: a convexidade tem que ser o minimo possivel de mudanca ou, em termos
algébricos, o sinal de f”, para uma solucgéo f, deve ser o mais constante possivel.

Portanto, f* € implicitamente o mais monotonico possivel. (ibid., p.130)

Ela conclui que

o falso teorema mencionado pode ser visto como uma instanciagdo de tal extra-

hipotese: se para x grande o suficiente, f> € monotdnico, f* tem necessariamente um

limite (finito ou ndo) e o limite Unico compativel com um a assintota horizontal é

0. Em outras palavras, ao adicionar a condicdo f> monotonica, esse falso teorema

se torna verdadeiro” (ibid.)

Tal analise de uma ferramenta (que € o status real dos teoremas na pratica dos
alunos) utilizada por alunos evidencia a interacdo do sistema de representacdo grafica e
algébrica e o papel desempenhado pelas caracteristicas da esfera de pratica (papel este que
é de fato reconhecido por Vinner, quando aponta o fenémeno da “compartimentagdo”).

Voltemos entdo as concepgBes de Curva-Algébrica e as concepgbes de Grafico-
Algébrico. Essas concepc¢Bes serdo diferenciadas ndo pelo sistema de representacdo

(grafica ou simbdlica) que mobilizam, mas pelo tipo de ferramentas e controles que

envolvem nas situacdes-problema. Isso significa que para caracterizar essas concepgoes,

25 Observe que nio pretendemos que isso seja suficiente para resolver nosso problema de diagnéstico, mas que é uma condigéo
necessaria.
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precisamos ser capazes de descrever o conjunto de operadores R e a estrutura de controle
> em relagdo ao conjunto de problemas P.

Afirmar o que é P em ambos 0s casos permanece um problema em aberto para a
pesquisa em educacdo matematica, mesmo neste dominio tdo investigado. Pode-se
observar, neste ponto, que a histéria ndo ajuda muito. Na verdade, as concep¢Bes dos
alunos s@o muito dificeis de analisar em comparag¢do com o que a historia nos ensina sobre
a evolucdo do conceito de funcdo. E, de fato, seriamos muito cautelosos com a ideia de
que o “estudo histérico da nocdo de funcdo juntamente com sua anélise epistemologica
nos ajudou a analisar o comportamento matematico do aluno” (Sierpinska, 1989, p.2). E
claro que a anélise epistemoldgica é uma ferramenta essencial, mas a anélise historica pode
induzir a uma visdo da nocdo de fungdo que oculta o papel desempenhado pelo contexto
escolar moderno. A anélise histérica vai delinear a no¢do do ponto de vista matematico,
do ponto de vista cognitivo devemos estar preparados para ver as coisas de uma forma
bastante diferente. Na verdade, Sierpinska reconheceu que “as concepg¢des dos alunos ndo
sdo imagens fiéis da concepcao historica correspondente” (ibid., p. 19). Por exemplo, uma
das questdes que devemos considerar é saber qual poderia ser a diferenca essencial entre
as concepgdes algébricas dos alunos e as concepgdes historicas “correspondentes”. E
também surpreendente que as tabelas desempenhem um papel muito limitado, se € que o
fazem, nas situagdes que envolvem funcgdes: se estdo presentes, € em relacdo a situacdes
concretas, em que o0 objetivo é menos analisar uma funcdo do que analisar os dados (a
funcéo é vista como uma ferramenta de anélise de dados).

As esferas de préatica dos alunos sdo radicalmente diferentes das esferas dos
matematicos que os historiadores consideram. O sistema didatico primeiro introduziu os
alunos a funcdes “boas”, principalmente brincando com duas configuracdes diferentes:

algébrica e grafica. Como Sierpinska (1989, p.17) notou, formas de graficos de funcdes
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elementares podem funcionar como prototipos de concepgdes. Dependendo do curriculo a
gue foram expostos, os alunos tém a disposicdo ferramentas mais ou menos sofisticadas
para analisar algumas formulas algébricas elementares e para descrever o comportamento
das funcdes correspondentes. Essas esferas de pratica podem ser descritas em detalhes
ap6s uma analise cuidadosa dos livros didaticos que estdo disponiveis para os alunos (para

uma primeira investigagdo nesta direcédo, ver Mesa, 2001).

Exemplo de um estudo: as concepgbes de curva-algébricas e algébrica-gréafico

Ilustraremos a utilizacdo do quadro proposto para a caracterizacao das concepcoes
de funcdes dos alunos, tomando o caso de alunos do 12° ano (altimo ano do ensino médio
do sistema educacional francés). Queriamos ir mais longe na compreensao das relacdes
entre os sistemas de representacdo grafica e algébrica. Nosso estudo anterior deu origem a
caracterizacao de duas concepcdes de funcdes: a Curva-Algébrica e a Algébrica-Grafico.
Gostariamos de evidenciar nesta secdo como o sistema algébrico e o sistema de
representacdo grafica e, portanto, as ferramentas-regras e 0s controles exigidos no
problema, levam a diferenciacdo dessas concepcoes.

Utilizamos o ambiente de geometria dindmica Cabri-Geometry 11% (doravante
denominado Cabri) no qual se pode construir curvas e mostrar a relacdo dindmica entre
suas representacdes graficas e algébricas (Gaudin, 2002).

Uma parabola em um sistema de coordenadas foi apresentada aos alunos. Essa
parabola poderia girar em torno de seu vértice e ser manipulada, sendo a equacao associada

atualizada dinamicamente durante essas manipulacdes (ver figuras 2 a 6).

% Cabri-Geometry I é um ambiente de geometria dinamica distribuido pela Texas Instruments.
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Diferentes posicdes da parabola no Cabri

Pedimos aos alunos que escrevessem a equacgdo da tangente a parabola no ponto

Mo e que desenhassem essa tangente (os alunos sabiam desenhar com o Cabri uma reta,
Ccuja equacao cartesiana é conhecida).

Situacdo 1: a parabola poderia ser manipulada movendo seu eixo (segurando o

ponto preto, veja as Figuras 2-6) para que pudesse atingir uma posic¢ao “vertical” (Figura

3) - nesta posic¢do a parabola é o grafico de uma fungdo quadrético.

Situacdo 2: 0s movimentos eram restritos, a pardbola ndo conseguia girar

completamente em torno do Vértice, portanto, ndo conseguia atingir a posicdo vertical
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como na situacdo 1; e assim os alunos ndo conseguiam obter uma funcdo quadratica
“familiar”.

Os alunos do 12° ano deveriam saber:

- que uma parabola cuja equagdo € y = ax? + bx + ¢ é o gréafico da funcéo f definida
por f (x) = ax? + bx + c.

- que uma equacao da tangente ao grafico de uma funcéo f no ponto Mo (Xo; Yo) € y
= f’(Xo) (X-Xo) + f (Xo), f* sendo a derivada de f.

- algumas regras de diferenciacéo.

- nada sobre conicas.

A fim de enquadrar a anélise da atividade de resolucdo de problemas dos alunos
que desenvolvemos, esbo¢camos a seguir as estratégias que podem ser esperadas em ambas
as situagoes:

Situagdo 1:

- Um controle sobre a posicdo da pardbola permite alcancar a posicéo vertical para
obter o grafico de uma fungdo quadrética f. Sua representacao algébrica é f (x) = (1/2,36)
(3,32x2 - 10x + 1,56) (veja a Figura 4).

- A propriedade “Uma equagdo da tangente de um grafico de uma fun¢ao f no ponto
Mo (Xo; Yo) €y = F(Xo) (X-Xo) + f (Xo), f” é a derivada de f’. E um operador que processa a
expressao algébrica de f.

- Obtém-se a equacdo da tangente da pardbola (y = -1,01x - 1,17) e desenha-se a
tangente com Cabri.

Situacéo 2:

- A paréabola ndo pode mais atingir a posicdo vertical, mas, na posicao horizontal,

é o grafico de uma funcdo quadratica em outro sistema de coordenadas definido pela
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mesma origem, o ponto (0; -1) como unidade no eixo X e o ponto (1; 0) como a unidade
no eixo y (veja a Figura 6).

- O novo sistema esta associado a mudanca da variavel X = -y e Y = x. Esta
mudanca é uma ferramenta para conhecer a equagio 3,08X? - 2,04Y - 9,23X + 10 = 0 da
parabola no novo sistema e obter a representacdo algébrica f (X) = (1 / 2,04) (3,08X? -
9,23X + 10) da funcdo da qual a pardbola é um grafico no novo sistema.

- Como na situagdo 1, a propriedade “Uma equagdo da tangente de um gréafico de
uma funcgdo f no ponto Mo (Xo; Yo) é y = f'(Xo0) (X-Xo) + f(Xo), f” sendo a derivada de {7, é
um operador que processa a expressdo algebrica de f. Obtém-se a equacgéo da tangente da
pardbola (Y =-1,20X + 3,06). A mudanca da variavel X = -y e Y = x é uma ferramenta
para conhecer a equacgédo da tangente no sistema inicial de coordenadas: 1,20y - x + 3,06

=0. Pode-se desenhar a tangente com Cabri.

T

| Coordonnées
| de MO :

| [1.74;-1,10)

I “Mo___

Equation de
la parabole: 3,08 y*- 2,04 x+ 9,23y +10=0

Figure 6

O desenho de uma parabola na tela pode ser conceituado como um gréafico ou uma
curva. Conforme haviamos lembrado, o grafico de uma funcéo f é o conjunto de pontos
(%, f (X)) em um sistema de coordenadas; uma curva € um objeto geomeétrico que pode ser

desenhado independentemente da existéncia de um sistema de coordenadas. Considerar a
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parabola como o grafico de uma funcédo quadréatica é essencial para associar os controles
as ferramentas envolvidas nas estratégias acima mencionadas.

Apresentaremos alguns aspectos da analise dos comportamentos observados de
dois alunos, André e Rémi, que trabalharam juntos, bem como de Loic e Sylvain.
Escolhemos estes dois estudos de caso porque ilustram muito bem ambas as concepgdes:
Curva-Algébrica, no caso de André/Rémi e Algébrico-Gréafico?’, no caso de Loic/Sylvain.
Do ponto de vista desses alunos, obter a equacdo da tangente da parabola significava
“derivar a equacdo”?® e utilizar o operador “se f é uma funcdo de x entdo a equacéo da
tangente no ponto M (Xo, f (X0)) € y = f*(Xo) (X-Xo) + f (X0)”. Enquanto a parabola ndo fosse
a representacao de um gréfico, os alunos ndo poderiam realizar as regras de diferenciacao
gue conheciam (e assim, utilizar o operador e obter a equagdo da tangente). Suas decisdes
e agOes para fazer a equacao de acordo com essas regras revelaram diferentes controles e
ferramentas envolvidas no problema.

Identificar o controle utilizado por André/Rémi ou Loic/Sylvain para estabelecer
se uma equacao era derivavel ou ndo na situacdo 1, fornece meios para discriminar ambas
as concepcoes.

Para André/Rémi, a equacdo pode ser derivada se sua forma for [y = <uma

expressdo de x>]. Como nao era o caso, tentaram mudar a posi¢do da parabola. Eles

a moveram para a posicdo vertical. Eles escolheram esta posicdo enquanto

controlavam a equacdo que, como resultado, se tornou cada vez mais simples (y

desaparece na equagao: isso € bom?®, o coeficiente de xy diminui: isso é perfeito

...). Eles obtiveram uma equacdo que chamaram de “equacdo arranjada” que

poderia ser derivada.

Sylvain/Loic acharam a equacdo na tela muito complicada (monstruosa). Eles

controlaram que a equagdo ndo era a representagdo de uma funcéo porque o

grafico ndo passou no teste da linha vertical (havia dois valores para um x). Eles

afirmaram que a equacdo ndo poderia ser a derivada. O controle sobre a

derivabilidade foi baseado na forma da equacao que deveria ser [y = (algum x, ndo

y)]. Sylvain previu que xy e y? deveriam desaparecer da equacdo quando a parabola
atingisse a posicao vertical, entdo eles decidiram obter esta posicao.

27 para obter mais detalhes, consulte Nathalie Gaudin (1999).
28 \/amos especificar o que significa “derivar a equacio” para cada par de alunos.
2% Os intercambios de alunos sdo escritos em italico.
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As acdes de ambos os pares de alunos na situacdo 1 sdo as mesmas: mover a pardbola
para a posicao vertical e obter a equacdo da tangente conforme descrito na estratégia esperada.
Mas os controles e o sistema de representacdo associado diferem de uma maneira importante.
Os controles de André / Rémi referem-se essencialmente ao sistema de representacéo algébrica:
obter uma escrita simbolica adequada da equagdo. Os controles de Sylvain/Loic referem-se ao
sistema de representacdo gréafica e algébrica: satisfazer o teste da linha vertical para obter uma
equacao da forma: [y = (algum x, nenhum y)].

Esses controles desempenham um papel essencial nas decisdes dos alunos na situagao
2. Percebendo que a parabola ndo pode mais alcancgar a posicao vertical, os pares de ambos 0s
alunos tiveram que mudar suas estratégias.

André/Rémi decidiu mover a parabola para a posi¢do horizontal porque a equagao
parecia entdo ser a mais simples que eles poderiam esperar. A equacao obtida
(3,08y2 - 2,04x + 9,23y + 10 = 0, ver Figura 5) foi descrita como “boa”, como “a
melhor”. Mas essa equacdo ainda ndo estava de acordo com a regra de
diferenciacdo, e os alunos propuseram mudar x por y e y por Xx. Novamente, 0
controle € essencialmente algébrico. Eles duvidaram da legitimidade de tal
mudanca, e entdo, propuseram mudar o sistema de coordenadas para o novo de
acordo com o mapeamento das variaveis: X = -y e Y = X (que é quase o sugerido
mudando x com y e y com X). Eles obtiveram uma expressdo que poderiam derivar
(f(x)=(1/2,04) (3,08X2 - 9,23X + 10) - pode-se notar que escreveram “x” e ndo
“X”, em “f (x)”. O ponto importante aqui é o significado que os alunos atribuiram
a mudanca de sistema. Eles ndo relacionaram essa mudanga com 0s outros objetos
da situacdo: eles usaram a coordenada inicial de Mo no operador “se f é uma funcéo
de x entdo a equacdo da tangente no ponto M (Xo, f (Xo0)) € y = f’(Xo) (X-Xo) + f (X0)”,
a equacgdo da tangente ndo foi reescrita no sistema inicial antes ao desenho da
tangente (conforme descrito pelas estratégias “esperadas”), assim a tangente foi
invalidada. Obviamente, a mudanca de sistema ndo estava associada a um controle
no sistema de representacdo grafica, apenas estava associada a um controle sobre a
escrita simbolica da equagdo em conformidade com [y = (expresséo de x)].

Loic moveu a parabola para a horizontal porque esta posicdo parecia-lhe ser
melhor do que qualquer posicdo. Sylvain ndo considerou essa posi¢do a melhor
para resolver o problema. Essa opinido era consistente com o teste de linha vertical
que ele usou na situacdo 1 e € confirmada pela presenca de y» na equacéo (ndo vejo
... como vocé lidard com y,?). Ele propds mudar o sistema de coordenadas: o0 novo
sistema proposto sendo aquele em que a parabola satisfazia o teste da linha vertical
e, portanto, aquele em que a pardbola era o grafico de uma funcdo. Assim, ao
contrario da outra dupla de alunos, foi um controle no sistema de representacdo
grafica que levou a escolha do novo sistema de coordenadas. Este controle permitiu
uma distingdo grafico/curva mais eficaz do que “obter uma bela equagao”. “Mais
eficaz” significa que este controle foi associado a novas ferramentas utilizadas
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pelos alunos: leitura das coordenadas de MO no novo sistema, obtengdo da equacéo
da tangente em que a parabola é um grafico e, em seguida, escrever esta equacao
na inicial sistema para desenhar a tangente.

A identificacdo de diferentes concepgBes nestes dois estudos de caso é possivel
observando os controles, as ferramentas e 0s sistemas de representacdo associados que 0s
alunos utilizaram para resolver os problemas. Na situacédo atual, as acdes que observamos
referem-se a controles bastante diferentes e ndo definem as mesmas configuracdes de
trabalho.

No caso da concepc¢do Curva-Algébrica, o controle associado ao operador “se f é

uma funcgdo de x entdo a equacéo da tangente no ponto M (Xo, f(Xo)) é y = f* (Xo) (x-

Xo) + T (Xo0)” ¢ algébrica. A parabola € um objeto geométrico designado por uma

equacao e algumas de suas posi¢Ges sdo mais ou menos operacionais do ponto de

vista deste controle. Assim, as ferramentas e transformacdes algébricas (mudanca

de variavel) ndo se aplicam aos objetos do cenario geométrico (a parabola, MO, a

reta tangente). O célculo é reduzido a transformacdes simbdlicas.

No caso da concepcdo de Gréfico Algébrico, os controles graficos (reconhecendo

a pardbola como um gréafico, lendo a situagdo em um novo sistema) estdo

relacionados as ferramentas algébricas (o operador “se f ¢ uma fun¢ao de x entdo a

equacao da tangente no ponto M (Xo, f (X0)) € y = f’(Xo0) (X-Xo0) + f(X0)”, a mudanga

de variaveis que funciona em todos os objetos do sistema). Por causa dessa relacéo,

o calculo pode ser baseado em variaveis vinculadas por uma equacao e/ou um

gréfico.

No entanto, devemos ter cuidado com a relagdo entre concepcoes e situacdes. E
importante verificar as concepcdes caracterizadas e as praticas de sala de aula. Temos que
definir de que forma as concepgdes caracterizadas funcionam nos exercicios propostos nas
aulas e em que medida sdo bastante especificas das situacbes presentes. Em outras
palavras, ainda ha que se confirmar que ambas as concepc¢des estdo associadas a esferas

reais de pratica.

Conclusao: concepcéo, saber e conceito

Nao ha espaco suficiente dentro dos limites do presente artigo para dar uma
explicagdo detalhada de todos os beneficios que esperamos da definicao de “concepgao”
que propomos. A titulo de exemplo, mostramos como o modelo permite expressar com

mais precisdo que duas concepcdes tém o mesmo conteddo de referéncia, ou referem-se
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ao mesmo objeto. Expressar tal relacdo entre as concep¢fes é necessario para permitir a
passagem do nivel das concepcdes ao nivel dos saberes. Para isso, é necessario um terceiro,

um observador:

Denotamos por Cp de concepcdo de um observador (em outras palavras, temos que
explicitar uma concepcéo de referéncia), e C e C' de duas concepcdes. Se existe uma
fungao de tradugdo f: L—Lp, e f’: L’—>Lp tal que para qualquer problema p de P existe
um problema p’ de P’ de modo que f (p) = f’(p’) - e inversamente - entdo dizemos que
C e C’ se referem ao mesmo contetido de referéncia do ponto de vista de Cp.

Observe que dizer que duas concep¢fes tém o mesmo contetdo de referéncia do
ponto de vista de um observador ndo diz muito sobre a natureza dessas concep¢des; podem
estar erradas ou certas, eficientes ou ndo, mais ou menos gerais... Todos os tipos de
propriedades que podemos expressar de forma precisa dentro do modelo®, e que podemos
utilizar para “computar” situagcdes 6timas de aprendizagem.

Como conclusdo, indicamos apenas o0 progresso que fizemos considerando o
problema fundamental descrito na secéo 2.

Se chamarmos o saber de um conjunto de concepgdes que se referem ao mesmo
conteudo de referéncia, podemos entdo falar do dominio de validade de um saber (ou seja,
a unido do dominio de validade das concepcdes relacionadas), mas a0 mesmo tempo
podemos reconhecer o carater contraditério de um saber (uma concepcéo € falsa do ponto
de vista de outra, ambas sendo constitutivas do mesmo significado - cf. Balacheff, 1995,
p.233).

Além disso, sugerimos denominar conceito o conjunto de todos os saberes
compartilhando o mesmo contetdo de referéncia (Balacheff, 1995, pp. 234-235). No caso
da funcéo, por exemplo, investigar o seu significado consiste primeiro em construir um
esquema como o da figura 7 e compreender as relacdes ao nivel da concepgao (é possivel,

por exemplo, provocar a passagem de uma concepgéo a outra?)

30 Ver Balacheff 1995, 1995a
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Figura 7.
Em certa medida, estamos perto de responder positivamente a questdo que Biehler
colocou®!: “Nao poderiamos dizer que o significado de um conceito matematico é a sintese
de todos os seus usos?”. Por outro lado, estamos um pouco distantes da proposta de Sfard

(1991), que escreveu que

a palavra ‘conceito’ (as vezes substituida por ‘no¢ao’) sera mencionada sempre que
uma ideia matemadtica estiver em causa na sua forma °‘oficial’ - Como uma
construcao teodrica dentro do ‘universo formal do conhecimento ideal’; todo o
conjunto de representacdes e associagfes internas evocadas pelo conceito - a
contraparte do conceito no ‘universo do saber humano’ interno - serd referido como
‘concepgdo” (ibid. p.3).

No entanto, se a visdo de “conceito” pudesse ser considerada mais pragmatica em nossa
apresentacao, a visdo de “concep¢ao” que desenvolvemos ndo esta tdo longe daquela que
Sfard sustenta.

Em suma, pode-se perceber que uma concepc¢ao € a instanciacdo do saber de um

sujeito por uma situacao (caracteriza o sistema sujeito/meio em uma situacéo), ou poderia

31 Referimo-nos a uma questio colocada por Rolf Biehler em um documento de trabalho que ele compartilhou no contexto
do projeto BACOMET IV “Significado na educag¢do matematica” (1996).
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ser considerada como a instanciacdo de um conceito por um par (sujeito/situacdo). Das
relacdes entre concepc¢des induzidas pela defini¢do aqui adotada, e de suas propriedades,
podemos extrair de forma natural propriedades e relacBes entre saberes, bem como entre
conceitos.

Devemos enfatizar que consideramos aqui 0 meio, bem como as interagoes entre o
sujeito e 0 meio do ponto de vista Unico de situaces didaticas - o professor ndo é
considerado neste modelo. Na verdade, o professor deve ser considerado assim que
consideramos as condicdes para um determinado aluno entrar em interagdo com um meio
gue consideramos provavel que permita alguma aprendizagem. Este sera o cerne do
desenvolvimento futuro.

Agradecimento: o referencial teérico apresentado neste artigo foi beneficiado
pelos comentarios e questionamentos dos participantes do IV projeto BACOMET
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