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Resumo
Raciocinar é uma das seis competéncias da base comum da matemaética do 4° ciclo (anos 7, 8
e 9 do curriculo obrigatério na Franga). Inclui provar, argumentar, demonstrar, e afirma a
centralidade da demonstracdo. As avaliagcbes do programa reconhecem a dificuldade desse
ensino. O texto a seguir questiona 0s avangos na pesquisa sobre a aprendizagem e o ensino de
demonstracéo e sua capacidade de esclarecer a implementacdo dos programas atuais. Ele volta
ao vocabulario, insistindo em particular nos diferentes regimes de validacdo da atividade do

aluno. Em seguida, aborda essas questdes na problematica da validacdo no sentido da teoria
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das situacdes didaticas. Os temas principais sdo a articulacdo entre prova e conhecimento,
evocando brevemente o modelo ck¢, e a relacdo entre prova e argumentacéo.
Palavras-chave: Controle, Prova, Demonstracdo, Modelo ck¢.

Abstract
Reasoning is one of the six competencies of the Common Base of Mathematics for Cycle 4
(years 7, 8 and 9 of the compulsory French curriculum). It includes proving, arguing,
demonstrating, and asserts the centrality of demonstration. The comments of the programs
recognize the difficulty of this teaching. The following text questions the advances made in
research on the learning and teaching of demonstration and their capacity to inform the
implementation of current programs. It returns to the vocabulary, insisting on the different
regimes of validation in the student's activity. It then addresses these questions within the
problematic of validation in the sense of the theory of didactic situations. The main themes are
the articulation between proof and knowledge by briefly evoking the ck¢ model, and the
relation between demonstration and argumentation.

Keywords: Control, Proof, Demonstration, ck¢ Model.

Resumen
El razonamiento es una de las seis competencias de la Base Comun de las Matemaéticas en el
ciclo 4 (afios 7, 8 y 9 del plan de estudios francés obligatorio). Incluye probar, argumentar y
demostrar, y afirma la centralidad de la demostracion. Los comentarios sobre los programas
reconocen la dificultad de esta ensefianza. El siguiente texto examina los avances realizados en
la investigacion sobre el aprendizaje y la ensefianza de la demostracion y su capacidad para
informar sobre la aplicacion de los programas actuales. Vuelve al vocabulario, insistiendo en
particular en los diferentes regimenes de validacion en la actividad del alumno. A continuacion,
aborda estas cuestiones dentro de la problematica de la validacién en el sentido de la teoria de

las situaciones didacticas. Los temas principales son la articulacion entre prueba y
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conocimiento evocando brevemente el modelo ck¢, y la relacion entre demostracion y
argumentacion.
Palabras clave: Control, Prueba, Demostracion, Modelo ck¢.
Résumé

Raisonner est lI'une des six compétences du socle commun des mathématiques du cycle 4
(années 7, 8 et 9 du cursus francais obligatoire). Elle inclut prouver, argumenter, démontrer
et affirme le caractere central de la démonstration. Les commentaires des programmes
reconnaissent la difficulté de cet enseignement. Le texte qui suit interroge les avancées de la
recherche sur I’apprentissage et I’enseignement de la démonstration et leur capacité a éclairer
la mise en ceuvre des programmes actuels. Il revient sur le vocabulaire en insistant notamment
sur les différents régimes de la validation dans I'activité de I'éleve. Puis il aborde ces questions
dans la problématique de la validation au sens de la théorie des situations didactiques. Les
principaux thémes sont 1’articulation entre preuve et connaissance en évoquant brievement le
modele ck¢, et la relation entre démonstration et argumentation.

Mots clés : Contréle, Preuve, Démonstration, Modéle ck¢.
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Controle, prova e demonstracdo. Trés regimes de validacdo

Este texto retoma e completa o contetido da minha apresentacdo no seminario nacional
de didatica da matematica em 18 de novembro de 2017°. Nesse dia, quis propor uma reflexio
sobre a aprendizagem e o ensino da demonstragcdo, tomando como elemento estruturante os
programas atuais dos ciclos 1 a 4 da escolaridade obrigatdria, e a seguir questionar a
investigacdo para compreender a complexidade do projeto educativo e levantar questdes sobre
as quais seria importante avangarmos; de certa forma, as prioridades de pesquisa. O texto a
seguir toma algumas liberdades com relagdo & propria apresentacao®, por exemplo, para levar
em consideracdo o relatorio da missao Villani-Torossian, publicado em janeiro de 2018.

O referencial tedrico em que me coloco € o da teoria das situagdes didaticas (Brousseau,
1998) e da teoria dos campos conceituais (Vergnaud, 1990). Também contarei particularmente
com o trabalho de Raymond Duval (1992) sobre prova e argumentacdo. O pano de fundo da
minha reflex&o consiste nos meus trabalhos sobre a prova que irei revisitar de vez em quando,
e na minha tentativa de modelacdo de concepgdes, em particular o modelo cK¢, cuja motivagéo
é estabelecer uma ligacao entre conhecer e provar.

Portanto, comecarei este texto lendo os programas atuais, focalizando a compreenséao
de suas implicagdes para os professores, tanto do ponto de vista do projeto de aprendizagem
quanto do projeto de ensino. As nocOes de controle, prova e demonstracdo sao aqui um meio
para analisar as relagOes entre concepgéo e prova, a fim de enfrentar o problema da engenharia
didatica de situacdes para o aprendizado da prova. Por fim, a conclusdo proporé dois temas de
investigacdo que considero prioritarios para contribuir para o sucesso do ensino da prova em

matematica na escolaridade obrigatoria.

5 Video da apresentagio no URL : https://video.irem.univ-paris-diderot.fr/videos/watch/9b24c7f9-30c1-4ed3-9f38-
fb969f1flb2e

6 N&o vou retomar aqui a Ultima parte da apresentagdo que abordou os problemas induzidos para o design de ambientes
computacionais para a aprendizagem da prova, isso alongaria excessivamente este texto. Um texto desenvolvendo este tema
estara disponivel em breve, entretanto podemos nos referir a Balacheff & Boy de la Tour (2019).
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Nossos programas

Argumentar, provar, demonstrar no ciclo 4

O curriculo do 4° ciclo da escolaridade obrigatéria (Menesr, 2015c) inclui o raciocinio
entre as seis grandes competéncias’ da atividade matematica. O documento anexo (Eduscol,
2016), intitulado “Raciocinio”, sublinha o “lugar de escolha” dado a esta competéncia no
curriculo e especifica o seu significado distinguindo quatro “abordagens”: resolver, colaborar,
demonstrar, bem como estabelecer e defender um julgamento. VVoltarei mais tarde a dimenséo
social subjacente a segunda, colaborar, e a quarta dessas abordagens, fundamentar e defender
um juizo. Demonstrar, de acordo com este documento, € “utilizar um raciocinio l6gico e regras
estabelecidas (propriedades, teoremas, formulas) para chegar a uma conclusdo.” E também o
“meio matematico de acesso a verdade ‘por’ [dar] ver “as diferentes etapas de uma prova pela
apresentagdo, escrita de forma dedutiva, das ligagdes logicas que a fundamentam.” (Ibid. p. 1).
Assim, esta abordagem esté presente tanto no processo de resolucdo de um problema quanto
no processo de validacdo de sua solugdo. Outra abordagem constitutiva do raciocinio, que se
refere a validacdo, é o de “fundamentar e defender os proprios julgamentos com base nos
resultados estabelecidos e no dominio da argumentagdo” (ibid.). Um pouco mais adiante no
texto, outro verbo é introduzido, “provar”, a propésito de uma conjectura, na expressao “provar
a verdade de uma demonstracdo” (ibid. p.2). Assim, os termos demonstrar, provar e argumentar
juntos delineiam a questdo da validacéo do curriculo para este ciclo.

Os comentarios oficiais também contém pistas sobre a complexidade, para professores

e alunos, de atingir os objetivos deste programa. Com relacdo ao professor, “ndo se trata de

" Embora o termo “conhecimento” se refira antes a saberes codificados, para um programa escolar, o de
competéncias recebe muitas defini¢fes distintas. Elas tendem a concordar sobre um significado mais amplo ou
“transversal”. “Uma competéncia € uma combinagdo de conhecimentos, de capacidades de aplicar esses
conhecimentos, e de atitudes, ou seja, de disposi¢cdes de espirito necessarias para esta implementagdo” (HCE).
“Uma habilidade é uma capacidade de ac¢do eficaz em uma familia de situagdes, que pode ser dominada por ter 0s
conhecimentos necesséarios e a capacidade de mobilizé-los, para identificar e resolver problemas reais”.
(Perrenoud) (in : Les définitions des termes et indicateurs statistiques de I'éducation nationale
http://www.education.gouv.fr/cid23200/les-definitions-des-termes-et-indicateurs-statistiques-de-I-education-
nationale.html -- consultado em 13 fevereiro de 2019)
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demonstrar todos os teoremas ou propriedades que aparecem no programa” (Eduscol, 2016,
p.3). A formulacdo € forte. Embora a demonstracdo seja a ferramenta candnica de validacdo
em matematica, o legislador observa que ela tem um custo tal que ndo pode ser o meio
exclusivo de validagdo em sala de aula. No entanto, o professor deve ‘“qualificar
sistematicamente as afirmac¢Ges matematicas de acordo com seu status, distinguindo entre
definig¢des, teoremas aceitos e teoremas demonstrados.” (Ibid., p.3). Na prética, os teoremas
aceitos sdo acompanhados por atividades ou discursos que facilitam sua aceitagéo pelos alunos.

Assim, a demonstragdo deve ocupar seu devido lugar na atividade matematica e, ao
mesmo tempo, coexistir com outras formas de validagdo necessariamente decorrentes da
argumentacdo ou mesmo da persuasdo. Além disso, ha indicios de que as dificuldades dos
alunos séo levadas em consideracdo: “Para ndo distrair os alunos que tém dificuldade em entrar
nos codigos de escrita de uma demonstracéo da resolucao de problemas, € importante promover
as produgOes espontaneas, escritas ou orais, resultantes das fases de pesquisa e
experimentacdo.” (Ibid. p.4).

O trabalho da aula incluird assim “tempo para partilha e argumentacao, permitindo a
producdo de provas e tempo para formatacdo (demonstracGes redigidas)” (ibid., p.4).
Argumentacéo, prova e demonstracéo séo distinguidas e relacionadas como ordens de discurso
oral ou escrito. No entanto, os comentarios dos programas de 2016, retomando os de 2008,
estipulam que “a forma escrita [da prova] ndo faz parte dos requisitos [da base comum]”
(Eduscol, 2009, p.2). O professor se depara com essa complexidade: por um lado, fazer com
que os alunos entendam o que é uma demonstracdo e seu papel na matematica, por outro lado,
de alguma forma ficar por tras desse objetivo, equilibrando os niveis de discurso que séo
relacionados com a argumentacao e a demonstracdo; ele deve conseguir coloca-los em relacao
uns aos outros, negociando essa dupla exigéncia. Para os alunos, a dificuldade antecipada é de

“[...] passar do raciocinio indutivo ao raciocinio dedutivo para estabelecer a prova; [entdo]
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moldar esse raciocinio dedutivo para fazer uma demonstracdo, ou Seja, uma prova
comunicavel.” (Ibid., p.3). Nota-se que o legislador parece considerar apenas a inducdo,
enguanto a abducdo - ou raciocinio plausivel, segundo Polya - e muitas outras estratégias
heuristicas estdo em acdo na resolucdo de problemas que confrontam os alunos com a
dificuldade de sintese e formatacdo no momento de validacdo. Se este momento é
essencialmente um momento de consisténcia e formatagdo dos produtos da atividade de
resolucdo (Garuti, Boero, & Lemut, 1998), a reducdo das diferengas estruturais ou mesmo
I6gicas entre esta atividade e uma prova aceitavel pode ser dificil (Pedemonte , 2007), portanto,
acrescenta-se que “a redagdo e formatacdo de uma prova se beneficiam em ser trabalhadas
coletivamente, com o auxilio do professor, e em ser apresentadas como uma forma convincente
de comunicar um raciocinio oralmente e por escrito” (Eduscol, 2009, p.4).

Resolver, argumentar, provar, demonstrar, comunicar e convencer oralmente ou por
escrito sdo todas as dimensbes da competéncia “raciocinio” que os programas desejam que
fosse adquirida. A investigacdo tem demonstrado que sdo estruturantes, por vezes
complementares, mas também opostas, criando tensdes tanto na aprendizagem como no ensino.
Vou levar todos esses pontos mais precisamente a seguir, mas antes disso, proponho verificar
rapidamente o que est& acontecendo nos ciclos 2 e 3 que preparam os aprendizados para o ciclo

4.

Argumentar, provar, demonstrar nos ciclos 2 e 3

No 3° ciclo, ciclo de consolidagdo, “a matematica contribui para construir nos alunos a
ideia de prova e argumentac¢do” (Menesr, 2015b). Esse objetivo é parte de um projeto maior de
aprender a “justificar suas afirmacGes e buscar a validade das informacGes de que dispde”.
(Menesr, 2018b). A geometria é classicamente apontada como o lugar privilegiado para esse
aprendizado. Seu ensino deve “[permitir] aos alunos moverem-se progressivamente de uma

geometria em que 0s objetos [...] e suas propriedades sdo controlados pela percepcdo de uma
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geometria em que sdo controladas pelo uso de instrumentos, pela explicitacdo das propriedades,
para entdo ir para uma geometria cuja validacdo € baseada apenas em raciocinio e
argumentagdo.” (Ibid.).

As distingdes entre prova e argumentacdo, justificar e validar, ndo séo especificadas,
nem suas respectivas definigdes. O proprio objetivo de aprendizagem é expresso de uma forma
bastante geral: “construir a ideia” de prova ou argumentacgao. Essas formulagdes sdo suficientes
para expressar a intencdo do legislador de mudar a relagdo dos alunos com o conhecimento,
pela tomada de consciéncia do que o separa da opinido e da crenca. Para isso, o professor tera
de estimular a passagem das abordagens empiricas para as abordagens intelectuais,
mobilizando competéncias discursivas para “explicar sua abordagem ou seu raciocinio,
entender as explicagOes do outro e argumentar na troca” (Ibid.).

Os textos do 2° ciclo trazem sugestOes para a preparacdo dessa aprendizagem. Assim,
sobre os sistemas naturais e técnicos (dominio 4), temos: “Apoiado pelo professor, o aluno
tenta experimentar, apresentar sua abordagem seguida de explicar, demonstrar, explorar e
comunicar os resultados das medi¢fes ou pesquisas, a resposta ao problema colocado usando
uma linguagem precisa. O discurso produzido é argumentado e baseado em observacgdes e
pesquisas e ndo em crengas” (Menesr, 2018a). O objetivo, na tradi¢do da formacdo da mente
critica, é formar o futuro cidaddo a “debater, argumentar racionalmente, emitir conjecturas e
refutagdes simples, questionar-se sobre os objetos de conhecimento, comecar a resolver
problemas especialmente em matematica formulando e justificando suas escolhas, desenvolver
0 julgamento e a autoconfianga” (Ibid.).

Explicitamente, a matemaética ndo faz parte do programa do ciclo 1 (jardim de infancia),
porém, numa perspectiva mais ampla, o professor € convidado a organizar “momentos de
linguagem”, notadamente nos momentos coletivos de resolugdo de problemas, “ha entdo

argumentacao, explicacdo, questdes, interesse no que 0s outros acreditam, pensam e sabem. O
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professor entdo comenta sobre a atividade que esta acontecendo para destacar sua importancia

e proposito” (Menesr, 2015a).

Um projeto que atravessa os ciclos do ensino obrigatorio

A leitura dos programas® mostra que a problematica da validagdo, fundamento da
cultura cientifica e civica, permeia toda a escolaridade obrigatdria e ocupa um lugar especial
na aprendizagem e no ensino da matematica. O relatério, apresentado ao governo em fevereiro
de 2018, afirma isso muito claramente: “a nog¢do de prova estd no cerne da atividade
matematica, qualquer que seja o nivel (apropriadamente, esta afirmacao é valida do jardim de
infancia a universidade)” (Villani & Torossian, 2018, p. 25).

A traducdo desta afirmacao nos programas e seus comentarios utiliza uma variedade de
termos (argumentar, provar, justificar, demonstrar), cujos significados ndo séo estaveis (por
exemplo, demonstrar ndo pode ter o mesmo significado no ciclo 2 e no ciclo 4) e cujas relactes
ndo sao claramente elucidadas (por exemplo, entre “prova” e “prova comunicavel”). Ao ler o
relatorio Villani-Torossian, encontra-se as mesmas dificuldades. A se¢do dedicada a “prova”
(ibid., p.25-26) utiliza formulagdes como: “abordagem da justificagdo argumentada”, “formas
de argumentagao especificas da matematica”, “demonstragdo”, cuja intencdo entendemos, mas
dificilmente as nuances: como diferenciar uma argumentacdo especifica da matematica da
demonstracdo? Seriam essas designacGes simplesmente equivalentes, prova e demonstracédo
seriam sindnimos de acordo com um dos autores que expressa a posi¢do dos matematicos®?
Respostas precisas a essas perguntas sdo necessarias para a implementacdo dos curriculos e

para a pratica diaria do ensino da matematica.

8 Programas em vigor na época do seminario em novembro de 2017 e no momento da redacdo deste texto em
marco de 2019.
9 Cédric Villani, por ocasido de uma breve troca de e-mails sobre o relatéorio sobre o ensino da matematica (30 de
marco de 2018).
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Neste ponto, sustentarei que a encomenda da instituicdo articula um componente
educacional e um componente didatico ndo exclusivo de outros aspectos, complementares e
fortemente vinculados. No componente educacional, o ensino deve levar os alunos a se
conscientizarem da distingdo entre crenga e conhecimento, apoiando-se em interagdes sociais
regidas pelos principios do debate cientifico. No aspecto didatico, trata-se de responder com
meios adaptados ao nivel concernente a questao da verdade em matematica desde as primeiras
aprendizagens. O objetivo no final da escolaridade obrigatéria é que os alunos compreendam
e pratiquem a demonstracdo como um tipo de prova especifica da matematica, o que implica
esclarecer a relagé@o entre prova e demonstragdo e saber especificar o que podem ser outros
tipos de provas que seriam praticadas por alunos e professores em niveis mais basicos.

No restante deste texto, especificarei quais pesquisas em didatica matematica podem
contribuir para a compreensao das palavras-chave usadas pelos programas e documentos que
os acompanham. Voltarei entdo aos tipos de prova, a distin¢do entre prova e controle no
contexto da resolucdo de problemas e a relacdo entre argumentacao e prova. Vou relembrar o
papel e as caracteristicas das situacdes de validacao no sentido da teoria das situa¢@es didaticas,
que fornece os elementos essenciais do design de situacgdes para a aprendizagem da prova.

Por outro lado, ndo entrarei na discussdo dos limites da interacdo social, que é
sabidamente um dos fulcros para provocar debates de prova. Tenho sublinhado a dificuldade
do professor em gerir estas situacdes (Balacheff, 1991), cuja origem reside na fragil fronteira
entre persuadir e argumentar. A inclusdo das categorias de persuasdo e argumentacdo na
tipologia de provas de Harel e Sowder (1998) ¢ justificada pela legitimidade da chamada a
autoridade para afirmar a validade de uma afirmacéo, quer o aluno invoque o professor, ou 0
professor tenha um teorema aceito sem provas. A arte de persuadir é uma arte que deve ser

reconsiderada na aula de matematica.
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Explicacéo, prova, demonstracao, o significado das palavras
Raciocinio

A competéncia “raciocinar”, ou seja, o raciocinio, constitui o quadro geral em que a
instituicdo situa resolver e demonstrar. Por raciocinio, ela quer dizer “[um] processo mental
que permite fazer inferéncias. Lembre-se de que uma inferéncia é uma operagdo mental pela
qual se aceita que uma proposicdo é verdadeira em virtude de sua conexdo com outras
proposi¢des” (Eduscol, 2016, p. 1). Utilizei uma definicdo muito semelhante no inicio do meu
trabalho sobre a aprendizagem da prova, ao designar o raciocinio como uma atividade
intelectual que consiste em obter novas informagdes a partir de uma determinada informacéo
(Balacheff, 1987, p. 148). Esta formulacéo foi desajeitada, na medida em que o problema que
se coloca ndo é modelar as atividades mentais, mas caracteriza-las por suas manifestacoes
tangiveis para poder criar situaces de aprendizagem adequadas para provocar sua evolucao
por meio do efeito de feedback especifico que elas trariam; ou seja, situacdes didaticas na
acepcao da teoria das situacOes didaticas (Brousseau, 1998), referéncia em que me coloquei
explicitamente.

Proponho adotar a definicdo dada por Raymond Duval que, por um lado, é congruente
com os quadros tedricos em que me coloco e, por outro lado, ndo introduz uma contradicdo

com uma problematica psicoldgica:

O raciocinio “[¢] a organizac¢ao de proposi¢des direcionada para um enunciado-alvo a
fim de modificar o valor epistémico que esse enunciado-alvo tem em um dado estado
de conhecimento, ou em um determinado ambiente social, e que, por consequéncia,
modifica seu valor de verdade quando certas condi¢Ges particulares de organizagao sao
satisfeitas”. (Duval, 1992, p. 52)

Por valor epistémico devemos entender “o grau de certeza ou convicg¢ao associado a
uma proposi¢do” (Duval, 1991, p. 254). O papel desse valor € particularmente perceptivel
durante as trocas em sala de aula ou durante a resolucdo colaborativa de problemas. Essa

definicdo torna a analise do raciocinio - tanto para 0 ensino quanto para a pesquisa - um trabalho

826 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.24, n.1, x, p. 816-871, 2022



sobre o discurso e o texto, cujo carater contextualizado sera levado em conta pelo estado de
conhecimento, pelos niveis de linguagem e pelas restri¢ces de situacéo.

As “condicdes particulares de organizacdo” mencionadas por Raymond Duval sdo uma
referéncia tanto a estrutura l6gica quanto ao padrdo particular do discurso de prova.
Compreender a natureza e o papel deste padrdo é um dos principais desafios no ensino de

demonstracédo. Discutirei alguns aspectos disso na se¢ao sobre 0s tipos de provas.

Explicacao

“Explicacdo” ndo é uma palavra-chave que se sobressae nos textos do programa ou em
seus comentarios. Por outro lado, junto com “argumentacao”, ¢ o termo que mais divide dentro
da comunidade cientifica quando se questiona a distingdo entre prova que prova e prova que
explica, para usar a formulacdo de Gila Hanna (1990), que desde muito cedo trouxe esse
problemaética. Os problemas subjacentes sdo o de compreender a prova € a sua capacidade de
responder a questdo do porqué uma afirmacao e verdadeira, além da forma correta de discurso
que garante essa validade. E, portanto, a questdo da ligac&o entre prova e conhecimento, mais
especificamente a questdo da ligacao entre o célculo, que reduz a validade ao cumprimento das
regras sintaxicas, e o raciocinio em que uma parte da exigéncia semantica permanece.

No que se segue, “explicacdo” ¢ utilizado para designar um “sistema de relacdes em
que os dados a serem explicados encontram seu lugar” (Duval, 1992, p. 40). Com efeito, “a
questdo do valor epistémico resolvido, surge aquela da construcdo da coeréncia ou
pertencimento da nova produg¢ao ao sistema de conhecimento” (Ibid.). A explicacéo €, portanto,
colocar em relagdo o enunciado produzido a partir da resolucdo de um problema com os
conhecimentos explicitamente disponiveis: ha compreensdo se h& fechamento para essa
conexao.

Raymond Duval (1992) identificou uma clivagem entre explicacdo e raciocinio. O

primeiro “da uma ou mais razfes para tornar-se um dado (um fenémeno, um resultado, um
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comportamento, ...) compreensivel” (ibid. p. 40), enquanto para o segundo “o papel das razdes
apresentadas é bastante diferente: é para ‘comunicar® as afirmagfes que devem justificar sua

forga de argumento” (ibid. p. 41).

Explicacéo, argumentacéo, prova e demonstragdo

Ao apoiar a existéncia de uma clivagem entre explicacao e raciocinio, Raymond Duval
induz aquela entre explica¢do e prova que Gila Hanna rejeita: “uma prova realmente se torna
legitima e convincente para um matematico apenas quando leva a uma compreensao
matematica real” (Hanna, 1995, p. 42).

De minha parte, vinculei fortemente a explicacdo e a prova em um esforgo de
esclarecimento e definicdo (Balacheff, 1987b, p. 148). Minha escolha deu origem a algumas
dificuldades tanto com Raymond Duval, por causa dessa mesma ligacdo, quanto com Gila
Hanna®, por causa da disjuncéo que ela afirmava entre a prova que prova e a prova que explica.
Volto e esclareco essas distingdes aqui com o objetivo de reduzir as contradi¢bes. Para fazer
1sso, temos que voltar ao termo “argumentacao’.

A argumentacdo, especifica Raymond Duval (1992, p. 37), € aceita ou rejeitada de
acordo com dois critérios: sua relevancia (coeréncia semantica) e sua forca (valor epistémico
“positivo™) (ibid. P. 39); isto é, a forca de crenca que alguém atribui as suas afirmacgdes por
boas ou mas razdes.

A introducdo da distincdo entre argumentacao retorica e argumentacédo heuristica (ibid.
p. 51) aproximou esse significado geral da argumentacédo de um significado congruente com as
demandas da atividade matematica. Com efeito, de acordo com esta distin¢do, a argumentacao
retorica visa convencer um interlocutor, enquanto a argumentacdo heuristica orienta a
resolucdo do problema, favorecendo escolhas estratégicas ou apoiando a suposta validade de

um enunciado pelo Unico recurso aquele a quem o raciocinio o vincula.

10 « For Balacheff, then, a proof would seem to be an explanation by virtue of being a proof. » (Hanna, 1990 p.9)
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Podemos notar que se Raymond Duval forjou a nog¢do de “valor epistémico” dos
enunciados - forca da crenca em sua validade - de uma argumentacdo retérica, ele ndo propde
um termo particular para o valor daqueles da argumentacdo heuristica. Uma proposta recente
de Gila Hanna (2017) oferece a possibilidade de preencher essa lacuna ao retomar a distin¢do
introduzida pelos filésofos Frans Delariviere e Bart van Kerkhove (2017) entre o valor
epistémico que implica a existéncia de um agente, e o valor dntico, independentemente de
qualquer agente. Para esses autores, tratava-se de qualificar o carater intrinseco ou relativo do
valor explicativo de uma prova - essa distingdo vale também para a argumentacao. Assim 0s

autores afirmam que'!:

Uma prova matematica pode ser vista como um argumento pelo qual se convence a si
mesmo ou aos outros de que algo é verdade, por isso pode parecer dificil ir além da
conversa epistémica sobre uma prova explicativa. Entretanto, embora o contetudo de
qualquer prova em particular seja fruto do trabalho epistémico de uma pessoa, ela pode
ser considerada como um objeto independente de uma mente em particular. Outras
pessoas podem ler esta prova e serem convencidas por ela. Isto nos leva a pergunta se
mostrar por que um teorema é verdadeiro é uma caracteristica da propria prova ou uma
caracteristica de atos, textos ou representagdes comunicativas. (ibid. p.3)

Isto deve ser comparado com o critério de reconhecimento do carater heuristico ou
epistémico de um argumento “[que] se deve a existéncia de uma organizacdo tedrica do campo
de conhecimento e representacdes em que 0 argumento ocorre, ou a auséncia de tal organizacao
tedrica” (Duval, 1992, p. 51). “Uma argumentacdo heuristica requer a existéncia de uma
organizacao teorica do campo do conhecimento e das representacdes em que se realiza a
argumentacao” e “que sejamos capazes de compreender ou produzir uma relacdo de

justificacdo entre proposicOes que sejam de natureza dedutiva e ndo apenas de natureza

semantica” (Ibid., p. 52). Assim, a distincdo entre argumentacdo retdrica e argumentacdo

11 A mathematical proof can be seen as an argument by which one convinces oneself or others that something is
true, so it might seem hard to go beyond epistemic talk about an explanatory proof. However, while the content
of any particular proof is the fruit of a person’s epistemic work, it can be separated as an object independent of a
particular mind. Other people can read this proof and be convinced by it. This leads us to the question whether
showing why a theorem is true is a feature of the proof itself or a feature of communicative acts, texts or
representations. » (ibid. p.3)
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heuristica se reduz a avaliacdo do valor epistémico e do valor dntico dos enunciados. Podemos,
entdo, adiantar que uma argumentacao sera admissivel no sentido da matematica se o valor
epistémico de seus enunciados for condicionado por seu valor éntico; este critério permitird
que ela seja reconhecida como uma prova em matematica. A estrutura padronizada das
demonstracGes € um meio técnico de realizar esta avaliacao.

A distingdo entre argumentacdo retdrica e argumentacdo heuristica, e entre valor
epistémico e valor 6ntico de uma afirmacéo, torna possivel reformular e esclarecer a oposicéo

entre argumentacgdo e demonstragdo que as vezes é tdo abrupta como aqui:

O modelo de raciocinio dedutivo de Duval € a derivagdo formal, enquanto para nos é
apenas um modelo para o produto final, ndo adequado para a abordagem escolar dos
teoremas e da prova. (Boero et al., 2010, p. 17)

Essa discussdao me permite voltar e esclarecer o diagrama (Figura 1) que propus em

1988, repetido muitas vezes, para o qual ha muito subestimei o risco de mal-entendido.

: Proof
Explanation Mathematical proof
The search for certainty

The search for understanding
The need for communication

Figure 1

N&o percebi a importancia de voltar a este diagrama ao ler uma primeira versédo de uma
comunicacéo que Gila Hanna disponibilizou gratuitamente no Research Gate (Hanna, 2018, f.
3), na qual ela comenta: “Se fosse para assumir a posicdo de que uma explicacdo é
simplesmente um argumento dedutivo, entdo todas as provas seriam automaticamente
explicacOes”. Essa observacdo é legitimamente induzida pela representacdo proposta, desde

que o leitor ignore o texto que a acompanha. Aproveito a versdo em inglés!? deste texto

12 \/er em francés (Balacheff, 1987, fol. 3) - texto disponivel online.
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publicado em 2010 abaixo, para ficar no contexto de leitura que Gila Hanna foi capaz de

fazer®s:

Esta estruturacdo [das relacdes entre explicacdo, prova e prova matematica] distinguia
prova pragmatica e prova intelectual, e em ambas identificava categorias relacionadas
primeiro com a natureza do saber do aluno e os seus meios de representacdo
disponiveis. A justificativa para esta organizacdo (esbocada [aqui figura 1]) é o
postulado de que o poder explicativo de um texto (ou “discurso” ndo textual) estd
diretamente relacionado a qualidade e densidade de suas raizes no aprendiz (ou mesmo
conhecimento do matematico). O que é produzido primeiro é uma “explicacdo” da
validade de uma declaracao da propria perspectiva do sujeito. Este texto pode alcancar
0 status de prova se receber apoio suficiente de uma comunidade que o aceita e valoriza
como tal. Finalmente, pode ser reivindicado como prova matematica se atender aos
padrdes atuais da pratica matematica. Portanto, a pedra angular de uma problematica
da prova em matematica (e possivelmente em qualquer campo) é a natureza da relacao
entre o conhecimento do sujeito e o que estd envolvido na “prova”. (Balacheff, 2010,
p. 130)

Essas relacGes entre explicagdo, prova e demonstracdo foram esclarecidas a partir da
perspectiva do individuo empenhado em resolver um problema e validar sua solugdo. A
qualificagdo de uma explicagdo como um enunciado ndo prejulga o valor epistémico ou éntico
em si de seus enunciados; tal afirmacao pode ter o valor dntico positivo de um teorema em ato
(isto é, crenca empiricamente baseada em uma invaridncia observada e objetificada).
Permanecendo no quadro de Duval, a passagem da explicacdo a argumentacéo € aquela imposta
pela necessidade de formular as razdes e a sua organizacao, seja para si ou para outrem. Fazer
com que outros aceitem que uma argumentacéo estabelece a validade de uma solu¢cdo muda

seu status e valor pelo carater publico que adquire. Ela ganha o status de prova. Entre essas

13 This structuration [of the relations between explanation, proof and mathematical proof] distinguished between
pragmatic and intellectual proof, and within both it identified categories related first to the nature of the student
knowing and his or her available means of representation. The rationale for this organisation (sketched [here
figure 1.]) is the postulate that the explaining power of a text (or non-textual “discourse™) is directly related to
the quality and density of its roots in the learner’s (or even mathematician’s) knowing. What is produced first
is an “explanation” of the validity of a statement from the subject’s own perspective. This text can achieve the
status of proof if it gets enough support from a community that accepts and values it as such. Finally, it can
be claimed as mathematical proof if it meets the current standards of mathematical practice. So, the keystone
of a problématiques of proof in mathematics (and possibly any field) is the nature of the relation between the
subject’s knowing and what is involved in the “proof.
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provas, algumas tém uma estrutura particular que satisfaz os padrdes coletivos, como na
matematica os da demonstracao.

Tentei desenhar um novo esboco (Figura 2) que pode limitar os mal-entendidos, mas
ndo tenho certeza se um desenho é melhor do que um discurso (longo).

privé Espace public

de débat

Figure 24

O ponto importante € o destaque da existéncia de uma fronteira entre a esfera privada e
a publica. Na esfera privada, a explicacdo trabalha sobre o0s objetos e suas relacdes, € a base da
construcdo da argumentacdo que sera o meio de convencer da validade da solucdo de um
problema, seja este trabalho garantido ou ndo pela transformacéo do valor epistémico em valor
ontico. Ultrapassar essa fronteira implica a busca de um consenso, ou seja, de um processo
social que, por sua natureza, ndo pode garantir que 0s protagonistas individualmente
reconhecam o cardter explicativo da argumentacdo - a prova - aceito coletivamente. Essa
incerteza é ainda mais forte no caso da demonstracdo por causa de seu carater normativo que

tem precedéncia sobre suas propriedades retoricas.

14 Ces questions et ce schéma ont été repris et détaillés lors de mon exposé au colloque CORFEM en juin 2019 a
Strasbourg (texte a paraitre en 2020).
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Os tipos de provas
llustracdo 1: as origens da convergéncia uniforme

A obra de Gilbert Arsac (2013) sobre a génese do conceito de convergéncia uniforme?®®
destaca precisamente as restricdes que pesam sobre a argumentacdo em matematica, evitando,
tanto quanto possivel, 0s anacronismos de uma reescrita contemporanea. Retenho aqui a parte
deste estudo (ibid., p. 57ss.) que diz respeito ao limite de uma série de fun¢Bes de uma variével
real continua no curso da Analise de Cauchy de 1821. Trata-se de compreender este texto
matematico no contexto dos recursos e meios disponiveis em um dado momento; de certa
forma, uma arqueologia do saber matematico.

A formulacdo do teorema sobre a continuidade do limite de uma série de fungdes
continuas conforme aparece no curso de Cauchy é reproduzida abaixo (figura 3). Este texto
ndo apresenta nenhuma dificuldade particular para o leitor contemporaneo. Porém, podemos
notar expressdes que ndo existem mais, como: “os termos da série (I) contendo uma mesma
variavel”. Por que ele ndo escreve um (x)? Nao é que Cauchy ignorava a notagao f (x), ele a
usa em outra parte do curso. A hipGtese mais plausivel é que ele ndo o faz aqui porque a
problematica das séries de fungdes herda fortemente daquela das séries numéricas.

Além disso, Gilbert Arsac observa que o termo “variavel”, utilizado como substantivo
no enunciado abaixo, € utilizado como um adjetivo em outra parte do curso para evocar 0

comportamento dindmico:

Quando as quantidades variaveis estdo relacionadas de tal forma que, dado o valor de
uma delas, podemos inferir os valores de todas as outras, geralmente concebemos essas
varias quantidades expressas por meio de um dentre elas, que entdo leva o nome de
variavel independente; e as outras grandezas expressas por meio da variavel
independente sdo o que denominamos fungdes dessa variavel. (Cauchy, 1821, p. 19)

15 La lecture de ce livre devrait faire partie de la formation des jeunes chercheurs en didactique des mathématiques.
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(1) uo, us, Uz ... Un, Unsz, &cC...

Lorsque, les termes de la série (1) renfermant une
méme variable z, cette série est convergente, et ses
différens termes fonctions continues de .z, dans le
voisinage d'une valeur particuliére attribuée i cette
variable ;

R, A Y )

sont encore trois fonctions de la variable ., dont la
premiére est évidemment continue par rapport a .z
dans le voisinage de fa valeur particuliere dont i
sagit. Cela posé, considérons les acceroissemens que
recoivent ces trois fonctions, orsqu'on fait croitre

2 dune quantité infiuiment petite a. L'accroisse-
ment de s, sera, pour toutes les valeurs possibles
de n, une quantité infiniment petite; et celui de r,
deviendra insensible en méme temps que r_, si fon
attribue & 7 une valeur trés-considérable. Par suite,
Faccroissement de la fonction s ne pourra étre gu'une
quantité infiniment petite. De cette remarque on
déduit immédiatement la proposition suivante,

L7 THEOREME. Lorsque les différens termes dela
série (1) sont des fonctions d'une méme variable &,

continues par rapport @ cette variable dans le voi-
| sinage d'une valewr particuliére pour laquelle la
série est convergente, la somme s de la série est
aussit , dans le voisinage de cette valeur particu-

liere, fonction continue de z.
o) il

Figure 3
Cauchy (1821, p. 131-132)

Essa estreita relacdo entre varidvel e quantidade denota uma concepgéo cinematica do
limite que remonta a Neper e Newton (Arsac, 2013, p. 17). Essa concepcdo é sustentada pela
forca da representacédo grafica das funcdes, conforme evidenciado pelo texto de Cauchy sobre
o teorema dos valores intermediarios (Cauchy, 1821, p. 44). Esta presente na definicdo de

continuidade:

6 Uma prova analitica desse teorema é, entretanto, fornecida na nota 111 desta mesma obra. (ibid.,
p.378 sqq)

834 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.24, n.1, x, p. 816-871, 2022



Em outras palavras, a funcdo f (xX) permanecera continua em relacdo a x entre os limites
dados, se entre esses limites um aumento infinitamente pequeno na variavel sempre
produz um aumento infinitamente pequeno na propria funcdo. (Ibid., p. 34-35)

Essa concepcdo da relacdo entre fungdo e varidvel era dominante na época.

O texto que precede o enunciado do teorema ndo € uma demonstracdo como se pode
ler em outro lugar no curso, mas a narra¢ao de um raciocinio da mesma natureza que aquele da
concepgdo que subjaz a definigdo de continuidade. Cauchy toma o cuidado de qualificar este
texto como uma “observacao”, significando claramente seu status singular.

As primeiras linhas deste texto fixam o significado dos escritos s, Sn € r,, COmo seria
feito para uma série numérica. O fato de serem funcgdes € introduzido pela frase: Quando os

termos da série

(I) contendo a mesma variavel x [...]. Portanto, o0 que aparece primeiro sdo 0s nimeros
(ou seja, variaveis que representam quantidades) e suas dependéncias. Isso ndo significa
que seja exatamente isso que Cauchy conceba, mas atesta os limites que lhe sdo
impostos pelos meios de expressao a sua disposicao. Percebemos também a concepgao
subjacente de uma evolucao continua, mesmo monotdnica, da variavel x e seu efeito
sobre a da funcdo em cada estagio do raciocinio. O incremento da variavel x é
explicitamente designado, mas esta designacao ndo é utilizada por Cauchy. Expressa a
continuidade em um intervalo e ndo em um ponto. Além disso, a continuidade da funcédo
esta ligada a da curva (representacédo gréafica) e é sustentada pela ideia de uma dinamica
temporal da evolugdo conjunta da varidvel e da funcdo. (Arsac, 2013, se¢. | .6)
Cauchy reconheceu excecOes ao teorema formulado em seu curso de 1821,
notadamente o da série de Fourier (Arsac, 2013, Capitulos IV e V). Além disso, trinta anos
apos a publicacdo de seu curso, ele propds uma nova formulacéo, afirmando “[que] é facil ver
como devemos modificar o enunciado do teorema, de modo que ndo haja mais necessidade de
qualquer excecdo” (Cauchy, 1853, p. 455). Essa modificacdo consiste na introducdo de uma
condicdo, permanecendo sob o nome de critério de Cauchy (figura 4).
Desta vez, Cauchy descreve esta evidéncia publicada no Comptes Rendus de

I'Académie des Sciences (CRAS) como uma “demonstracdo”. No entanto, o leitor verificara a

distancia que existe entre essa formulacdo e a formulagdo moderna. Gibert Arsac (2013, p. 61
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ss.) propde uma andlise precisa, da qual reterei aqui um dos elementos, que é particularmente
esclarecedor quanto aos limites impostos pelos meios de representacdo ou formulacdo da
expressao do pensamento matematico: a organizacao do discurso em linguagem natural coloca
os termos {n, x, e}’ em uma ordem que n&o é congruente com aquela em que eles aparecem
na formalizagdo contemporanea do teorema: (Ve 3N ¥x V n> NV n > n | sp-Sy' | <g), tornando
dificil notar o fato de que N depende de ¢ e ndo de x.

A nova formulacdo de Cauchy esta mais proxima do que se poderia chamar de
argumentacdo matematica, na qual o valor epistémico das afirmacfes é seu valor ontico, do
que de uma prova de acordo com os padrdes contemporaneos. Esta observacdo ndo pée em
causa o rigor do matematico, esta sujeita aos limites das representagdes e dos meios técnicos
disponiveis naquele momento: a no¢éo de varidvel domina a de funcéo (variavel dependente)
com uma concepcao dinamica de convergéncia que influencia a de limite e continuidade, falta
a notagao algébrica do valor absoluto®®, a continuidade é definida em um intervalo - e ndo em
um ponto - e esta intimamente ligada a percepc¢éo da continuidade grafica da curva. Além disso,
a indisponibilidade!® de quantificadores dificulta a identificacdo das dependéncias presentes no
discurso e a negacdo dos enunciados que as implicam (por exemplo, descontinuidade como
negacdo de continuidade). A construcdo do argumento € guiada por uma concepcao cinematica

de continuidade e convergéncia e pelo principio da continuidade (lex continuitatis, Leibniz%°)

7 Notando por conveniéncia € “um niimero tdo pequeno quanto quisermos”, o que Cauchy néo faz.
18 Ela é introduzida por Weierstrass en 1841.

19 Foi necessario esperar o século vinte.

20'Ver p. ex. Philosophie et mathématique leibniziennes, Gilles-Gaston Granger (1981)
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Si 'on nomme n’ un nombre entier supérieur a n, le reste r, e sera
autre chose que la limite vers liquelle convergera, pour des valeurs crois-
santes de #/, la différence

(3) Spt = 80 == Uy~ Ugy oot Uyeys

Concevons, maintenant, qu'en attribuant & » une valeur suffisamment
grande, on puisse rendre, pour toutes les valeurs de n comprises entre les
limites données, le module de 'expression (3) (quel que soit '), et, par
suite, le module de r,, inférieur & un nombre ¢ aussi petit que I'on voudra.
Comme un accroissement attribué 4 x pourra encore étre supposé assez
rapproché de zéro pour que I'accroissement correspondant de s, offre un
module inférieur & un nombre aussi petit que I'on voudra, il est clair qu'il
suffira d'attribuer aunombre 7 une valear infiniment grande, et i l'accrois-
sement de x une valeur iofiniment petite, pour démoutrer, entre les limites
données, la continuité de la fonction

L AN

Mais cette démonstration suppose évidemment que I'expression (3) remplit
Ia condition ci-dessus énoncée, ¢'est-i-dire que cette éxpression devient infi-
niment petite pour une valeur. infiniment grande attribuée au nombre en-
tier . D'aillears, si cette condition est remplie, la série (1) sera évidemment
convergente. En conséquence, on peut énoncer le théoréme suivant :

" 1" Théoréme. Si les différents termes de la série
(') oy Hy,y Ugyeeny Ugy Unpayersy
sont‘des fonctions de la variable réelle x, continues, par rapport & cette
variable, eutres des limites données, si; d"ailleurs; la somme

3) B e et 2

S

devient toujours infiniment petite pour des valeurs infiniment grandes des
nombres entiers n et »’ > n, la série (1) sera convergente, et la somme s
de la série (1) sera, entre les limites données, fonction continue de la
variable 2.

Cauchy (1853 pp.456-457)

FIGURE 4

Da anélise de Gilbert Arsac, a qual o leitor deve se referir, retenho 0s seguintes
elementos: por um lado, ndo é para fins cognitivos, mas epistémicos?, por outro lado, trata-se
de um material - o curso de Cauchy de 1821 e os CRAS de 1853 - no seu contexto - a

matematica da primeira metade do século XIX. Se se examina com precisdo o trabalho

21 Jean Piaget denomina “sujeito epistémico” as estruturas de agdo ou pensamento comuns a todos 0s sujeitos do
mesmo nivel de desenvolvimento, em oposigdo ao “sujeito individual ou psicoldgico” utilizando esses
instrumentos de conhecimentos. (M.-F. Legendre, Fundacdo Jean Piaget, Piaget e Epistemologia, consultado
190311 17:00)
http://www.fondationjeanpiaget.ch/fjp/site/ModuleFJP001/index_gen_page.php?IDPAGE=320&IDMODULE=
72
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realizado, nota-se que o conhecimento de Cauchy se caracteriza, por um lado, pelo problema
em jogo, aqui a conservacdo de uma propriedade durante a passagem ao limite, mas também
pelos sistemas de representacdo disponiveis, as operac@es possiveis e meios de validacdo
acessiveis. Diferentes niveis de validagdo estdo presentes no curso de 1821, da prova a
argumentacgdo. Dependem essencialmente do acesso aos objetos matematicos (representacdes,
operagdes, relagdes) que mobilizam.

O caso da convergéncia uniforme ilustra a estreita relacdo entre prova e conhecimento.
Confirma a afirmacdo de que ndo h& problematica da validacdo sem problematica do
conhecimento e vice-versa. Nao ha aprendizagem da matematica sem aprender os meios de
validagdo associados a esse conhecimento que os moldam e do qual dependem. E necessario
que a questdo da validade e validagdo seja colocada desde os primeiros momentos desta
aprendizagem. E um desafio.

Os padrdes de validacdo em matematica se destacam durante a escolaridade em relacdo
aos de outras disciplinas. Simplificando, é porque os matematicos fazem o que fazem porque
seus objetos sdo o que s@o no momento de sua atividade. A questdo do rigor ndo € abstrata, é
uma problematica, cuja possibilidade e natureza de desenvolvimento dependem tanto das
condicBes epistémicas, no sentido piagetiano, quanto dos meios técnicos (as representacdes e

seus tratamentos). Esta questdo € dificil em matematica, cujos objetos j& sdo representacdes.

Detalhes sobre os tipos de provas

A dependéncia mutua da conceituacdo dos sistemas de representacdo e de sistemas de
validacdo torna necessario distinguir e caracterizar diferentes tipos de prova para poder
modelar possiveis evolucdes e suas condi¢des. Essa necessidade é afirmada classicamente no
ambito de uma problematica cognitiva, portanto, um de seus representantes mais ativos, o

matematico David Tall, escreve:
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E necessario ter em conta o desenvolvimento cognitivo dos alunos para que as provas
sejam apresentadas de forma potencialmente significativa para eles. Isso requer que
educadores e matematicos repensem a natureza da prova matematica e considerem o
uso de diferentes tipos de prova relacionados ao desenvolvimento cognitivo do
individuo. (Tall, 1998, p. 136)

A histdria da matematica nos convida a ampliar essa perspectiva, se o desenvolvimento
cognitivo é um dos determinantes dos niveis de validagdo - sabemos disso desde a obra de Jean
Piaget — que ndo é o Unico que aponta isso. Devemos ir além das questdes cognitivas
(Balacheff, 1990) levando em consideracdo, pelo menos, a economia especifica das situacdes
de validacéo e o estado do conhecimento.

A tipologia de provas que propus no final dos anos 1980 tem sido frequentemente usada
para interpreta-la como uma série de “estagios”, o que ndo é. As observagdes nas quais
Balacheff se baseou atestaram que os alunos aceitam uma espécie de prova de acordo com o
que suas concepgdes permitem construir e sua percepcdo da situacdo. Essa dependéncia é
particularmente evidente quando se trata de contraexemplos (Balacheff, 1987b, p. 166 e
seguintes). Na verdade, muitos tipos de provas podem ser identificados no curso da resolucéo
de um problema ou no curso do debate contraditério. As apostas da interacdo social ou da
situacdo podem provocar 0 apagamento da argumentacdo em favor de um discurso de
persuaséo.

Na verdade, um tipo de prova € menos uma informacao sobre o aluno do que sobre o

aluno em uma situacéo em um determinado ponto de sua historia matematica.
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Figura 5

A figura 5 resume os tipos de provas e lembra as duas categorias as quais eles podem
ser relacionados. Essas categorias sdo importantes para localizar os tipos de provas na
problematica de aprender a demonstrar?.

A passagem do empirismo ingénuo para a prova pode, em uma férmula rapida,
descrever o0 movimento do aprendizado da prova em matematica. Esta passagem das provas
pragmaticas as provas intelectuais necessarias para ir em diregdo & demonstracdo é também a
de uma problemaética pragmatica a uma problematica tedrica e, portanto, de uma evolugédo da
leitura das situacbes em que a atividade matematica se desenvolve e do estatuto dos
conhecimentos mobilizados.

A compreensdo da complexidade da aprendizagem da prova requer entender a relagéo
entre conhecimento e prova, ou mais precisamente, entre concepgao e prova. Por “concepgao”
entendo aqui a caracterizagdo de um conhecimento em situacdo (Balacheff, 1995; Balacheff &
Margolinas, 2005) que associa, no que se refere a interacdo com o meio, os operadores que sao

implementados, as representacdes (linguagem ou nédo) e os controles. Sem entrar nos detalhes

22 por falta de espaco, ndo desenvolverei aqui a apresentacio dos tipos de prova, pode-se para isso consultar
Balacheff (1988, vol. 1) disponivel online.

840 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.24, n.1, x, p. 816-871, 2022



desse modelo, o exemplo a seguir ilustra a funcdo dos controles na interacdo com 0s sistemas
de representacao utilizados.

Controle, validacéo e prova
llustracdo 2: um problema de aproximacéao

Muitas decisdes estratégicas, taticas ou relacionadas & agdo sdo tomadas durante a
resolucdo de um problema. O estudo desta parte da atividade é dificil, porque costuma ser
silenciado ou associado a comportamentos dificeis de interpretar. Sdo tempos de reflexdo, cuja
consideracdo coloca problemas metodolégicos que devem ser resolvidos porque séo
necessarios para a compreensdo do processo de resolucdo. A teoria das situagdes didaticas
fornece meios para isso. Em particular, as situagdes de formulagdo (Brousseau, 1998, p. 104
ss.), apoiando-se nas interagdes com 0 meio e as interacdes sociais, possibilitam suscitar
comentarios ou produgdes diretamente vinculadas a tomada de decisdes. Uma forma basica de
tais situagcOes consiste em associar os alunos na resolucéo colaborativa de problemas, com a
condigdo de que cheguem a um acordo sobre uma solugdo comum. Esta restricdo confere a
situacdo de formulagdo, que requer uma linguagem comum, a caracteristica minima de uma
situacdo de validacdo que requer acordo sobre os critérios e 0s meios de uma deciséo.

Nathalie Gaudin (2005) estudou as concepcdes de alunos engajados na resolucéo de
problemas envolvendo fung6es de uma variavel real. Apresento aqui uma parte desse trabalho,
inédito. Trata-se de resolver um problema de aproximacdo. Esses problemas déo aos controles
um lugar que facilita a observagdo, sua funcéo e seu funcionamento. A incerteza sobre 0s
melhores critérios de aproximacdo favorece a discussdo das caracteristicas gerais ou desejadas
de uma funcdo em relacdo aos dados do problema. A suavizacdo de questdes, em particular,
requer a consideracdo de multiplos aspectos na tomada de decisGes com base em raciocinios
qualitativos ou analiticos que colocam em jogo as propriedades dos sistemas de representacao

algébrica ou gréfica.
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A situacio concebida por Nathalie Gaudin explora as funcionalidades do Mapple? para
a constituicdo de um ambiente de interacdo com o qual os alunos irdo construir suas estratégias.
Os sistemas de representacdo grafica ou algébrica associados as concepcGes mais
frequentemente utilizadas sé&o insuficientes para comparar as fung¢des-solugéo consideradas,
suas formas e regularidades. O problema dado aos alunos, que trabalham em dupla e tém de
chegar a acordo quanto a uma solugéo, € o seguinte?* (Gaudin, 2005, esp. Capitulo 5):

Abaixo estdo os valores yij, sujeitos a erros aleatorios de até 10%. Esses valores vém de um
polindmio P de grau 3 com coeficientes desconhecidos, avaliados em x;.

x| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 (15 (16 |17 (18 (19 |20

¥i|122(141(1.38(1.42|1.48|1.58)|1.84(1.79(2.03|2.04|2.17|2.36|2.30(2.57(2.52|2.85|2.93|3.03(3.07|331|3.48

Propomaos cinco aproximacgoes deste polindmio.

Escolha aquele que melhor se aproxima deste polinémio:
- no intervalo [0; 20]
-em [0; + o[
f1(x) = 1,2310 + 0,0752 x + 1,789 x 1073 x?
f2(x) = 1,2429 + 0,06706 x + 2,833x1073x? — 3,48 x105x°
f3(x) = 1,2712 + 0,0308 x + 0,0115 x> — 7,1626 x 10“x® + 1,704 x

105x4

f4 definida por:

. ela passa por cada um dos pontos (xi, yi)

. em cada intervalo [xi; yi], f4 € um polindmio de grau
menor ou igual a 3

. é duas vezes derivavel e sua segunda derivada é continua
o sua representacdo algébrica € a seguinte (em cada intervalo

[xi; yi]): [polindmios de grau 3 por intervalos]
Vocé explicara as razdes pelas quais mantém ou rejeita cada uma das aproximagdes.

O trecho de didlogo a seguir foi extraido do protocolo de observacdo de dois alunos,

Rémi e Olivier (Gaudin, 2005, p. 233 ff.):

23 https://fr.maplesoft.com/
24 Nao reproduzo aqui o enunciado inteiro, que inclui a definicdo muito longa de f4 e indicacdes para o uso de
Mapple.
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' REMI: [Ent&o o polindmio esté ai em algum lugar.] A26
4 OLIVIER: [Sim. A melhor aproximag&o tem o direito de
o sair.] A27a [entdo ndo estamos bem avancados] A27 b
/ . REMI: [Depende de como a gente define melhor. Depende
> il se vocé considera um ponto que ndo é bom ou se € uma média
B A ... Se todos os pontos s@o bons ...] A28 [Sabe 0 que quero
o dizer. Estamos tentando rastrear os polindmios, se entende o
S que quero dizer? Vamos tragar todos eles.
OLIVIER: Todos ao mesmo tempo?] A29
REMI: [No sei se vamos ver muita coisa, mas podemos tentar. Ou entdo colocamos
boas cores.
OLIVIER: Vocé se lembra que € verde a primeira? Vocé pode anotar? Tao verde ...
azul, vocé tem que escolher as cores, vermelho ...] A30

O primeiro passo no processamento dos dialogos, induzidos pelo modelo cK¢ que
sustentou a analise dos dados (Balacheft, 2017), consistiu em identificar os “atomos” que serao
0s componentes elementares da descricdo da atividade de resolugédo de problemas. Um atomo
pode ser composto de varias declaracdes (por exemplo, A30), ou ser feito de parte de uma
declaracdo (por exemplo, A28, A29). Quando a convergéncia é suficiente, os enunciados de
dois alunos podem ser unidos em um tnico a&tomo (por exemplo, A29, A30), sem comprometer
a identificacdo das concepgcbes em jogo que as vezes sdo opostas. Os controles estdo
particularmente presentes no exemplo utilizado. Nesse caso, eles estdo na origem da questdo
critica da definicdo de “aproximacao” (por exemplo, A28) ou das questdes que ela levanta (por
exemplo, A27a, A27b). Embora limitado, este trecho ilustra sua importancia para orientar e

estabilizar a estratégia de resolucédo de problemas.

REMI: [Entdo o polindmio esta ai em algum lugar.] A26 + A27a — avaliacio de um fato
A26

OLIVIER: [Sim. A melhor aproximagdo tem o direito
de sair.] A27a [entdo ndo estamos bem avangados]
A27b

REMI: [Depende de como a gente define melhor. | A27b - julgamento
Depende se vocé considera um ponto que nao é bom
ou se é uma média ... se todos 0s pontos sdo bons ...]
A28 [Sabe o que quero dizer. Estamos tentando A28 — avaliacdo de um julgamento
rastrear os polindmios, se entende o que quero dizer?
Nos rastreamos todos eles.

OLIVIER: Tudo ao mesmo tempo?] A29
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REMI: [N&o sei se vamos ver muito, mas podemos
tentar. Ou entdo colocamos boas cores.

OLIVIER: Vocé se lembra que é verde primeiro?
Vocé pode avaliar? Téao verde ... azul, vocé tem
que escolher as cores, vermelho ...]

A29 — decisdo de uma acéo

A30 — avaliacdo de uma acdo

A analise dos dialogos, muitas vezes debates contraditorios, entre os alunos revela a
presenca de diferentes tipos e niveis de controles que Nathalie Gaudin designa e caracteriza da
seguinte forma:

- Os controles referentes (Gaudin, 2005, p. 161) que orientam a pesquisa. Por exemplo:
a forma da curva de um polindmio de 3° grau, a proximidade de fi(xi) e yi, a posi¢do da curva
em relagéo a (xi, yi).

Esses controles sdo acionados tendo em vista que ao final da resolucdo sera necessario
estabelecer a validade do que for feito. A validade da solugdo é entdo construida durante a
resolucdo do problema; no entanto, isso ndo necessariamente tornara a producdo da prova
imediata, devido a possiveis diferencas estruturais entre a estruturacéo heuristica e os padrées
aceitos de expressao da prova (Pedemonte, 2005).

- Os controles de instrumentagéo (ibid.) que orientam a escolha dos operadores
de acordo com os controles referentes. Por exemplo: distancia entre a curva de aproximagao e
0s pontos (xi, yi), critério da melhor aproximacdo. Esses controles regem a escolha das
ferramentas certas para a implementacdo da estratégia escolhida. Eles irdo orientar a selecéo
de acdes em linha com os controles referentes.

- Controles locais que garantem a boa execucdo de um operador. Os controles
locais sdo aqueles de verificacdo local da possibilidade de uso de um instrumento ou de
aplicacdo de um teorema. E a verificacdo do valor da “condic&o” no esquema [Si <condi¢&o>

entdo <agdo>] que modela um operador.
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Estas distingdes permitem identificar trés concepcdes da nocdo de funcdo: (1) a
concepcao “curva”, que assimila a funcdo a sua representacdo grafica, (2) a concepcao

“analitica”," que atribui de forma privilegiada a funcdo sua representacdo algébrica e (3) a
concepcao de “objeto” (Sfard, 1991), que mobiliza as representacdes e as ferramentas das duas
concepgdes precedentes, mas com a capacidade de passar de uma forma fluida e continua de
um modo de representacdo e de tratamento grafico ou algébrico para o outro (Balacheff &

Gaudin, 2010). Para cada uma dessas concepcdes, 0s respectivos controles garantem a

relevancia e a validade dos procedimentos de resolucéo iniciados e preparam a validacéo final.

Eléments de Ia

conception Courbe Analytique Objet
CR1coum= - Allure globale | CR1az- proximité ces | CR1one: - Allure globale
de la courbe de | valeurs (i) de | de la courbe de
I'approximation I'approximation aux | i'approximation

CR2coun= - Proximité de la | valeurs yi ou proximité | CR2ome - proximité des
courbe de I'approximation | des points (xi, f(xi)) aux | valeurs f{xi) de
aux points xiyi points xiyi {'approximation aux

Nature des controles
référents (CR)

valeurs yi ou proximité
des points (x, f(xi)) aux

points xiyi
Cllcoume - CR1cute | Clana: CR1ana | Clopet - CR1oge
instrumenté par les | instrumenté par | instrumenté par les

représentations
graphiques des courbes

Nature des controles | representations

20
S S g
graphiques des courbes f(ﬁ(‘“) Pxi))

d’'instrumentation (Cl)

desf] des f]
CR2ume NON instrumenté Cl2gpet - CR2qpe
instrumenté par

20 5
> (i (xi) — P(xi)”
5

Systémes de | Graphique Analytique et graphique Anaiytique et graphigue

représentation

Figura 6.

Nathalie Gaudin p6de assim confirmar o papel da curva e das concepcdes analiticas na
fase de inicializacdo da resolucéo do problema, dai a evolucao para a concepc¢éo funcdo-objeto,
cujo sistema de representacdo inclui os registros graficos e algébricos de forma integrada, e
cuja estrutura de controle considera a funcdo em si distinta da escolha de sua representacdo. A
Figura 7 d& uma representacdo sintética das caracteristicas dessas concep¢des no contexto do

problema estudado, de acordo com os critérios potenciais de selecdo da melhor aproximacao.
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Critére de
choix de Conception courbe Conception analytique Conception objet
P’approxim
ation
Y : proximité visuelle de | X : minimiser 2 : minimiser I’écart (f—
la courbe de f et des points | 1> onérat r S )
Mesure il _E=E eur?]_f_,(xj) )J] ’ L 2
discrete | W1 - R é\'aluerZi_ﬁ(xj)—}-J :|‘ "
R : tracer les courbes des |7 7 !
fj et les points R: e’valueer_f_,(xj)—L]’ LTS
=25
> : continuité, nombre de | : conformité de f(x) a > : faire le choix des
variations < 2 I’expression ax’+bx*+cx+d | régularités de
Régularités X X .
. R : tracer les courbes des | R : évaluer les expressions | ’approximation
Papproxim fj et les points fix),j=1...5 R : évaluer les régularités
ation des fj
fl, £2 et f3 sont des 2 est la meilleure Pas de meilleure
approximations approximation approximation sans définir
Incertitude | . 5 < 5 5
équivalentes relativement I'usage de celle-ci, mais f1
aux critéres et £2 assurent le plus de
régularité
Figura 7.

Representacdo sintética das caracteristicas dessas concepgdes no contexto do problema

A atividade de controle estrutura a resolucdo de um problema nos niveis estratégico e
operacional. Ele estabelece os vinculos estreitos entre a validacdo da solucdo, antes do
julgamento que encerra a resolucdo, e o desenvolvimento de uma prova possivel. Esses
vinculos decorrem da natureza do conhecimento e do papel das estruturas de controle que 0s
constituem em interacdo com os sistemas de representacédo e todos os operadores disponiveis

para atuar.

Controle, validacéo e prova

O estudo da génese da prova me levou a perceber que “[...] controles logicos e
semanticos funcionam localmente no curso da elaboragéo da solugdo” (Balacheff, 1988a, p.
36). Enfatizar esse carater local foi uma negligéncia, enquanto também observei a dependéncia

desses controles das concepcdes engajadas pelos alunos (ibid., p. 305), seu lugar na escolha de
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uma estratégia de resolucéo e seu papel no processo de tomada de deciséo final - por exemplo,
voltando as definicdes. Era preciso vincular controle, validacdo e prova. Claire Margolinas vai
nessa direcdo durante o seu estudo sobre a importancia do verdadeiro e do falso na aula de
matematica, ao destacar a forte ligagdo entre controle e validacdo, que expressa na definicéo
que propde: “nds denominamos processo de controle o processo de antecipagdo da validagdo”
(Margolinas, 1993, p. 213).

Claire Margolinas distingue quatro tipos de processo: (1) escolha do método, (2)
processo e procedimento de resolucéo, (3) fim da resolugéo, (4) interpretacdo - distingdo entre
resultado/resposta (ibid., pp. 214-215). Esses processos partem do repertério dos meios
estratégicos ou taticos, globais ou locais, que permitem julgar, verificar, escolher e validar uma
decisdo. Todos esses meios, em relacdo aos sistemas de representacdo e aos operadores dos
quais dependem e dos quais regulam o uso, constituem a “estrutura de controle” que entra na
caracterizacdo de uma concepgéo (Balacheff, 1995, 2017; Balacheff & Margolinas, 2005).

Os processos de controle fornecem o material para a argumentacdo heuristica que toma
forma na fase privada da solucdo de um problema. Nesta fase, a resolucdo e a validacdo
encontram-se imbricadas, sem que seja necessario que o aluno, ou o grupo de alunos, explique
de forma sistematica ou precisa os motivos das a¢Ges implementadas. No entanto, essa
explicitacdo € necessaria para a aprendizagem da prova. O problema do professor €, portanto,
criar as condicdes que o exijam. Para isso, as principais alavancas séo a criacdo de um desafio
ndo muito tolerante a incerteza, um contexto de interacdo social (por exemplo, tomada de
decisdo coletiva) que da origem a formulacdo de argumentacdo em um contexto passivel de
suportar a contradi¢do, e uma transferéncia da responsabilidade pela prova para os alunos. O
conceito de situacdo de validacdo (Brousseau, 1998, p. 109-110) modela as situacGes que
associam essas trés alavancas. O trabalho sobre a validacdo domina o de resolugdo ao dar um

lugar preponderante aos processos de controle. E dificil evitar torna-los explicitos, em
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particular no final da fase de resolucdo. Enquanto a solucéo é assegurada do ponto de vista de
guem a produziu, ela deve ser aceita pelos demais, passando da explicacdo (privada) a
argumentacdo (publica) para que sejam reconhecidas como prova (institucionalizada). Durante
o0 debate probatorio, a solugéo defendida pode ser modificada ou mesmo rejeitada. Essa rejeicéo
recoloca em jogo a resolucéo do problema.

A ideia muitas vezes assumida de que ha por um lado a resolugdo do problema e por
outro lado a prova (ou demonstracdo) ndo estd em contradicdo com a observagdo do
entrelacamento da resolucdo e da validagéo. Mas o discurso divisionista da instituicdo induz a
sua separacdo na pratica do ensino, enquanto a resolucdo nao perde de vista a validacdo. O
éxito da fase conclusiva depende da possibilidade de constru¢do de um elo operacional em
termos de conhecimento ou de estruturacdo logica entre resolucdo e validacao (Garuti et al.,
1998; Pedemonte, 2005).

Em resumo, os processos de validacdo - controle, validacdo, prova - sdo construidos
sob pelo menos quatro restri¢oes:

o As concepcdes mobilizadas que caracterizam os operadores, representacoes e
controles disponiveis.

o A linguagem e sua organizac¢do no discurso, que se distinguira da representacao
dos objetos e de seu funcionamento técnico na resolucdo do problema. Esta linguagem descreve
as implementacgGes que ela permite comunicar e analisar.

o A situacdo que suscita as questdes de validacdo mais ou menos fortes que
regulam os principios de economia da légica ligados a qualquer pratica. Dentre essas situacoes,
as que incluem um debate sobre a prova envolvem a pessoa sob o risco de se descolocar do
projeto de convencer para o de persuadir.

. O contrato didatico que, para uma dada situacdo, determina as

responsabilidades do énus da prova.
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A prova como pratica discursiva

A instituicdo escolar, os comentarios do curriculo atestam isso, aceita que alguns alunos
ndo aprendam a demonstracdo e que o professor ndo seja obrigado a demonstrar todas as
afirmacbes que estdo no curriculo. O padrdo de comunicacdo e trocas necessarias ao
funcionamento do grupo social que constitui a sala de aula de matematica, incluindo os alunos
e o professor, deve, portanto, ser construido preservando-se a legitimidade dos varios niveis do
discurso sem, no entanto, comprometer o lugar especial da demonstracdo no estabelecimento

da validade de um enunciado.

llustracdo 3: € preciso deixar os alunos se expressarem em sua linguagem?

O documento “Raciocinio” que acompanha o programa do 4° ciclo refere-se a um
relatério de pesquisa da equipe académica de Matematica da Academia de Bordéus (2003), que
propde um exemplo de progressdo para a “iniciagdo ao raciocinio dedutivo”. A introducao

desse texto comega com o exemplo de um problema de geometria (Figura 8).

Tracer un cercle € de centre O et de rayon 3 cm. Tracer un A K ef
diametre [AB]. Placer deux points K et L sur le cercle Ctels
que K et L sont dans le méme demi-plan de frontiére (AB).
1) Démontrer que les triangles AKB et ALB sont
rectangles. L
2) Les droites (AK) et (BL) se coupent en C. Les droites
(AL) et (BK) se coupent en H. B

Démontrer que (CH) est perpendiculaire a (AB).

Figura 8

O problema é colocado na forma usual de atividades de avaliagdo em uma 82 série. Os

alunos entregam suas copias, a imagem da Figura 9 mostra a transcri¢cdo de uma.

1) @n sail que [AB] sont fe diametre du cercle of que K ot L sont our le
cencle. CDcum wn cencle circonscrid fouk J.)c'mlo se browdant aur ce cencle eat
zec-fansﬁz. d wn hiaﬂﬂ,ﬂe. fi ceit L can & AKB » K <ot wclauf}fe.

C_Donc AKB eot wcbﬂnﬂ,ﬁa et ALB et w,c[anf}fe..

2) Q)n said que : c’m;{ le sommet du Lmio.nf}fe ABC ot H coupe fe miliew du
oeszmeut [AB].
Donc (CH) L (AB).

Figura 9
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A transcricdo € acompanhada por poucas informacgdes além do efeito superficial do
layout e da regularidade da caligrafia, o que sugere a atencdo do aluno para o cumprimento de

um padrdo. Essa escolha corrobora o comentario dos autores que sugerem que o aluno

entendeu 0 mecanismo de uma demonstragdo em uma etapa, mesmo que suas
formulagdes sejam extremamente desajeitadas. Por outro lado, ndo trata de forma
alguma da demonstracdo em duas etapas e fornece argumentos que ndo tém mais
coeréncia com a pesquisa realizada. (Ibid., p.11)

O leitor concordara que o esquema ternario de inferéncia parece ser compreendido em
sua forma, se ndo “compreendido” pelo aluno, é dificil dizer mais. Quanto a sua “falta de jeito
de linguagem”, ela convida a questionar um possivel conflito entre a linguagem que ele usaria
se tomasse a liberdade, e aquela que provavelmente procura adotar. As perguntas surgem
naturalmente para o professor, que, na maioria das vezes, mesmo tendo conhecimento pessoal
dos seus alunos, tera apenas copias como dados para as suas avalia¢des: “O aluno ndo se
incomoda com este modelo de redacdo? Nao € melhor deixa-lo se expressar em sua propria
linguagem?” (Ibid.). Escrever a solugdo é realmente um problema, porque o aluno ndo pode
evitar a obrigacdo de certificar que esta adquirindo as novas formas de expressao que lhe séo
ensinadas; essa obrigac¢do € constitutiva da relacdo didatica com o saber. Ele esta “perturbado”,
no sentido de que ndo pode simplesmente expressar por escrito qualquer argumentacdo que
compartilhe com outros alunos; ele opera de alguma forma uma “transposigédo inversa”, que
n&o é uma rendincia do que seria sua argumentacéo privada (Keskessa, 1994, p. 363 e segs.). E
também porque a passagem a escrita € ao mesmo tempo um retorno a resolucdo, e um processo
de objetivacdo com um objetivo particular e determinado (aqui a validagcdo no quadro de um
trabalho que sera avaliado). A passagem para a escrita €, em si, de grande complexidade, a qual
se soma a de aprender o padrédo particular de discurso na aula de matematica (Duval, 1998). A
sugestdo ao professor de deixar o aluno “se expressar em sua prépria linguagem” tem um

carater paradoxal, ao esvaziar sua acao do sentido em que se baseia. Fazé-lo por meio de uma
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progressao que levaria pouco a pouco a aquisicao de diferentes aspectos da “expressao de um
raciocinio dedutivo” é uma proposicdo que pode ser eficaz do ponto vista técnico, permanece
aquela do lado funcional da relacdo entre resolucdo e validacdo; ou seja, “a necessidade de
provar” (Equipe académique Mathématiques, 2003, p. 11).

Em geral, e, portanto, para o aluno reconhecer a necessidade de provar, depende da
avaliacdo dos desafios do contexto da atividade. Pode ser a resposta a uma injuncdo, a do
enunciado do problema apresentado durante um exame, ou atestar o endosso da
responsabilidade por uma tomada de deciséo, resolucdo de um problema ou conclusdo de uma
tarefa. As duas problematicas sdo indissociaveis em sala de aula pela prépria natureza da
relacdo entre os alunos e o professor, mas o respectivo peso da injungdo e do necessario pode

ser ajustado, agindo sobre as caracteristicas da situacéo.

Situacao de validacgdo no sentido da teoria das situacdes didaticas

As caracteristicas da situacdo em que o aluno se encontra determina especialmente 0s
niveis elementares, se ele assume ou ndo a responsabilidade pela validade da solucdo de um
problema. Assumir essa responsabilidade, ou seja, ndo a deixar para o professor ou delega-la a
outro aluno, é o motor da aprendizagem da prova, seu papel, seus métodos e critérios, suas
formas. A teoria das situacGes didaticas modela tais situacdes para compreendé-las e concebé-
las. Ndo vou apresentar em detalhes o conceito de situacdo de validacdo, vou simplesmente
relembrar a ideia que Brousseau teve quando a forjou no final dos anos 1960, porque da um
direcionamento a reflexdo que devemos conduzir hoje para ir ao encontro das ambicdes dos
programas:

O aluno deve estabelecer a validade de uma afirmacéo, deve dirigir-se a si mesmo como
sujeito a outro sujeito passivel de aceitar ou ndo suas afirmacdes, pedir-lhe que forneca provas
do que esta apresentando, e fazer outras afirmacgdes contra ele. Essas trocas ajudam a tornar as

teorias matematicas explicitas, mas também a estabelecer a matematica como um meio de testar
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aquelas que concebemos. Um processo de prova é construido em uma dialética de validacédo
que leva o aluno a utilizar de forma espontanea as figuras de retdricas e depois a abandoné-las.
As relacdes que o aluno deve ser capaz de estabelecer para isso sdo especificas dessa dialética.
(Brousseau, 1998, p. 127).

O modelo de uma situacdo de validagdo é um jogo social em que o que esta em jogo é
a validade de uma afirmacdo que deve poder ser explicitamente defendida ou rejeitada pelos
protagonistas em pé de igualdade quanto a legitimidade de reivindicar a validade ou de refuta-
la. As trocas requerem o compartilhamento de um sistema de representacao, linguagem e/ou
ndo linguagem, e uma referéncia (saberes, meio material, recursos documentais).

Uma situacdo de validacdo orientada para a aprendizagem explicita da prova deve
incluir a necessidade de reconhecer a necessidade de regras, de enuncia-las e de pactuar
coletivamente, bem como de um acordo sobre a estrutura do discurso e seus critérios de
aceitacdo. A situacdo de resolugdo de problemas sobre a qual a situacdo de validagdo é
construida deve gerar ndo apenas o debate da prova, mas também da natureza e a legitimidade

dessa prova. Para isso, cada aluno tem como “antagonista”?

0 meio “contra o qual” estd
resolvendo o problema, e os demais alunos “contra os quais” defende a validade de sua solugao
ou a legitimidade de sua refutacdo de uma solugéo defendida por outro aluno.

O esquema da Fig. 12 retoma o esquema inicial das situagdes de validacéo (ibid., p.110)
explicitando, no modelo do jogo com dois jogadores alternadamente proponentes e oponentes,

do ponto de vista do “jogador A”, o meio para a validagdo, que inclui o0 meio para a resolucgéo

do problema, e o “jogador B”.

%5 Retomou aqui os termos usados por Guy Brousseau (Brousseau, 1998, p. 93) para definir o meio no sentido da
teoria das situagdes didaticas.
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Figura 13.
Representacéo da situacéo de validacéo

Assim, a interacdo social é necessaria em situacdes em que o objeto € a aprendizagem
explicita da prova, o meio material ndo é suficiente (Margolinas, 1993, p. 84). Neste jogo de
validagdo, a competéncia linguistica € o instrumento da dialética do verdadeiro e do falso,
inclui técnicas especificas dos registros semioticos da matematica (por exemplo, escrita
algébrica, representacdo e codificacdo de objetos geométricos) e as figuras retoricas da
disciplina. Se houver um acordo sobre a especificidade do discurso matematico e um consenso
sobre os critérios de boa forma de uma demonstracdo na comunidade de matematicos?, ndo é
mais o0 caso quando se trata de concordar sobre a natureza e a forma desejavel e aceitavel de
uma prova em matematica no contexto de seu ensino. Assim, a observacdo da evolucdo dos
programas franceses ou das escolhas feitas em varios paises (Knipping, 2003; Miyakawa,
2016) mostra que os padrdes e as praticas podem diferir significativamente. A fonte dessas

diferencas deve ser buscada na diversidade das culturas subjacentes, das normas sociais de

% Este consenso ndo exclui questionamentos, por exemplo, quando o uso de recursos de TI foi possivel
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debate e das epistemologias subjacentes. A aprendizagem da prova, além da aprendizagem de
técnicas, envolve a aculturacdo as praticas discursivas.

Essa aprendizagem traz problemas para o professor dos niveis elementares,
subestimados pela instituicdo; sdo também um desafio para a pesquisa. Os numerosos trabalhos
de pesquisa experimental e empirica mostram essas dificuldades, reterei dois deles para ilustrar
esta apresentacdo: os de Andreas J. Stylianides, que propde uma conceituagdo da prova no
ensino fundamental, e os de Carolyn Maher, que discutem a evolucdo da “ideia de prova

matematica” de um aluno ao longo de cinco anos.

llustracdo 4: a soma de dois nUmeros impares € sempre par? Uma atividade coletiva no
curso elementar 2

A pesquisa de Andreas Stylianides sobre o0 ensino da prova no primario foi realizada na
perspectiva das pesquisas de Deborah Ball, que identificou trés problemas que os professores
enfrentam: (1) a representacdo dos conhecimentos matematicos (Ball, 1993, p. 378 ff), (2)
respeitar os estudantes como ator em matematica (pensador matematico - ibid., p.384 ss.), (3)
criar uma comunidade de discurso matematico (ibid., p. 388 ss.). Andreas Stylianides sustenta
que a prova no ensino fundamental “deve ser conceituada de modo que seja, a0 mesmo tempo,
honesta para a matematica como uma disciplina e homenageando os alunos como aprendizes
da matematica.” (Stylianides, 2007, p. 3). Para estudar a possibilidade disso, conta-se com uma

caracterizagdo por quatro elementos:

Os quatro elementos sdo o fundamento da argumentacéo (ou seja, 0 que constitui a sua
base: defini¢bes, axiomas etc.), formulacéo (ou seja, como é desenvolvido: como uma
deducdo ldégica, como uma generalizacdo a partir de casos particulares etc.),
representacdo (ou seja, como ela é expressa: utilizando a linguagem cotidiana,
algebricamente etc.) e a dimenséo social (ou seja, como ela se desenvolve no contexto
social da comunidade em que é criada). (lbid., p. 2)

Para apoiar essa proposicao, Stylianides (2007) toma como exemplo uma sequéncia

filmada como parte do Projeto Ensinar e Aprender a Ensinar (Teaching and Learning to Teach
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Project) da Universidade de Michigan?’ na sala de aula de Deborah Ball (ibid., Secdo 4). Esta
turma do terceiro ano - aquela do final do ciclo 2 na Franca - procura responder a seguinte
questdo: a soma de dois nimeros impares € sempre par?

Depois de verificar varios exemplos, os alunos conjeturam que a soma de dois nimeros
impares serd sempre par. Deborah Ball os desafia a explicar por que essa conjectura é
verdadeira; uma das alunas, Jeannie, duvida que isso seja possivel porque ha uma infinidade
de numeros (“[elas] vdo para sempre”), outras, como Ofala, acham que a verificacao feita em
18 casos € suficiente. Poucos dias depois, Deborah Ball voltou a sua pergunta, explicando que
0s matematicos buscariam entender quais propriedades dos nimeros impares fazem com que a
soma de dois deles seja um namero par. Ajuda os alunos a lembrar as definicdes de nimeros
pares e impares (agrupamento de itens em uma cole¢do em pares, com ou sem 0 resto de um
elemento). O desafio de provar a conjectura € renovado, utilizando a definicdo; os alunos
trabalham em grupos. A terceira sessdo comega com os relatérios dos grupos de alunos. Um
primeiro aluno, Tembe, d& um novo exemplo (7 + 7 = 14), entdo uma aluna, Betsy, diz que tem
uma prova - ela a expde, repetindo o caso 7 + 7, mas com uma representacdo mostrando a
propriedade utilizada (Figura 10). Deborah Ball resume a prova apresentada por Betsy e, em
seguida, pede a opinido dos alunos. Enquanto alguns alunos contestam, porque 7 + 7 é um caso
especial®, Jeannie a aceita, observando: “[...] ela ndo disse que tinha que ser aqueles dois
nameros, aqueles dois niUmeros impares, poderiam ser quaisquer dois nimeros impares porque,
um, sempre ha um sobrando.” O trabalho coletivo é retomado. Algum tempo depois, 0
representante de um grupo, Mark, ¢ convidado a fazer um balanco: “E ainda estdvamos
recebendo respostas e estdvamos pensando, estdvamos tentando provar, e Betsy veio e ela

provou isso, e entdo todos nos concordamos que iria funcionar”. A aula segue em frente.

27 0O site deste projeto e seus recursos nao estio mais disponiveis online.

28 N4o se observa que 7 + 7 é o dobro de 7 e que, portanto, a paridade tem duas origens, uma das quais nio é
genérica - exceto se alterar a propriedade para “o dobro de um nimero impar é par”
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What we figured out how it’s always true is that we would have
seven dots, or lines plus seven lines [draws fourteen lines on the

board]

... and then [counts the lines] ... we said that we had to circle
them by twos [she starts circling groups of two lines| —

0000000

and also we said that . .. just a second [finishes circling groups of
two lines] -

[From now on she looks at the class, away from the board, as she
explains.] that if you added another even one to an odd number, or
another one to an odd number, then it would equal an even number,
‘cause all odd numbers if you circle them, what we found out, all
odd numbers if you circle them by twos, there’s one left over, so
if you ... plus one, um, or if you plus another odd number, then
the two ones left over will group together, and it will make an
even number.

Figura 10

A sequéncia escolhida mostra a coexisténcia do empirismo ingénuo (Tembe), do
exemplo genérico (Betsy) e da experiéncia mental (Jeannie). Por outro lado, essas
possibilidades sdo debatidas apenas marginalmente. Ou melhor, a professora faz emergir
posicdes, argumentos e divergéncias, mas os alunos ndo vao para o fim da discussdo, para a
qual ela permanece a mediadora que distribui a palavra, a recebe e a reformula. Além disso,
este exemplo ilustra trés dos elementos da caracterizacao proposta por Andreas Stylianides (0s
saberes, a estrutura do discurso, as representacfes), mas permanece confuso quanto ao quarto
elemento, a dimensdo social.

O professor desempenha um papel fundamental em toda a sequéncia, mas foge na fase
final, que podemos imaginar passar despercebida; sua palavra ndo retransmite a de Marcos.
Andreas Stylianides observa que a sequéncia termina sem institucionalizacdo. Na verdade, o
papel fundamental do professor ao longo dessa sequéncia é obscurecido pela analise centrada
na troca de argumentos (ibid., Secdo 4.5.3), resultando na ilusdo de um debate de validacao
entre os alunos. No entanto, a insuficiéncia da sequéncia é observada:

[...] Podem-se tirar duas conclusdes. Em primeiro lugar, o argumento de Betsy nédo

pode contar como prova, porque ndo foi aceito como tal pela comunidade da sala de

aula. Em segundo lugar, a comunidade da sala de aula ainda ndo havia desenvolvido,

ou compartilhado socialmente, todas as regras de discurso necessarias que apoiariam a
elevacdo do argumento de Betsy ao status de prova dentro da comunidade. (Ibid., p.15)
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Na verdade, conforme relatado, o episodio termina com uma aceitacdo da declaracao
de Marcos, uma vez que a professora ndo a rejeita. O que se observa parece-me um efeito
Topazio, em que a professora valida implicitamente a proposi¢do de Betsy como prova, e 0s
alunos séo dispensados dessa atividade.

A questdo da validacdo esteve presente na aula de Deborah Ball; alunos - ndo os alunos
- desenvolveram um argumento que poderia ser candidato ao status de prova. O caso relatado
por Andreas Stylianides ilustra que para que esse estatuto seja reconhecido, por um lado, as
provas devem ser tomadas como objeto de debate, pela sua natureza e forma, e por outro, um
processo que permita 0 seu reconhecimento e, em seguida, integracdo nas regras de

funcionamento da classe.

llustracdo 5: a longa exploracdo de um problema de combinatoria

Maher conduziu um dos poucos estudos de resolucéo atenta de problemas em processos
de provas de longo prazo na Rutgers University no inicio dos anos 1990; as observacdes foram
realizadas, com um grupo estavel de alunos, do primeiro ao quinto ano de escolaridade - ou
seja, ciclo 2 e os dois primeiros anos do ciclo 3 na Franga. O objetivo foi deixar de lado a
restricdo de tempo e dos programas para permitir que os alunos construam, amadurecam,
discutam as solucdes que estdo considerando. Os problemas pertenciam ao mesmo campo da
combinatdria elementar, favoravel a invencédo de métodos, de representacdes e a criacdo de um
espaco de experiéncia autbnomo sobre o qual o programa ndo pesa, mas rico do ponto de vista
matematica (conceituacdo, formalizacdo, argumentacdo). Retenho aqui um exemplo retirado
do estudo de caso de Stéphanie (Maher & Martino, 1996a).

Dos dados recolhidos, extraiu-se um conjunto de episodios considerados "criticos"
(video-gravac0es, entrevistas), que lancam luz sobre a atividade de Stéphanie para resolver o
problema da contagem das diferentes torres que podem ser construidas com um determinado

nimero de cubos de duas cores; este nimero é pequeno, e foi definido pelo professor (4 em
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outubro de 1990, 5 e 6 em fevereiro de 1992)?°. Os 11 episodios criticos resumem de forma
compacta o periodo 1990-1992. Mostram a evolucdo dos meios de representacdao
desenvolvidos por Stéphanie, passando da manipulacdo dos cubos a sua representacdo e
codificacdo (letter-grid). A necessidade de controlar a contagem € a forga motriz por tras da
evolucdo das representagcfes. As estratégias evoluem de tentativa e erro para raciocinio por
caso: contar as voltas com um cubo vermelho, depois dois cubos vermelhos etc. A necessidade
de validag&o esta presente, mas continua a ser um requisito interno para a atividade de resolucéo
até que a professora, até entdo em posicéo de neutralidade, convida os alunos a apresentarem-
Ihe uma prova da sua solugéo: “Como sabe que tem todos eles?” [...] Vocé pode me convencer
de que vocé tem todas as possibilidades, que ndo ha mais nem menos?” (Ibid. p.211 — evento
10, marco de 1992). E certo que a professora pede aos alunos que a convencam, mas a tarefa
efetivamente prescrita consiste em escrever uma carta destinada aos alunos ausentes, na qual
seriam descritas as varias torres construidas com trés cubos de duas cores, pelo que se assegura
que todas as possibilidades estdo presentes e nenhuma é esquecida (traducéo livre, ver Figura
11).

Stephanie joga o jogo da comunicagdo conversando com outra aluna de sua classe,
Laura. Ela expde seus argumentos para garantir que exatamente 8 torres sejam construidas
desenhando uma grade de letras que codifica as torres e sugere 0 modo de enumeragéo por caso
com uma legenda no topo de cada (0 vermelho, 1 vermelho, 2 vermelhos, 3 vermelhos).
Stephanie pondera que esse argumento pode ndo ser suficiente e acrescenta que ela ndo pode
adicionar um cubo a uma torre branca sem quebrar a regra, 0 que pode ser interpretado como
uma tentativa de argumentar a favor da completude deste caso. Da mesma forma, bastaria
adicionar um cubo para trocar uma torre de trés cubos brancos, o que ndo € possivel, etc. “Isso

vale para todos. Vocé pode até verificar.” Toda essa argumentacao e a redacdo de Stéphanie

29 Esta situacdo foi precedida por uma situagdo semelhante, combinando camisas e jeans (3-2 depois 3-3).
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vém ao encontro de Carolyn Maher e Amy Martino, que apontam para a “inven¢do” da prova,
baseadas em casos apds uma longa evolucdo. Mas o leitor atento notara que Stéphanie enuncia
a conjectura segundo a qual o numero de diferentes torres de altura 3 é o dobro do de torres de
altura 2. Ela ainda conclui sua carta, afirmando: “Basta multiplicar a resposta para o problema
da dltima torre x2”; a prova de caso proposta nao é relevante para validar esta conjectura (o

que seria possivel reorganizando as colunas).

Name _SY€pAe N Date

Please send a letter to a student who is ill and unable to come to school.
Describe all the different towers you have built that are three cubes tall,
when you have two colors available to work with. Why were you sure that
you had made every possible tower and had not left any out?

Deowr Laurg, .
Teduy we Meele 10008 hph and uiTh & Cleu,

wa Aave # d@Sure Fo Make every pes, b/ ﬁﬂﬁ-'"" .
There or@ @ patterns vorr/ I [Mow becayse
allgeu hoove % do (S Mulkyply 3 x Fe Numbe ~
FoU wWould L od For fowers vFiwoe, S0 TH#:'S

Ax . fw;// pProve it TEI Put He
Fowers jn coler order 7He colo s are. = Eujp
Rsteardls for Res & W Sterds fortoh ife.
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'U'F*"-:"r?org dofﬁenofuc;o;;vf nce geu Hel
Fer fu)) *0ntcddary mormuwhite becouse
w

T se &’ht:", +he (u/f;‘ ﬁﬂr@ Ioentad- ° b
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wr friend
9"31&2 FFie

Figura 11
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A lacuna entre a conjectura apresentada por Stephanie e a argumentacéo que ela propGe
para convencer outro aluno (ou o professor) oferece uma oportunidade de tomar a questdo da
prova como objeto de trabalho coletivo. A questdo da enumeracao é resolvida com um exemplo
genérico, uma evolucdo do qual estabeleceria a conjectura. Outros alunos também notaram a
relagdo de recorréncia (Maher & Martino, 1996b, p. 442), notadamente Jeff, que
posteriormente associou uma representacdo a ela (Figura 11), uma possivel fonte de uma

evolucdo da prova de Stéphanie.

Jeff: You multiply by two, the last number you got you multiply by two because
you make branches off of them. [He referred to adding two branches to the
top of cach tower (o represent the two possible colors which could be added

to the top a tower. ]
o_m

FIG. 24.8. Milin's method for Q B o
finding all towers (b). 0 -reo
Figura 12

Da argumentacdo ferramenta a prova objeto

Seja qual for a sua natureza, as questdes de validacdo e 0s processos de controle sao
constitutivos da resolucdo de problemas. Trata-se de despertar os alunos para o seu papel,
tornando-os conscientes da sua especificidade em matematica e permitindo-lhes aprender as
suas caracteristicas e seus funcionamentos. Essa aprendizagem ndo pode vir apenas da
instrucdo ou injuncdo, porque € a evolucdo de uma racionalidade que esta em questdo, a
autonomia dos alunos é um componente critico de sua possibilidade.

A teoria das situagfes modela as condi¢des que maximizam a anulacdo das clausulas
de um contrato didatico que colocariam em risco a autonomia dos alunos, ou seja, a sua
responsabilidade, ou a relevancia dos conhecimentos que mobilizam (por exemplo, tendo em
conta os elementos aneddticos do contexto). As trocas no curso dessas situacfes e 0sS
argumentos sobre 0s quais 0s protagonistas estdo de acordo permitem garantir a validade de
um resultado, mas ndo requerem necessariamente a reflexdo essencial para decidir em que e

por qué se trata de uma prova. Na verdade, o trabalho de validacdo amplamente silencioso na

860 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.24, n.1, x, p. 816-871, 2022



atividade privada pode permanecer assim no trabalho coletivo porque procede de um acordo
tacito que governa o trabalho comum de resolucdo de problemas.

Durante seu curso intitulado “Racionalidade e demonstracdo matematica”, ministrado
na quinta escola de verdo de didatica da matematica, Marc Legrand formulou a hipotese
segundo a qual “E mais razoavel esperar ser capaz de introduzir indutiva e naturalmente
estudantes ou alunos na racionalidade matematica a partir de uma pedagogia centrada nas
situagdes-problema, do que acreditar que eles acabaréo ingressando nessa racionalidade gragas
a uma pedagogia da simples mostracdo” (Legrand, 1990, p. 386). Essa hipdtese é sustentada
tanto pela pratica docente quanto pela pesquisa experimental, que apresenta muitas
dificuldades em localizar o papel do professor e seus meios. As situagdes de “debate cientifico”
(Legrand et al., 2011) buscam fornecer uma resposta operacional para sair do que parece ser
um dilema tanto para o ensino quanto para a instituicdo. Baseiam-se num forte empenho por
parte do professor, que inicia situagbes tendo uma “consisténcia epistemoldgica”, uma “boa
adequacdo com a natureza dos saberes a ensinar [... e ..] a0 meio dos conhecimentos
efetivamente disponiveis para os alunos/estudantes” (ibid., p. 115), e seu relativo afastamento
como arbitro de trocas até 0 momento de uma institucionalizacdo necessaria “para ordenar a
desordem que o debate inevitavelmente introduz e para introduzir e explicar o que nenhum
debate pode fazer, apresentar e/ou explicar a um custo razoavel” (Ibid. P.116).

O que Marc Legrand designa, e no qual insiste, € o conjunto de regras do debate para a
aceitacdo da prova e, correlativamente, da refutacdo na matematica. Para explicitar essas
regras, devemos passar da argumentacdo, ferramenta de validacao baseada em regras tacitas,
para o debate sobre a argumentacdo como objeto, cujas caracteristicas explicitas condicionam
sua admissibilidade como prova. Em outras palavras, a questdo da validade da solucdo do
problema precisamente em jogo deve ser superada para dar lugar ao dos critérios de verdade,

que nada mais é do que lancar as bases para a producéo do conhecimento matematico.
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As dificuldades em ensinar a demonstracdo muitas vezes levaram a favorecer o ensino
das regras de producédo da prova e as formas de sua formulacéo reduzidas ao aprendizado da
logica. Assim, a aquisi¢ao do esquema fundamental do modus ponens (A, A — B = B) e suas
condigdes de uso parece ser 0 objetivo principal. Essa prioridade coloca em segundo plano o
fato de que a validagédo de um enunciado ndo deriva sua legitimidade apenas do status dos
enunciados mobilizados pelo problema considerado, mas do conjunto daqueles aos quais estdo
vinculados dentro de um conjunto estruturado; uma teoria que deve ser reconhecida para tal*.
Com todos os cuidados que o uso desse vocabulario exige, 0 que esta em pauta é o ingresso
dos alunos em uma problematica tedrica®!.

A comparacao do ensino na Franca e em outros paises confirma esta observacdo: a
natureza localmente organizada dos conhecimentos envolvidos na producdo de uma prova em
livros escolares franceses contrasta com a organizagao quase axiomatica no Japdo (Miyakawa,
2016, secdo 3.3.3), 0 que ndo exclui a existéncia e 0 uso de um repertério de teoremas que
constituem o saber oficial (Knipping, 2003, p. 6/10), mas € outra coisa. A referéncia a um
referencial tedrico explicito como contexto da atividade matematica esté presente em uma série
de estudos, mas ndo foi tematizada até a proposta de definir “teorema matematico” como o
sistema de relagcBes matuas entre trés componentes: um enunciado, sua prova e a teoria dentro
da qual esta prova faz sentido (Mariotti et al., 1997, pp. 182-183; Boero, Ferri, & Garuti, 1997,
pp. 182-183).

Além do dominio das competéncias de raciocinio (I6gica) comumente relatado como
um requisito minimo, a aprendizagem da prova em matematica envolve a tomada de

consciéncia do que a separa da argumentacdo natural adquirida por meio de interagcdes sociais

30 Isso me levou a afirmar que “o ponto forte que separa a argumentagdo da prova é a necessidade de esta wiltima
existir relativamente a uma axiomatica explicita.” (Balacheff, 1999) e rejeitar a ideia de uma argumentacdo
matematica baseada nos trabalhos das ciéncias da linguagem (ibid.). Esse ponto de vista pode ser reconsiderado
introduzindo-se, com relagdo ao valor episttmico de um enunciado, seu valor Ontico. Menciono esse
desenvolvimento na conclusédo, desenvolvi-o durante minha apresentacdo no CORFEM em junho de 2019.

31 Transigdo de estudante praticante para estudante teérico (Balacheff, 1988, vol. 1, p.54).
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diarias, e uma ruptura epistemologica para entrar em um problema tedrico, cuja natureza é
essencialmente diferente do conhecimento comum.

Modelar as situa¢Bes que possibilitem lidar com essa ruptura continua sendo o principal
problema que enfrentamos. Tais situacdes devem atender as condi¢cbes para que a
argumentacdo, o cerne da resolugdo de problemas, seja tomada como um objeto para
compreender e aprender o que é uma prova em matematica. A aprendizagem ocorrerd em uma
dialética da pratica e da teoria no sentido da dialética ferramenta-objeto conceituada por Régine
Douady em que, deve ser lembrado, o objeto € mais do que a soma de suas caracteristicas

I6gicas e discursivas:

Por objeto, entendemos o objeto cultural tendo seu lugar em um edificio maior que é o
saber dos matematicos, em um determinado momento, socialmente reconhecido. O
objeto é definido matematicamente, independentemente de seus usos. O status de objeto
permite a capitalizacdo do saber e, portanto, a extensdo do corpo de conhecimentos.
Também permite o reinvestimento em novos contextos que podem estar muito distantes
do contexto original. (Douady, 1992, p. 134)

Conclusao

Controle, prova e demonstracdo sao trés regimes de validagao cujos respectivos pesos
variam ao longo do continuum que vai desde a resolucdo de um problema até a comunicacao
de sua solucédo de acordo com um padrdo decretado pela instituicdo. Suas interagdes mutuas e
sua dependéncia das concepgdes subjacentes, que 0s tornam possiveis e suscitam sua evolucgéo,
constituem um sistema cuja natureza determina a da prépria matematica.

A longa histéria do ensino da demonstragdo e seus fracassos para muitos alunos criou
praticas que tendem a separar esses trés regimes, separando resolucdo e validacdo, e
introduzindo demonstragdo em rupturas com as préaticas que a precedem. Nas ultimas décadas,
a doutrina institucional tem procurado mudar a epistemologia escolar resultante para uma
relagdo com a matematica mais proxima das caracteristicas epistemoldgicas desta disciplina.

Assim, a aquisicdo de saberes é complementada, ou talvez contextualizada, por aquela de
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“competéncias” entre as quais 0s programas atuais referem-se a busca, raciocinio e
comunicacao.

Poderia a definicdo bastante ampla e ndo redutivel a técnicas dessas competéncias
permitir o surgimento de uma atividade que da profundidade ao discurso matematico e poderia
dar vida na sala de aula a uma verdadeira pequena sociedade mateméatica? Retomando, para
formular essa questdo, as palavras de Guy Brousseau (1998, p. 111). Claro, ndo existe uma
resposta acabada e rapida. No entanto, os resultados de pesquisas tanto do ponto de vista
epistemoldgico como da engenharia de situagdes efetivamente praticadas ou concebidas com
fins experimentais constituem uma base solida para a construcdo de um programa cientifico
gue permita dar resposta a elas.

Quando Guy Brousseau utiliza as expressdes que tomo emprestado acima, ele esta se
referindo a “situagdes de prova“. Esta expressdo é encontrada apenas trés vezes na obra de
referéncia “Théorie des Situations Didactiques” (Brousseau, 1998, p. 43, 111 e 313), em
particular na secdo dedicada ao esquema de validagdo explicita (ibid., p.109 sqq). Como
sabemos, é o conceito de “situagdo de validacdo” que se mantém como um dos conceitos
fundadores da teoria. Para as questdes que aqui consideramos, parece necessario, mas
insuficiente: as situacfes de prova devem ter as caracteristicas de situacoes de validacdo com
a restricdo adicional de criar as condi¢fes para uma necessidade intrinseca de analise,
certificacdo e institucionalizacdo dos meios da prova no contexto coletivo da sala de aula. Essas
condicBes e os meios de cria-las ainda ndo foram determinados, em particular porque se
sabemos com bastante precisdo o que é uma prova em termos do objetivo de aquisicao no final
do ciclo 4, por outro lado ndo ha caracterizacdo precisa e compartilhada que pode servir de
referéncia no curso da escolaridade anterior, do 2° ciclo.

Assim, dois temas principais devem estruturar o programa cientifico por vir: a

caracterizacdo da argumentacao matematica e as formas de institucionalizacéo das provas antes
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do momento muito particular da afirmacdo da demonstracdo como “meios matematicos de
acesso a verdade”, como os comentarios os formulam (cf. § 2.1)

A expressdo argumentacdo matematica deve ser pelo menos potencialmente admissivel
segundo os padrdes da aula de matematica, ou seja, ser aceito como prova pela classe e
confirmado pelo professor. Este é apenas um esclarecimento minimo, levando em consideracao
a dimensdo social. Proponho partir, no que diz respeito ao contetdo e a forma, da proposicéo

de Andreas Stylianides:

Prova é um argumento matematico, uma sequéncia conectada de afirmac6es a favor ou
contra uma afirmacdo matematica, com as seguintes caracteristicas: 1. Ela utiliza
afirmac0es aceitas pela comunidade de sala de aula (conjunto de afirmagGes aceitas)
que sdo verdadeiras e disponiveis sem justificativa adicional; 2. Emprega formas de
raciocinio (modos de argumentacdo) que sdo validos e conhecidos por, ou dentro do
alcance conceitual da comunidade de sala de aula; e 3. E comunicado com formas de
expressdo (modos de representacdo de argumento) que sdo apropriadas e conhecidas,

ou dentro do alcance conceitual da comunidade de sala de aula.®? (Stylianides, 2007, p.

291)

Os termos “prova” e “argumento matematico” aparecem sin6nimos, o que ¢ mais
frequentemente o caso na literatura anglo-saxoénica. O interesse desta proposta é destacar trés
dimens@es que correspondam razoavelmente a trés dimensdes que deverao ser resolvidas para
que haja uma caracterizacdo operacional. A primeira levanta a questdo da criacdo de um
referencial teorico, cuja forma deve ser modelada e a especificacao das condic@es de criacao;
ela corresponde ao primeiro termo, Teoria, do tripleto definidor do Teorema (cf. § 3.5). A
memoria institucional € uma premissa disso, mas néo é suficiente, na medida em que apareceria

apenas como um repositorio de recursos. A segunda e a terceira distinguem dois aspectos da

argumentacdo, sua natureza (modo de argumentacdo) e sua expressdo (representacao

32 Prova € um argumento matematico, uma sequéncia conectada de afirmac@es a favor ou contra uma afirmacéo
matematica, com as seguintes caracteristicas: 1. Ela usa afirmacgdes aceitas pela comunidade de sala de aula
(conjunto de afirmagdes aceitas) que sdo verdadeiras e disponiveis sem justificativa adicional; 2. Emprega formas
de raciocinio (modos de argumentacéo) que sdo validos e conhecidos por, ou dentro do alcance conceitual da
comunidade de sala de aula; e 3. E comunicado por formas de expressio (modos de representagio de argumento)
que sdo apropriadas e conhecidas, ou dentro do alcance conceitual da comunidade de sala de aula.
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argumentativa). Essas duas dimensdes estdo de fato entrelacadas no processo de producédo da
argumentacdo. Os numerosos problemas que levantam incluem, em particular, 0 da sua
separacdo e o da sua modelacgdo, que ndo pode ser abstraida dos conhecimentos que a sustentam
- pense, por exemplo, no caso do exemplo genérico e no da experiéncia mental.

Por fim, as caracteristicas definidoras da argumentacdo matematica ndo devem apenas
distingui-la de outras formas de argumentacdo, mas também ser operacionais quando se trata
de arbitrar as propostas dos alunos e possivelmente institucionaliza-las para organiza-las e
capitalizd-las em sala de aula. A avaliacdo do carater matematico ndo pode ser reduzida a
julgamento sobre a Unica forma de argumentagdo. Como, por exemplo, arbitrar o caso do
exemplo genérico que pde em equilibrio permanente o geral e o particular, cujo equilibrio se
encontra no final de um jogo de interacGes entre esses dois polos, as vezes de mesmo
compromisso?

Embora suas raizes historicas Ihe deem legitimidade (Arsac, 1987), o conceito de
argumentacdo matematica serd um conceito didatico, e ndo a transposi¢do de conhecimentos
matematicos. Ndo podemos concebé-lo como uma transposi¢do da demonstragdo, a menos que
dela retenhamos apenas o que diz respeito a sua dimensdo social no seio da comunidade
cientifica. Seria um erro epistemoldgico e teorico. Trata-se de uma dificuldade evidenciada
pelo vigor dos debates sobre a admissibilidade de provas “sem palavras” ou exemplos
genéricos. A definicdo da argumentacdo matematica ndo pode escapar das demandas da
institucionalizacéo.

As pesquisas sobre a aprendizagem do raciocinio e da prova tém em comum o uso da
engenharia das chamadas situagdes de pesquisa (por exemplo, problema aberto - Mantes &
Arsac, 2007), ou pesquisa e prova (Georget, 2009). Baseiam-se em grande parte nas situagoes
de validacdo em que a construcdo de uma prova é uma ferramenta da resolugdo. Mas os relatos

desta pesquisa mostram que o fechamento dessas situagdes se da na aceitacdo de uma solucéo
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- que é o objeto discutido - e ndo no reconhecimento das caracteristicas ldgicas e 6nticas da
argumentacdo pelo que elas tém de geral e de necessario além da situacao particular em que
ela é produzida.

Por fim, as provas sdo tanto a base quanto as organizadoras do conhecimento. No
decorrer da aprendizagem, ajudam a consolidar sua evolugéo e equipar sua reorganiza¢do. No
ensino, elas legitimam os novos saberes e 0s constituem como sistema: conjunto, saberes e
provas constituem a Teoria, no sentido de Mariotti. A fungdo da institucionalizagdo das
situacdes de prova coloca a validacédo explicita sob a arbitragem do professor que €, em ultima
instancia, o fiador de seu carater matematico. Essa dimensdo social, no sentido de que o
funcionamento cientifico depende de uma organizacdo construida e aceita, estd no cerne da

dificuldade do ensino da prova em matematica.
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