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Resumo

A investigacdo, de natureza bibliografica, foi desenvolvida no contexto da educacgédo
matematica, especificamente sobre a organizacdo do ensino das propriedades comutativa e
distributiva em relacdo a multiplicacdo, proposto por Davydov e colaboradores. Doutor em
Psicologia e seguidor de Vigotski, Davydov coordenou o processo de elaboracdo de uma
proposta para o ensino de matematica fundamentada na Teoria Historico-Cultural. A proposta
pedagogica foi publicada, na Russia, por meio de livros didaticos e manuais de orientagdo ao
professor. O objetivo € analisar o modo de organizag¢do do ensino de matematica proposto por
Davydov e colaboradores na especificidade das propriedades comutativa e distributiva da
multiplicacdo. A analise possibilitou revelar que essas propriedades sdo essenciais para a
constituicdo do sistema conceitual da tabuada, o que implica a reorganizagéo do seu ensino,
cujo ponto de partida seja a relacdo entre grandezas discretas e continuas na inter-relacdo da
aritmética, algebra e geometria.
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Abstract

Bibliographical research was developed within the mathematics education context, specifically
on the organisation of teaching commutative and distributive properties in relation to
multiplication, proposed by Davydov and coworkers. PhD in Psychology and follower of
Vygotsky, Davydov coordinated the elaborating process of a proposal for mathematics teaching
based on the cultural-historical theory. The pedagogical proposal was published in Russia
through textbooks and teacher guidance manuals. The aim is to analyse the organising way of
mathematics teaching proposed by Davydov and coworkers in the specificity of commutative
and distributive properties of multiplication. The analysis made it possible to reveal that these
properties are essential for the constitution of the multiplication table conceptual system, which
implies its teaching reorganisation, whose starting point is the relationship between discrete and
continuous magnitudes in the interrelationship of arithmetic, algebra, and geometry.

Keywords: Cultural-historical theory, Mathematics education, Multiplication.

Resumen

La investigacion, de naturaleza bibliogréfica, fue desarrollada en el contexto de la Educacion
Matematica, especificamente sobre la organizacion de la ensefianza de las propiedades
conmutativa y distributiva, con relacion a la multiplicacion, propuesta por Davydov y
colaboradores. Doctor en Psicologia y seguidor de Vigotski, Davydov coordiné el proceso de
elaboracion de una propuesta para ensefianza de las Matematicas basada en la Teoria Historico-
Cultural. La propuesta pedagogica fue publicada en Rusia por medio de libros didacticos y
manuales de orientacién para maestros. El objetivo es analizar el modo de organizacion de la
ensefianza de Matematicas propuesto por Davydov y colaboradores en la especificidad de las
propiedades conmutativa y distributiva de la multiplicacion. El andlisis hizo posible revelar que
esas propiedades son esenciales para la constitucion del sistema conceptual de la tabla de
multiplicacién, que implica la reorganizacion de su ensefianza, cuyo punto de partida sea la
relacion entre grandezas discretas y continuas en la interrelacion de aritmética, algebra y
geometria.

Palabras clave: Teoria historico-cultural, Educacion matematica, Multiplicacion.

Résumé

La recherche bibliographique a été développée dans le contexte de I'enseignement des
mathématiques, spécifiquement sur I'organisation de I'enseignement des propriétes

commutatives et distributives en relation avec la multiplication, proposé par Davydov et ses
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collégues. Docteur en psychologie et disciple de Vygotsky, Davydov a coordonné le processus
d'élaboration d'une proposition d'enseignement des mathématiques basée sur la théorie
historico-culturelle. La proposition pédagogique a été publiée en Russie a travers des manuels
scolaires et des manuels d'orientation des enseignants. L'objectif est d'analyser le mode
d'organisation de I'enseignement des mathématiques proposé par Davydov et ses collaborateurs
dans la specificité des propriétés commutatives et distributives de la multiplication. L'analyse a
permis de révéler que ces propriétés sont essentielles pour la constitution du systeme conceptuel
des tables de multiplication, ce qui implique sa réorganisation pédagogique, dont le point de
départ est la relation entre les grandeurs discretes et continues dans l'interrelation de
I'arithmétique, de I'algébre et de la géométrie.

Mots-clés : Théorie historico-culturelle, Enseignement des mathématiques,

Multiplication.
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Propriedades comutativa e distributiva na proposi¢éo davydoviana para o ensino de
matematica

A educacdo, de modo geral, cumpre a tarefa ndo somente de concretizar a concepgéo de
mundo em determinado momento historico, mas também de transforma-lo e modifica-lo. O
propdsito da educacdo, fundamentado nos principios da teoria histérico-cultural, é o
desenvolvimento integral do sujeito em varios aspectos, tais como social, cultural, ético,
estético e politico. Esses aspectos requerem a apropriacdo de conceitos cientificos e o
desenvolvimento do pensamento tedrico.

O pensamento tedrico ndo se desenvolve na vida cotidiana, mas em instituicdes
organizadas com esse propdsito. Neste sentido, a escola é uma das institui¢fes criadas pela
humanidade com o propdsito de transmitir conhecimentos cientificos sistematizados pelas
geracOes precedentes as novas geracoes e, consequentemente, propiciar o desenvolvimento do
pensamento.

A apropriagdo de conceitos cientificos, em termos psicoldgicos, “constitui uma
atividade mental de analise, sintese, abstracdo e generaliza¢ao” (Rubinstein, 1979, p. 47). Cabe
refletir sobre qual tipo de abstracdo e generalizacdo tem predominado no processo de ensino-
aprendizagem dos conceitos nas escolas brasileiras e sobre se 0 modo de organizagao do ensino
tem contribuido para desenvolver o pensamento teérico ou empirico.

Estudos como os de Moraes (2008), Rosa e Hobold (2016) e Rosa e Marcelo (2022)
apontam que 0 ensino em varias proposi¢des brasileiras e na pratica docente tem contribuido
para desenvolver o pensamento empirico, correspondente a logica formal tradicional (ou
classica). Esse pensamento é desenvolvido a partir da percepcao das caracteristicas externas de
determinados grupos de objetos e/ou fendmenos. Por decorréncia desse ponto de partida,
ocorrem a abstracdo e a generalizacdo da caracteristica essencial, fundamental, comum a todos
0s objetos. Ao designar os indicios comuns por meio de palavras, atinge-se o conceito formal
(Davydov, 1982). Tais conceitos, desenvolvidos por meio de abstracbes e generalizacdes
fundamentadas na percep¢do das caracteristicas externas dos objetos e fendmenos, ele os
denomina empiricos. O autor adverte-nos que, atrelado a esse tipo de generalizacdo esta o
pensamento intuitivo tal como propdem ou entendem a escola e a psicologia por ele
denominadas de tradicionais. Pois 0 pensamento se volta apenas para a aparéncia externa dos
objetos e fendmenos, carece de analise nas relagfes internas, visto que o conceito empirico
resulta da percepcao, abstracdo e generalizacdo das caracteristicas externamente e diretamente

expostas aos 6rgdos dos sentidos.
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A formac&o de conceitos fundamentada na I6gica formal tradicional limita a atengao
para 0s aspectos externos dos objetos e fenémenos. Isso traz implica¢des na aprendizagem dos
estudantes inseridos num determinado contexto escolar que adote tal concepcdo, dentre as
quais, podemos destacar a memorizacgdo de algumas nogOes vazias por parte dos estudantes,
apenas para obterem notas nas avaliacBes escolares. Nesse tipo de memorizacdo hd um
esvaziamento do conteudo no pensamento. Este fica limitado as caracteristicas externas dos
objetos analisados no processo de elaboragédo conceitual, e ndo na esséncia, na relacdo interna,
como prevé a ldgica dialética. Em consequéncia, o conteido memorizado para a avaliacdo passa
a ter uma data de validade: o dia da prova.

Mudar a logica enquanto método de conhecimento na pratica docente e em livros
didaticos resolveria os problemas relacionados a apropriacdo dos conceitos tedricos?
Acreditamos que ndo é suficiente, mas sua solucdo passa pela mudanca da logica que sustenta
0 método de conhecimento adotado na educacéo escolar.

Do contexto mencionado anteriormente, emerge a necessidade de se repensar, também,
os contetidos e métodos desenvolvidos na educacéo escolar. E imprescindivel romper, de forma
concreta e duradoura, com a logica de internalizacdo dos processos de educacdo. Nao basta
apenas conhecimento e consciéncia, mas vivenciar processos que contribuam para o
rompimento da Iégica vigente.

Para gque o estudante seja criador de si e do seu meio, faz-se necessaria a apropriacdo
dos conceitos cientificos e, consequentemente, o desenvolvimento do pensamento tedrico
(Davydov, 1982), haja vista que, com o pensamento tedrico desenvolvido, o sujeito busca a
esséncia das coisas, inclusive do que ¢é aparentemente camuflado pelas contradicdes.

Nesse contexto, o proposito deste estudo € apresentar resultados de uma pesquisa
bibliografica sobre 0 modo de organizagdo do ensino de matematica apresentado na proposicao
davydoviana. Na especificidade deste artigo, analisamos a abordagem de Davydov ao ensino
das propriedades comutativa e distributiva da multiplicacéo.

Vasily Vasilyevich Davydov, nascido em Moscou, Russia (1930-1988), dedicou mais
de 25 anos de sua vida as pesquisas com o objetivo de formular uma teoria de ensino voltada
para o desenvolvimento do pensamento das criangas e jovens (Libaneo & Freitas, 2013). Para
ele, a fun¢do da escola ¢é ensinar os alunos a “orientarem-Se com autonomia na informacéo
cientifica e em qualquer outra esfera do conhecimento” (Libaneo & Freitas, 2013, p. 315) e
desenvolver o pensamento teérico dos estudantes.

Davydov ([laBeiioB), juntamente com colaboradores, como Gorbov (I'op6oB), Mikulina

(Mukynuna) e Savieliev (CaBenbeBa), elaboraram e desenvolveram, em carater investigativo
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na Russia, uma proposicdo para o ensino de matemética fundamentada na Teoria Historico-
Cultural e a publicaram em livros didaticos, manuais de orientacdo ao professor, entre outros.
Esse material constitui a fonte de dados da investigacdo que deu origem ao presente artigo.
Tratam-se das tarefas correspondentes aos exercicios dos livros didaticos brasileiros para o
ensino da multiplicacdo. Essas tarefas foram extraidas da versdo original do livro didatico (no
idioma russo) do terceiro ano do ensino fundamental ([aBeiioB et al., 2009). Apresentamos a
resolucdo das tarefas em conformidade com o manual de orientacdo ao professor, escrito por
Gorbov e Mikulina (I'op6os; Muxkynuna, 2003), colaboradores de Davydov, em um livro a
parte sob a forma de relato de experiéncia.

As reflexdes sobre a experiéncia realizada em sala de aula pelo grupo de colaboradores
de Davydov possibilitaram um amplo processo de elaboracéo e reelaboracdo da proposta. Esse
movimento é refletido nos manuais de orientacdo ao professor. Sem essas reflexdes, ndo é
possivel conceber as tarefas apresentadas no livro didatico como expressao dos pressupostos
oriundos da Teoria Histérico-Cultural, pois, aparentemente, as tarefas davydovianas sdo
semelhantes aos exercicios apresentados nos livros didaticos brasileiros (Rosa, 2012).

No primeiro contato com o material didatico davydoviano, detectamos algumas tarefas
que indicavam a existéncia de sistematizacdo das propriedades comutativa e distributiva da
multiplicacdo no livro do terceiro ano do ensino fundamental.

A proposicdo davydoviana ndo é apresentada de forma fragmentada por conceitos, como
primeiro se estuda adicdo, em seguida subtracdo, multiplicacdo, tabuada e divisdo (Davydov,
1988). Ao contrario, 0s conceitos sdo apresentados em um sistema de conexdes internas, tais
como relacdes de multiplicidade/divisibilidade, todo/partes. No sistema de conexdes, um
conceito contribui para o desenvolvimento do outro. Tomamos como exemplo a relacdo
todo/partes, uma das conexdes internas dos conceitos de adigéo, subtragcdo, multiplicacdo e
divisdo. Se o todo em andlise é constituido por partes, e cada parte com a mesma medida, esta
conexdo interna estd relacionada ao conceito de multiplicacdo, interconectado com sua
operacdo inversa, a divisdo. Alem disso, esta conexdo esta presente em outros conceitos como
tabuada, equacéo, progressdo aritmética, funcédo, entre outros, conformando, assim, um sistema
integral com base na relagéo essencial: a relagdo entre grandezas.

Durante a investigacdo, adotamos o0s seguintes procedimentos metodoldgicos:
inicialmente identificamos a orientagdo metodologica apresentada no manual de orientacdo ao
professor, correspondente as tarefas apresentadas no livro didatico. Na sequéncia, procedemos
ao estudo concomitante das tarefas com as orientagdes, base para a identificagdo de que

Davydov e colaboradores desenvolvem as propriedades comutativa e distributiva a partir de um
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sistema conceitual (conceito de nimero, relagdo de multiplicidade, divisibilidade, relag&o parte-
todo, adicdo, subtracdo, entre outros). Porém, para o presente artigo, selecionamos apenas trés
tarefas referentes as propriedades matematicas e as reproduzimos com a resolu¢do proposta no
manual de orientacdo ao professor (Hobold, 2014). A anélise possibilitou revelar que o ensino
da multiplicagdo proposto por Davydov e equipe, por meio da relacdo essencial entre as
propriedades comutativa e distributiva da multiplicacéo, é desenvolvido com base na relacéo
entre grandezas discretas e continuas na inter-relacao das significacdes aritméticas, algébricas

e geomeétricas que conformam o sistema.

As tarefas davydovianas

Davydov (1982) preconiza a possibilidade de apropria¢do dos conhecimentos tedricos
por parte dos estudantes. Para tanto, faz-se necessario organizar o processo de ensino-
aprendizagem em conformidade com atividades que impulsionam o desenvolvimento dos
estudantes. Davydov (1982), juntamente com outros pesquisadores, como Elkonin, identificou
gue a crianca, desde o nascimento, passa por etapas de desenvolvimento marcadas por
atividades principais, ou seja, atividades que impulsionam o desenvolvimento e a apropriagao
das objetiva¢es humanas. Assim, por volta dos seis aos dez anos de idade, a atividade principal
da crianca ¢é a de estudo. Nesse periodo, surgem nos estudantes as capacidades de reflexao,
andlise, planejamento, necessidades e motivos de estudo (Davydov, 1988). A “atividade de
estudo deve ser entendida como atividade para a autotransformagao do sujeito” (Repkin, 2014,
p. 88).

Neste contexto, Davydov e colaboradores estruturaram uma proposicéo de ensino em
conformidade com a atividade de estudo, composta por tarefas particulares. A orientacdo
metodoldgica, nesta proposicao, é de que as tarefas sejam desenvolvidas pelos estudantes sob

a orientacdo do professor, por meio de seis a¢des de estudo, quais sejam:

1) Transformacao dos dados da tarefa de estudo com a finalidade de revelar a relacéo
universal do objeto estudado;

2) Modelacdao da relacé@o universal nas formas objetal, grafica e literal;

3) Transformacgéo do modelo da relagéo universal para o estudo de suas propriedades
em ‘forma pura’;

4) Construcdo de um sistema de tarefas particulares que podem ser resolvidas por um
procedimento geral;

5) Controle da realizacéo das acOes anteriores;

6) Avaliacdo da apropriagdo do procedimento geral como resultado da solucéo da tarefa
de estudo dada (Davydov, 1988, p. 181).

O ponto de partida para o estudo dos conceitos, na proposi¢cdo davydoviana, sdo as
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relagOes entre grandezas. Grandezas sdo as propriedades dos objetos e fendmenos da realidade
que permitem determinar seu tamanho: maior, menor, igual, enfim, sua medida. Para cada
conceito ha uma relacédo diferente entre as grandezas que lhe dao origem. Assim, no inicio do
processo de ensino e aprendizagem de cada conceito, Davydov prop8e que sejam revelados os
elementos que compdem tal relacdo e como estes se interconectam (12 agcéo de estudo). Na
sequéncia, essa relacdo essencial € abstraida do material sensorialmente dado e modelada na
forma objetal, grafica e literal (22 acdo de estudo). Neste processo, a 32 acdo de estudo € a
transformacédo do modelo com a finalidade de estudar o conceito na sua forma geral e, por fim,
a 4% acdo de estudo, € aquela em que sdo propostas vérias tarefas particulares para serem
desenvolvidas pelo procedimento geral, dito de outro modo, a reproducao do concreto. As a¢des
de controle e avaliacdo (5% e 6% acdes de estudo) sdo desenvolvidas ao longo do processo de
ensino e aprendizagem.

Como mencionado no paragrafo anterior, 0 ponto de partida para o desenvolvimento
dos conceitos matematicos € a medicdo das grandezas, que podem ser discretas ou continuas
(comprimento, largura, volume, massa, entre outras). Porém, quando a unidade de medida é
muito pequena em relacdo ao objeto a ser medido, tem-se a necessidade de criar uma unidade
de medida maior, denominada medida intermediaria, composta por unidades basicas. 1sso torna
mais eficaz o controle da variacdo de quantidades.

Esse movimento também ocorre no estudo das propriedades comutativa e distributiva,
em relacdo & multiplicacdo, na proposicdo davydoviana. A unidade de medida intermediaria
ndo € dada diretamente aos estudantes, e eles precisam analisar o objeto para, entdo, determina-
la, como apresentaremos na tarefa 1, a seguir.

Tarefa 1. A presente tarefa compde-se de trés etapas distintas (a, b e ¢). Na primeira
parte (item a), as medidas genéricas das areas (A e B) sdo apresentadas na figura 1: Eleja uma
unidade de medida intermediéria e complete 0 esquema (/IaBsi1oB et al., 2009).
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Figura 1.

Tarefa 1) Propriedade comutativa da multiplicacdo. Elaboracéo das autoras com base na

proposicédo davydoviana (/Jaswioos et al., 2009, p. 11-12)

A tarefa consiste na medicdo das areas das superficies e no registro das medicdes no
esquema (Figura 2). Este sugere a constru¢do de uma unidade de medida intermediéria, visto
que a unidade de medida basica (E), formada por um quadrado da malha, € pequena, se
comparada a area total a ser medida. As criangas concluirdo, com orientacéo do professor, que
a linha (unidades dispostas na horizontal) pode ser considerada como medida intermediaria em
ambas as figuras (I'op6oB & Muxkynuna, 2003).

Na primeira figura (medida A), as criangas representardo a unidade de medida
intermedidria (K), composta por nove (9) unidades basicas, que se repete por sete (7) vezes
(Figura 1). Na segunda figura (medida B), a medida intermediaria (L) é composta por sete (7)
unidades de medida bésica, tomada por nove (9) vezes. Os alunos devem registrar 0s himeros
nos esquemas correspondentes a cada area. Os valores desconhecidos sdo indicados por um

ponto de interrogacdo no esquema de setas (I'op6os & Mukyuna, 2003).

E ? A N
E | B
9 \ -/.
‘JK \/ "‘ 7 9
K L v
9x 7= Tx9=
|
A t I |
Figura 2.

Tarefa 1 a) Construcédo da unidade de medida intermediaria. Elaboracdo das autoras com

base na proposi¢ao davydoviana (/Jassioos et al., 2009)
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De acordo com o registro proposto nos esquemas, ainda se faz necessario determinar a
quantidade de unidades béasicas que compdem cada figura. Esse valor desconhecido foi
representado no esquema com o ponto de interrogacdo. A operacdo adequada para determinar
o total de unidades basicas, quando se tem o valor da unidade intermediaria e quantas vezes ela
se repete, é a multiplicacdo (9 x 7=__ e 7 x 9=_ ). Os resultados sdo registrados nos esquemas
(Figura 3).

E 63 >A E 63 >C
9 7 7 9
K L
9x7=63 7x9=63
Figura 3.

Tarefa 1 a) Registro dos valores nos esquemas. Elaboragdo das autoras com base na

proposicdo davydoviana (/Jaswsioos et al., 2009)

Tarefa 1 b) Calcule a area da figura apresentada na figura 3, com unidades de medidas
intermedidrias diferentes, e represente o resultado do processo de medi¢do nos esquemas
(JaBbrmoB et al., 2009).

E C

N/
-\

Tarefa 1 b) Propriedade comutativa da multiplicagéo. Elaboracéo das autoras com base na

Figura 4.

proposicdo davydoviana (/laswsioos et al., 2009)

A tarefa consiste em determinar a area da superficie de dois modos diferentes, isto é, de
duas unidades de medidas intermediarias distintas: linha e coluna (Figura 4). O professor sugere
a diviséo da turma em dois grupos para a realizagdo da tarefa. Um grupo utiliza a linha como
unidade de medida intermediéria e o outro, a coluna (I'op6os & Mukymuna, 2003).

As criancas que adotarem a linha como unidade de medida intermediaria fazem a devida

representacdo na malha (L), que é composta por nove (9) unidades basicas e se repete por sete
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(7) vezes na area total. Os numeros séo registrados no esquema, seguidos da operagdo (9 x 7
= ), que possibilita o célculo da éarea total, conforme a figura 5 (I'op6oB & Muxkyuna, 2003).

C 9x 7= 63

Figura 5.

Tarefa 1 b) Construcdo da unidade de medida intermediaria — linha. Elaboracéo das autoras

com base na proposic¢ao davydoviana (Jaswioos et al., 2009)

As criancas que estabelecerem a coluna como unidade de medida intermediaria
procedem a medicdo de forma semelhante aquela que acabamos de expor. Porém, a coluna é
composta por sete (7) unidades de medidas basicas e se repete por nove (9) vezes na area total
(Figura 6). Os numeros sdo registrados no esquema, seguidos da operacdo que possibilita o

calculo da area em referéncia (I'op6os & Mukymuna, 2003).

C N

?
E ,C
x% 7x9=63
N

Figura 6.

Tarefa 1 b) Construcédo da unidade de medida intermediaria — coluna. Elaboracéo das

autoras com base na proposic¢ao davydoviana (Jaewioos et al., 2009)

O professor propde que 0S grupos apresentem seus registros e a operacdo (Figuras 5 e
6). Ele lembra que ambos mediram a mesma superficie, por isso as unidades bésicas sdo as

mesmas, um quadrado da malha. No entanto, as medidas intermediarias foram compostas de
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modos diferentes. O professor orienta as criangas a verificarem que o resultado é o mesmo
(Figuras 5 e 6) e finaliza com a analise da composic¢do dos registros, tanto da primeira parte da
tarefa quanto da segunda (9 x 7 =63 e 7 x 9 = 63) (I'opbor & Mukynuna, 2003).

Tarefa 1 c) Utilize a calculadora para determinar a area total das figuras apresentadas
nos itens anteriores (areas com medidas genéricas A, B e C) e compare os resultados (J{aBsizoB
et al., 2009).

A reflexd@o que subsidiara a resolucédo da tarefa € a seguinte: as trés superficies A, Be C
foram construidas com a mesma unidade basica (um quadrado da malha). Contudo, as unidades
de medidas intermediarias eram compostas de modo diferente. Na superficie com medida A, a
unidade intermediaria era composta por nove (9) quadrados e se repetia por sete (7) vezes: 9 X
7 =63. Em B, o0 inverso, sete (7) tomados por nove (9) vezes, isto é, 7 x 9 = 63.

Na superficie com medida C, sua area foi calculada de dois modos diferentes. Primeiro,
a linha foi considerada como unidade de medida intermediéria, constituida de nove unidades
basicas. A figura é composta por sete linhas; entdo, a operacdo consiste na multiplicacdo 9 x 7
= 63. No segundo, a coluna foi tomada como unidade de medida intermediaria, com sete
unidades bésicas, o0 que se traduz em 7 x 9 = 63, pois havia nove colunas. Deste modo, as trés
superficies possuem a mesma area: A = B = C = 63 (I'op6oB & Mukymuna, 2003).

Sera que os produtos compostos por fatores iguais, porém colocados em ordem
diferente, sdo sempre iguais? Sim. O professor sugere verificar a afirmagdo com a resolucéo de
novas tarefas que sdo apresentadas no livro didatico (I'op6os & Muxkynuna, 2003).

A resolucdo das tarefas sugeridas anteriormente leva a generalizacdo da propriedade
comutativa da multiplicacdo e pode ser expressa na forma algébrica: dados dois nimeros
quaisquer m e p, tomados em ordem diferente, os produtos serdo 0s mesmos, 0 que se sintetiza
pela igualdade m x p = p x m: o deslocamento dos fatores ndo altera o produto (I'opoor &
Mukynuna, 2003), porém, altera o significado para o multiplicando e o multiplicador.

Os recursos algébricos abrem caminho para a expressdo de qualquer operacdo
aritmética, sem que seja necessario operar com as grandezas. Na tarefa em analise, 0 modelo
(m x p = p x m) que representa a propriedade comutativa da multiplicacdo decorre da
generalizacdo da relacdo entre as grandezas (areas, na especificidade deste).

Porém, a reflexdo com a utilizacdo dos simbolos propicia o trabalho “com a relacao
entre as grandezas, sem que esta esteja associada a entes numéricos, geométricos, ou de
qualquer outra espécie, 0 que se destaca como essencial ao conhecimento algébrico, assim como

a generalizagdo dessas relacdes entre as grandezas” (Panossian, 2014, p. 104). A representagdo
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por simbolos sintetiza e possibilita o trabalho com a relacéo entre grandezas, de modo geral,
em tarefas particulares, como apresentamos a seguir (2).

Tarefa 2: Calcule os produtos 7 x 2, 5x 2, 9 x 2 e 6 X 2 a partir da propriedade comutativa
da multiplicacdo ([laBsimos et al., 2009).

De acordo com Hobold (2014), nesse estagio de desenvolvimento da proposta
davydoviana, as criangas ainda ndo estudaram as tabuadas dos nimeros cinco, seis, sete e nove.
No entanto, por meio da propriedade comutativa da multiplicacéo, é possivel determinar os
produtos com base nos conhecimentos referentes a tabuada do numero dois:

7x2=2x7=14

5x2=2x5=10

9x2=2x9=18

6x2=2x6=12

A tarefa consiste em relacionar, mentalmente, a tabuada do numero dois a outras
tabuadas, por meio da propriedade comutativa. Esta se torna mais um procedimento para a
memorizacdo da tabuada, que somente ocorre apos o estudo de sua esséncia. Essa relacdo, no
plano mental, ndo surge do nada, mas é antecedida por um movimento que envolveu Vvérias
relacOes reais entre grandezas. Como afirmam Nufiez e Oliveira (2013, p. 295), a formacéo das
acOes mentais e dos conceitos realiza-se “com apoio de objetos externos e, na medida em que
sdo manipulados, passando-se por uma série de etapas, posteriormente sao realizadas no plano
mental e se tornam propriedade de psique”.

O desenvolvimento das a¢cdes mentais é proposto por Davydov, no contexto do objeto
de estudo, por meio das propriedades matematicas. Nas tarefas anteriores, o ponto de partida
foi a andlise das relagdes entre grandezas continuas, mais especificamente entre areas. Na tarefa
a seguir, as reflexdes ocorrem com base na grandeza discreta.

Tarefa 3: A presente tarefa € composta por trés etapas (a, b e ¢). No primeiro item (a),
as estrelas de quatro pontas estdo dispostas em 38 colunas. Cada coluna é composta por trés
estrelas (Figura 7). Componha a operagdo para proceder ao calculo do numero total de estrelas
(daBermos et al., 2009).
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7

38 colmasg
Figura 7.

Tarefa 3 a) Estrelas de quatro pontas. Elaboracéo das autoras com base na proposi¢ao
davydoviana (aswioos et al., 2009, p. 17)

A titulo de exemplificagdo, tomamos a coluna como unidade de medida intermediaria.
Assim, sdo trés (3) tomados por trinta e oito vezes (38). O professor registra, no quadro, 0
esquema e a operacao correspondente para determinar o total de unidades basicas (3 x 38=_),

conforme a figura 8 (l'op6oB & Mukymnuna, 2003).

+ & T ? M
/ 3 x 38

Figura 8.

38 colunas

Tarefa 3 a) Registro do esquema e da operagao. Elaboracéo das autoras com base na

proposicdo davydoviana (/Jaswsioos et al., 2009)

Tarefa 3 b) Estrelas de cinco pontas estéo distribuidas em 56 colunas compostas por trés
estrelas cada (Figura 9). Componha a operacdo para calcular o numero total de estrelas
(TaBsrmos et al., 2009).
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56 colunas

Figura 9.

Tarefa 3b) Estrelas de cinco pontas. Elaboragéo das autoras com base na proposi¢ao
davydoviana (/Jaswi00s €t al., 2009, p.17-18)

Para determinar o valor total de estrelas de cinco pontas (Figura 9), o professor sugere
que a coluna seja considerada como unidade de medida intermediaria. Conclui-se que sao trés
(3) tomados por cinquenta e seis (56) vezes. O professor e as criangas constroem o esquema no
quadro e no caderno, respectivamente, e registram a operagédo: 3 x 56 =__, conforme a figura
10 (IFop6oB & Muxymnuna, 2003).

@)
(0 T 2 M
3 56
N
l\ / 3x 56

56 colunas
Figura 10.

Tarefa 3 b) Construcédo do segundo esquema. Elaboracéo das autoras com base na
proposicdo davydoviana (/Jaswsioos et al., 2009)

Tarefa 3 ¢) Determine o total de estrelas de quatro e cinco pontas (Figura 11) escondidas
atras da tela. Represente por meio de esquemas de setas (JIABBIZIOB et al., 2009).
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38 colunas 56 colunas
Figura 11.

Tarefa 3 c) Determinacéo do total de estrelas de quatro e cinco pontas. Elaboracao das

autoras com base na proposic¢éo davydoviana (Jaswioos et al., 2009, p. 18)

Esta etapa da tarefa solicita que se determine a quantidade total de unidades escondidas
atras da tela, constituidas de estrelas de quatro e cinco pontas (Figura 11). A partir dos registros
obtidos nos itens a e b (Figura 8 e 10), as criancas concluirdo, com orientacdo do professor, que

obtém a solucdo pela soma das duas partes (I'op6oB; Muky:una, 2003):

\ 4
\ 4

3x38 3x56
Figura 12.

Tarefa 3 c) Determinacéo do total de estrelas de quatro e cinco pontas. Elaboracao das

autoras com base na proposic¢éao davydoviana ([/4BhI/OB et al., 2009)

A solucdo, portanto, é obtida pela soma das duas expressdes multiplicativas: 3 x 38 + 3
X 56. E possivel pensar em um novo esquema que represente as acdes que possibilitam
determinar o total de estrelas de quatro e cinco pontas? As reflexdes sdo orientadas para a

elaboracdo do esquema apresentado na figura 13 (I'op6os & Muxkynuna, 2003).
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3x38 3x56

Figura 13.

Tarefa 3 ¢) Esquema que representa a soma das partes. Elaboragéo das autoras com base na

proposicdo davydoviana (/Jaswioos et al., 2009)

O professor questiona: este esquema (Figura 13) oferece as condi¢des para determinar
o total de estrelas de quatro e cinco pontas? As reflexdes devem ser orientadas a fim de se
atingir a conclusdo de que é possivel determinar o inteiro quando se conhece o valor das partes.
Neste caso, as partes sdo (3 x 38) + (3 x 56). Trata-se do esquema que representa a soma das
partes.® Dito em outras palavras, o esquema refere-se ao todo dividido em partes. Em cada parte,
h& o mesmo nimero de linhas. Assim, para determinar o todo, adicionam-se as partes.

Tarefa 3 d) Determine outra forma de calcular o total de estrelas de quatro e cinco
pontas. Represente suas agdes por meio de esquema de setas (/lassios et al., 2009).

O professor retoma a analise da Gltima tela de estrelas (Figura 10): é possivel calcular a
guantidade total de estrelas de quatro e cinco pontas com o emprego de outro método? Ele
direciona as anélises para que as criangas constatem que € possivel, sim, determinar o valor do
todo por meio de outro procedimento. Mas, para isso, € necessario determinar o numero total
de colunas (38 + 56). Ha em comum, nas sentencas (3 x 38 e 3 x 56), o fator trés (3) - a unidade
de medida intermediaria € a mesma em ambas. O professor constréi o esquema de setas no
quadro (Figura 14) e registra 0s nimeros que representam as a¢ées dos itens a e b (F'op6or &
Muxkynuna, 2003).

\ 4

3 (38 +56)

Figura 14.

Tarefa 3 d): Esquema com setas para o calculo do total de estrelas. Elaboracéo das autoras

com base na proposic¢ao davydoviana (Jaswioos et al., 2009)

3 Esse esquema, na proposicdo davydoviana, é utilizado na operagdo de adi¢do e indica 0 nimero de partes que
constituem o todo. Aos poucos, esse esquema serd associado a operacéo de multiplicacéo.
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Apds o registro dos nimeros no esquema, o professor lembra aos estudantes os dois
procedimentos para o calculo do total dos dois tipos de estrelas de quatro e cinco pontas (Figura
15).

Primeiro método: Segundo método:
esquema de partes esquema de setas
M P ? M
3x 38 3x 56 3 (38+56)
Figura 15.

Tarefa 3 d) Métodos de calculo. Elaboracdo das autoras com base na proposicéo

davydoviana (/Jaswioos et al., 2009)

Entdo, o professor questiona: qual resultado obteremos ao fazer o calculo pelo primeiro
método? E pelo segundo? Qual resultado é maior? (I'op6os & Mukyiuna, 2003).

No processo de resolucdo pelo primeiro método (3 x 38) + (3 x 56), as criancas
determinardo, inicialmente, os produtos dentro dos parénteses e, em seguida, procederdo a soma
(114 + 168), conforme a figura 16:

N an

(3x38) +  (3x3506)
=114 + 168
= 282
Figura 16.

Tarefa 3 d) Calculo do total de estrelas por meio do primeiro método. Elaboracéo das

autoras com base na proposic¢ao davydoviana (Jaewioos et al., 2009)

Pelo segundo procedimento, as criangas, primeiro, determinardo a soma dentro dos

parénteses (38 + 56) e, em seguida, o produto (3 x 94), conforme a figura 17:
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¥ Y
3 x (38 +56)
=3 x 94

=282
Figura 17.
Tarefa 3 d) Calculo do total de estrelas por meio do segundo método. Elaboracéo das

autoras com base na proposi¢ao davydoviana (Jaewioos et al., 2009)

O professor e as criangas comparam os resultados (Figuras 16 e 17) e concluem que o
valor obtido pelos dois procedimentos é o mesmo, pois se trata da mesma quantidade, porém
se diferenciam no método de resolucdo, conforme apresentamos na figura 18 (I'op6or &
Muxkynuna, 2003):

N N
3x(38+56)=(3x38) + (3x56)
"
=114+ 168
282
Figura 18.

Tarefa 3 d) Relacéo de equivaléncia entre os dois métodos de resolucdo. Elaboracéo das

autoras com base na proposi¢ao davydoviana (Jaewioos et al., 2009)

Assim, para multiplicar um numero pela soma, pode-se multiplicar cada termo
separadamente e adicionar o resultado ao final. Tal conclusdo fundamenta a elaboracéo da
seguinte regra: a X (b + ¢) =a x b + a x ¢ (T'opbo & Mukynuna, 2003). Esta consiste na
propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a soma (Caraca, 1959). Tal propriedade
esta relacionada ao estéagio inicial do desenvolvimento do conceito de multiplicagdo como
adicdo de parcelas iguais. Isto &, quando o todo € composto por varias partes iguais.

Vale destacar que o esquema das partes (Figura 15) esta relacionado ao conceito de
adicdo (soma das partes) e pode ser transformado em outro esquema, o de setas, que esta ligado
a multiplicagdo. Esse movimento de transformacdo de modelos contribui para a formagdo do
pensamento teorico, pois reforca a compreenséao da relacao essencial tanto da adi¢cdo quanto da
multiplicacdo. Além do mais, esse movimento culmina na propriedade matematica.

As propriedades, em matematica, sdo uma forma de generalizacdo do conceito

aritmético. Este “[...] € considerado como caso particular de um conceito mais geral [algébrico]”
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(Vigotski, 2000, p. 372). Operar a partir da formula mais geral, como, por exemplo, a
propriedade distributiva da multiplicacéo, significa tornar-se independente de uma expressao
aritmética determinada (Figura 18). A algebra possibilita a generalizacao e tem, como produto,
a tomada de consciéncia e apreensdo das operacdes aritméticas (Vigotski, 2000).

Davydov e colaboradores, em sua proposi¢do de ensino, contemplam uma série de
propriedades matematicas que consistem nas raizes conceituais da tabuada e que, no Brasil, sdo
apresentadas apenas ao final do ensino fundamental (Hobold & Rosa, 2017). Em nosso pais, 0
acesso dos estudantes a &lgebra geralmente inicia-se por volta do sétimo ano, com a introducao
das equac0es, das letras. Neste sentido, a algebra é concebida como manipulacdo de letras. Para
Panossian (2012, p. 14), essa concepcao estende-se ao longo dos demais anos de escolaridade
até o ensino médio e “¢ fonte de dificuldades dos estudantes, que ndo compreendem o
significado atribuido ao simbolo e mesmo ao conhecimento algébrico como um todo™.

Para a autora em referéncia, algumas dificuldades relacionadas ao ensino e a
aprendizagem da matematica sdo decorrentes do modo como o ensino € organizado. Na
especificidade do ensino de algebra, por exemplo, com a forma simbdlica no estagio mais
formalizado, ndo se considera 0 movimento que surge a partir das relagdes entre grandezas.
Assim, “os professores podem destacar suas caracteristicas, efetuar classificacdes, desenvolver
técnicas e trata-los apenas de forma empirica, por sua aparéncia, sem alcangar a esséncia dessa
forma de conhecimento” (Panossian, 2014, p. 263). Na proposicao davydoviana, por sua vez, a
algebra surge a partir da relacdo entre grandezas e avanca para a abstragdo e generalizagéo.

O processo de generalizacdo é fundamental para a apropriacdo do conhecimento
sistematizado e o desenvolvimento do pensamento no &mbito escolar. Cabe refletir sobre qual
tipo de generalizacdo a organizacdo do ensino e a atividade pedagogica estdo ancorados. Pois
0s modos de ac¢Oes desenvolvidas durante a resolucdo das tarefas propostas podem determinar
o tipo de pensamento a ser desenvolvido, que para Davydov pode ser o tedrico ou o0 empirico.

Considerac0es finais

Na proposicéo davydoviana, as propriedades comutativa e distributiva da multiplicagéo
sdo desenvolvidas por meio de agdes objetais, com foco para as relacdes entre grandezas
discretas e continuas. Toma-se como ponto de partida a relacdo geral, essencial, que engendra
o sistema conceitual dado e adentra nas conexdes internas que nao sdo dadas diretamente aos
orgdos dos sentidos. Tais conexdes tém origem na relacdo entre as unidades de medida
intermediaria, a quantidade de vezes que esta cabe na grandeza em medicdo e o total de

unidades basicas.
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No decorrer do desenvolvimento das tarefas, a relacao essencial da multiplicagdo é
modelada por diferentes meios semiéticos, tais como objetal, esquemas, grafico e literal. A
modelacdo objetal é realizada por meio das grandezas. Sdo utilizadas grandezas discretas
(contagem) e continuas (comprimento, largura, volume, entre outras). Outra modelacdo
consiste no esquema de setas, que indica, no plano abstrato, 0 movimento percorrido para a
elaboracdo da unidade de medida intermediaria, o total de vezes que ela se repete no todo e o
total de unidades basicas. E, finalmente, na forma literal, por meio de letras que representam a
mesma relacdo entre grandezas revelada no plano objetal. Esse processo culmina na abstracéo
e generalizacdo algébrica; em outras palavras, em generalizacdo substancial. N&o ha
fragmentacdo entre aritmética, algebra e geometria. Estas fazem parte de um movimento
conceitual interconectado com sustentacao na relacdo entre grandezas.

Nesse contexto matematico, com base nas propriedades da multiplicacdo, a tabuada é
sistematizada teoricamente. Os modos de agdes, tanto do professor quanto do estudante, séo
fundamentais para a apropriacdo do conhecimento historicamente produzido e para o
desenvolvimento do pensamento dos sujeitos.

Vislumbramos na proposic¢éo davydoviana, assim como Rosa, Garcia e Lunardi (2021),
possibilidades para repensar 0s problemas referentes ao ensino e aprendizagem de matematica
no Brasil, por possibilitar reflexdes em nivel tedrico dos conceitos matematicos desde 0s
primeiros anos de escolarizacao.

Assim, para futuras pesquisas, emergem algumas questdes, tais como: quais modos de
acOes na atividade pedagogica, entendida como atividade de ensino do professor e atividade de
aprendizagem do estudante, podem fortalecer o desenvolvimento do pensamento tedrico no
ambito escolar? Quais desafios e possibilidades para desenvolver a proposic¢éo davydoviana no
contexto brasileiro? Como organizar a formagdo de professores de modo a potencializar o
desenvolvimento do pensamento tedrico dos estudantes? Esses e outros questionamentos fazem

parte das nossas pretensdes futuras de pesquisa.
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