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Resumen

Aunque en los Ultimos afios la ensefianza de la probabilidad se ha introducido en muchos paises
desde la educacion primaria y se extiende a lo largo de todos los niveles educativos, la
investigacion nos informa de errores frecuentes al aplicarla en contextos cotidianos o en la toma
de decisiones profesionales. En este trabajo se comienza analizando la cultura probabilistica,
como la base del razonamiento probabilistico que debiera adquirir toda persona. Seguidamente,
se analizan las caracteristicas y componentes basicos de dicho razonamiento y se describen
algunos de los sesgos mas frecuentes en el mismo. Se concluye con algunas sugerencias para
desarrollar el razonamiento probabilistico de los estudiantes.

Palabras clave: Razonamiento probabilistico, Cultura probabilistica, Componentes,

Sesgos de razonamiento.

Abstract

Although in recent years the teaching of probability has been implemented in many countries

from primary education onwards and extends throughout all educational levels, research reports
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frequent errors when applying probability in everyday contexts or in professional decision
making. In this paper we begin by analysing the probabilistic literacy, as the basis of
probabilistic reasoning that every citizen should have. Next, we analyse the essential
characteristics and components of probabilistic reasoning and describe some common biases in
probabilistic reasoning. We conclude with some suggestions for developing students'
probabilistic reasoning.

Keywords: Probabilistic reasoning, Probabilistic literacy, Components, Reasoning

biases.
Résumé

Bien que I'enseignement des probabilités ait été introduit ces derniéres années dans de
nombreux pays a partir de la primaire et qu'il s'étende a tous les niveaux de I'éducation, la
recherche nous informe de fréquentes erreurs lors de son application dans des contextes
quotidiens ou dans la prise de décisions professionnelles. Cet article commence par analyser la
culture probabiliste, en tant que base du raisonnement probabiliste que chacun devrait acquérir.
Ensuite, nous analysons les caractéristiques et les composantes de base de ce raisonnement et
décrivons certains des biais les plus fréquents. 1l se termine par quelques suggestions pour
développer le raisonnement probabiliste des étudiants.

Mots-clés: Raisonnement probabiliste, Culture probabiliste, Composantes, Biais de

raisonnement.

Resumo

Embora nos ultimos anos o ensino da probabilidade tenha sido introduzido em muitos paises ja
no ensino primario e se estenda a todos os niveis de ensino, a investigacao nos informa de erros
frequentes quando o aplica em contextos quotidianos ou na tomada de decisfes profissionais.
Este documento comeca por analisar os componentes da cultura probabilistica, que é a base do
raciocinio probabilistico. Em seguida, analisa as caracteristicas e componentes basicas do
raciocinio probabilistico e descreve alguns dos vieses mais frequentes no raciocinio
probabilistico. Conclui com algumas sugestdes para desenvolver o raciocinio probabilistico dos
estudantes.

Palavras-chave: Raciocinio probabilistico, Cultura probabilistica, Componentes,

Vieses de raciocinio.
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La educacion del razonamiento probabilistico

La ensefianza de la probabilidad se considera, en paises como Espafia, en la educacion
primaria, secundaria y bachillerato (MEFP, 2022a; 2022b; 2022c), y hay autores y organismos
que sugieren iniciarla incluso en el periodo de educacion infantil (Alsina, 2021; Batanero et al.,
2021; CEMat, 2021). Una de las justificaciones de su estudio es que su comprension es
necesaria para el trabajo con la inferencia estadistica, que se aplica en los campos mas variados
de la actividad humana. Adicionalmente, la simulacion, basada en la probabilidad (Eichler y
Vogel, 2014), se utiliza con frecuencia para ayudar a los estudiantes a comprender conceptos
estadisticos avanzados (Bargagliotti et al., 2020). Otra razon de la importancia de la ensefianza
de la probabilidad es que es una rama bésica de la matematica, pues permite aplicar muchos de
sus métodos debido a sus conexiones con la proporcionalidad, la combinatoria, las funciones y
la 16gica matematica (Van Dooren, 2014).

Un razonamiento probabilistico adecuado es indispensable en la vida diaria y el
desempefio profesional (Gal, 2005), puesto gque tiene un campo de aplicacion mucho mayor que
el pensamiento determinista. Una comprension suficiente de la probabilidad y el riesgo
asociado a la toma de decisiones bajo incertidumbre no s6lo es necesaria en campos cientificos
como la fisica atomica, la genética o el estudio de la evolucion, sino en cuestiones que afectan
a cualquier ciudadano como, por ejemplo, la salud, las inversiones o los seguros (Van Dooren,
2014). Otra peculiaridad de la probabilidad es que la forma de validar sus proposiciones no es
siempre deductiva, pues a veces se basa en el analisis de datos estadisticos; y es especifica
también la existencia de proposiciones (como la ley de los grandes nimeros) dadas por medio
de un enunciado probabilistico (Batanero, 2006). Una consecuencia directa de todo lo anterior
es la necesidad de concienciar al profesorado de la importancia de promover este tipo de
razonamiento en sus estudiantes, y prepararse adecuadamente en la didactica de la probabilidad
(Batanero y Diaz, 2012). Esta formacion también se extiende a los profesores de ciencias, pues
con frecuencia ensefian teorias cientificas de caracter aleatorio (Méndez-Hincapié et al., 2022).

Conscientes de esta necesidad, el objetivo de este trabajo es presentar un modelo de
componentes del razonamiento probabilistico que sirva de guia a los profesores para
desarrollarlo en sus estudiantes. Comenzamos analizando las ideas que Gal (2005) propone para
definir la cultura probabilistica, que es la base necesaria del razonamiento probabilistico . En
segundo lugar, desarrollamos nuestras ideas sobre los constituyentes del razonamiento
probabilistico, sintetizando las propuestas de diferentes autores. Seguidamente se resumen los

principales sesgos descritos en el razonamiento probabilistico, y se finaliza el trabajo con
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algunas sugerencias para impulsar la educacion del mismo en los estudiantes.

Cultura probabilistica

La presencia del azar, asociado a situaciones de incertidumbre y riesgo en diferentes
ambitos de la vida cotidiana, sugiere la necesidad de una cultura estadistica y probabilistica
minima del ciudadano. Un ejemplo se ha mostrado en la crisis ocasionada por la COVID-19,
donde la percepcidn de la peligrosidad de la enfermedad durante sus primeras etapas llevo con
frecuencia a sobreestimar la probabilidad de contagio (Sieron, 2020). Por otro lado, no se previo
la rapidez de su difusion a nivel mundial debido al sesgo de crecimiento exponencial, que
consiste en asumir un crecimiento lineal en lugar de exponencial debido a la mayor familiaridad
de las personas con fenomenos lineales (Stango y Ziman, 2009). Otras situaciones mas
habituales son la interpretacion de un diagnostico médico o la decision de contratar un seguro
de vida o accidentes. En estas circunstancias, es importante comprender la informacion
probabilistica relacionada con la situacion para tomar decisiones que pueden afectar nuestra
salud, economia, bienestar familiar o psicoldgico o colaborar con las decisiones tomadas por
otros (Evans, 2015; Gigerenzer, 2002).

Expuesta la importancia de la cultura probabilistica, resumimos a continuacion los
componentes que Gal (2005) atribuye a una persona probabilisticamente culta:

o Dicha persona debe comprender las ideas fundamentales de probabilidad en
forma suficiente para poder aplicarlas, que segun el autor son las de aleatoriedad, variabilidad,
independencia, y predictibilidad/incertidumbre. La aleatoriedad, al igual que la probabilidad,
se interpreta con diferentes significados, por lo que seria necesario diferenciarlos y relacionarlos
(Batanero, 2015). La variabilidad esta ligada a los resultados del experimento aleatorio, la
variable aleatoria y el muestreo (Gal, 2005). La independencia es una hipétesis asumida en el
muestreo aleatorio y en diferentes distribuciones de probabilidad, como la binomial, aunque en
la préactica debe ser comprobada. La predictibilidad (juzgar si un suceso ocurrird 0 no) va
siempre acompafiada de incertidumbre, pues incluso un suceso altamente probable puede no
ocurrir.

o Se debe tener competencia minima para obtener probabilidades. Es importante
reconocer las situaciones en que es necesario utilizar la probabilidad y comprender el papel de
la probabilidad en tales circunstancias. En situaciones sencillas, se deben identificar el tipo de
probabilidades que intervienen (simples, compuestas o condicionales), la mejor forma de
asignarlas (clasica, frecuencial o subjetiva), y calcularlas o estimarlas. Evans (2015) denomina
inteligencia sobre riesgos a la habilidad para estimar correctamente las probabilidades que
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aparecen en situaciones cotidianas, e indica que su aplicacion es constante en la vida actual. Ser
preciso en la estimacion de estas probabilidades proporciona a las personas argumentos
poderosos, por lo que la inteligencia sobre riesgos ofrece un alto grado de certeza y se convierte
en una habilidad cognitiva importante.

o Es necesario un dominio del lenguaje del azar, tanto de los términos matematicos
asociados (por ejemplo, dispersion o muestreo), como de los utilizados en la vida diaria y
medios de comunicacion. Dependiendo de la situacion, la probabilidad se expresa mediante
informacion numérica (proporciones, porcentaje, fraccion o decimal), o cualitativamente con
expresiones como “estoy casi seguro” o “no apostaria por ello”, que no se pueden trasladar a
valor numérico de forma univoca. Por otro lado, algunas expresiones de la vida diaria (como
“independencia”) en matematicas adquieren un significado més preciso.

o Es preciso un conocimiento del contexto de la situacion que se analiza para
interpretar la probabilidad en dicho contexto. Este conocimiento es importante tanto desde el
punto de vista educativo como funcional, y se refiere a dos aspectos: (a) conocer cuél es el papel
0 el impacto del azar y la aleatoriedad en diferentes eventos y procesos que intervienen en la
situacion que se analiza y otras que nos rodean; y (b) identificar cuéales son las areas o
situaciones comunes donde las nociones del azar y la probabilidad pueden surgir en la vida de
una persona.

o Se requiere una capacidad para plantear preguntas criticas al encontrar
informacion referida a una situacion aleatoria como, por ejemplo, si se incluyen o no todos los
datos relevantes al problema que se expone, si en el contexto dado se puede aceptar la existencia
de aleatoriedad, o si se conoce la base o poblacion sobre la que se ha calculado la probabilidad.
Otras cuestiones importantes serian la fiabilidad y objetividad de la fuente de informacion, el
tamario o sesgo de la muestra, si se trata de un estudio observacional o experimental y, en este

caso, si se han controlado las variables principales que influyen en los resultados.

Gal (2005) también incluye en su modelo un grupo de disposiciones, que llevan a utilizar
la probabilidad correctamente en la vida cotidiana:

o Actitudes positivas, como valorar la probabilidad como instrumento para trabajar
en situaciones aleatorias, estar dispuesto a aprender probabilidad y sentir confianza en la propia
capacidad de aprendizaje o de resolucion de problemas.

o Control de las creencias infundadas sobre el azar. Fischbein (1975) sefialé que

la ensefianza formal no basta para desterrar todas las creencias e intuiciones incorrectas.
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Kahneman et al. (1982) lideraron un amplio programa de investigacion sobre el razonamiento
probabilistico en la toma de decisiones, y sugirieron que el ser humano no es un estadistico
intuitivo; por lo que debe ser consciente de que sus creencias e intuiciones sobre el contexto
pueden influenciar sus interpretaciones. Explicaremos alguna de estas creencias y sesgos de
razonamiento en una seccion posterior.

o Comprender los propios sentimientos personales sobre la incertidumbre. Un
ejemplo es la aversion al riesgo (Lilleholt, 2019), por la que se prefiere una opcién segura o
con alta probabilidad a otra menos probable, aunque el beneficio esperado de la segunda sea
mayor. Se deben entender y tratar de modificar estos sentimientos cuando sean inadecuados;
por ejemplo, en algunas situaciones relacionadas con la salud personal la aversion excesiva al

riesgo puede entorpecer nuestras decisiones y tener consecuencias negativas.

Razonamiento probabilistico y sus componentes

Ademas de los elementos culturales descritos, una adecuada resolucion de los problemas
probabilisticos que se presentan en la vida cotidiana y profesional requiere del desarrollo del
razonamiento probabilistico. Muchas de estas situaciones son problemas abiertos, en los que
intervienen tanto factores matematicos como extramatematicos y tienen méas de una solucién.
Por ejemplo, al tomar una decision no siempre se decide por la alternativa que da la mayor
esperanza matematica. Asi, en los juegos de azar como la loteria, la esperanza matematica es
negativa para los jugadores; sin embargo, la utilidad que para el jugador tendria conseguir un
premio importante, aunque muy improbable, le compensa por la pérdida casi segura del coste
de participar en el juego (Batanero, 2006).

El razonamiento matematico depende de la experiencia y el conocimiento de cada
persona y puede tener diferentes grados de formalizacion, dependiendo del uso mas o menos
riguroso de los instrumentos matematicos como el algebra. También se apoya en intuiciones
personales (Borovcnik, 2016), que pueden ser primarias (formadas fuera de la escuela) o
secundarias (adquiridas con la instruccion) (Fischbein, 1975). El razonamiento matematico se
inicia con la identificacion de un modelo para representar adecuadamente la situacion bajo
estudio y continua trabajando con el modelo para llegar a una solucion de dicha situacion. Su
importancia se destaca en los estandares de NCTM (2000) y se incremento a partir del trabajo
de Steen (1999), quien defiende que este razonamiento es la base de la matematica, por su
utilidad en la vida diaria y profesional, por lo que su adquisicidn debe ser un fin de la ensefianza.

Estas mismas conclusiones se pueden deducir para el caso particular del razonamiento
probabilistico, que tiene una especificidad dentro de la matematica, puesto que esta ultima
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produce conclusiones que necesariamente son correctas 0 incorrectas. Esta certeza, sin
embargo, no se da en la probabilidad, que trabaja con fendmenos aleatorios, donde la
incertidumbre est& presente. Van Dooren (2014) indica que, ademas de retos matematicos, las
situaciones probabilisticas plantean desafios emocionales, pues el resolutor no es siempre
neutro, sino que la solucion tiene relevancia personal para él.

Méndez-Hincapié et al. (2022) describe seis tipos de razonamiento usados en las
ciencias, que Hacking (2015) denomindé como: matematico, exploracion experimental,
modelado hipotético, taxondmico, probabilistico y explicacion historico-genética. El
razonamiento probabilistico se centra en el analisis estadistico de las regularidades de
poblaciones y el calculo de probabilidades. Sus métodos incluyen el muestreo de datos, la
identificacion de las distribuciones y sus regularidades, para dar conclusiones sobre las
poblaciones estudiadas. Este razonamiento hace posible comprender y estudiar la incertidumbre
de los fendmenos naturales (Méndez-Hincapié et al., 2022)

El razonamiento probabilistico implica una amplia gama de actividades intelectuales,
incluyendo el andlisis de la credibilidad de la evidencia (fendmenos observables en los que se
basan las inferencias sobre temas que nos atafien) y el desarrollo de hipétesis sobre dichos
fendmenos (Schum, 2001). Este autor indica que las inferencias probabilisticas sencillas sélo
aparecen en los libros de texto, pero en la vida real cualquier situacion aparentemente simple
se puede descomponer en partes elementales, en la mayoria de las cuales surgen nuevos
elementos de incertidumbre. Dicha complejidad hace que necesariamente simplifiquemos la
situacion, con la consecuencia de que, si se olvidan aspectos importantes, se puede llegar a
conclusiones erréneas. Por otro lado, no siempre toda la evidencia esta disponible y es necesario
buscarla o desarrollarla.

Fischbein y Schnarch (1997) indican que en la probabilidad no solo intervienen las
técnicas y procedimientos, sino la intuicion. Schum (2001) sugiere que el razonamiento
probabilistico requiere, ademas, muchos juicios dificiles en el proceso de establecer la
credibilidad de la evidencia en funcion de su relevancia (¢es la informacion pertinente y
suficiente para el problema analizado?), credibilidad (¢es valida y fiable la informacion?) y
fuerza inferencial (¢hay posibilidad de generalizacion o prediccion?), lo que implica llevar a

cabo diferentes tareas intelectuales.

Componentes del razonamiento probabilistico

Una vez analizadas las caracteristicas del razonamiento probabilistico, pasamos a

describir sus componentes, a partir de diversos trabajos. Asi, en el proyecto GAISE (Franklin
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etal., 2007; Bargagliotti et al., 2020) se destaca el rol de la probabilidad en el analisis inferencial
y se describen los siguientes requisitos del trabajo con la inferencia, que, desde nuestro punto
de vista son también parte del razonamiento probabilistico:

o Comprender la probabilidad en sus diferentes significados. Aunque la
probabilidad, como herramienta matematica, permite enfrentarse a la incertidumbre vy
aleatoriedad, dependiendo de la situacién se aplica una de sus diferentes acepciones (Batanero
et al, 2005; Borovcnik, 2021; Borovcnik y Kapadia, 2014). En la ensefianza no universitaria se
sugiere considerar las siguientes acepciones, que se deben entender y relacionar para conseguir
un adecuado razonamiento probabilistico: a) probabilidad clasica, como cociente entre el
numero de casos favorables y posibles; b) probabilidad frecuencial o limite a largo plazo de la
frecuencia relativa; y c) probabilidad subjetiva como grado de creencia personal, revisable a
partir de la experiencia y el teorema de Bayes. Es decir, “medio para actualizar las
probabilidades cuando se conoce mas informacion” (Bargagliotti et al, 2020, p. 74)

o Comprender la diferencia entre resolver un problema de probabilidad y usar la
probabilidad para la toma decisiones. Cuando se toma una decision, no siempre se elige la
mejor solucion de un problema, sino que en ocasiones se elige la que nos reporta mas utilidad.
Por ejemplo, aunque la probabilidad de tener un accidente o enfermedad sea baja, se decide
contratar un seguro para poder afrontar el coste en caso de que ocurra (Borovcnik, 2011). Dicha
decision debe estar fundamentada en un andlisis de los datos del problema y no en creencias 0
teorias sin fundamento, lo que requiere comprensién de nociones referidas al muestreo,
independencia y probabilidad condicionada, entre otras.

Borovcnik (2011; 2016) analiza la importancia del razonamiento probabilistico, que se
aplica al resolver problemas de probabilidad, tanto en contexto escolar como en la vida diaria,
sugiriendo los siguientes componentes en este razonamiento:

o Capacidad de equilibrar los elementos psicologicos y formales al trabajar con
la probabilidad, especialmente cuando se aplica su acepcion subjetiva, como grado de creencia.
El conocimiento formal se utiliza al elegir correctamente el modelo de probabilidad que se debe
utilizar (por ejemplo, una distribucion normal), mientras que el equilibrio del elemento
psicologico implica el control de las creencias subjetivas — como la aversion al riesgo — cuando
se toma una decision o se asigna la probabilidad. Sin embargo, algunas intuiciones erréneas se
mantienen en personas que han estudiado el tema (Fischbein, 1975), como veremos en una

seccién posterior.

134 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v. 25, n. 2, p.127-144, 2023 — 25 anos
da revista EMP



o Comprender que no existen criterios directos o algoritmos para lograr un
resultado deseado en situaciones aleatorias, por lo que no puede predecirse el resultado de un
experimento aleatorio aislado. Este hecho es contrario a la creencia popular en la posibilidad
de idear un algoritmo para adivinar el resultado de la loteria o cualquier juego de azar, porque
una caracteristica de la aleatoriedad es la ausencia de patrones en cualquier serie de resultados
(Batanero, 2015; Bar-Hillel y Wagenaar, 1991). Lo que si es posible es realizar una prediccion
de la distribucion de todos los resultados si se repite el experimento un nimero grande de veces.

o Capacidad de discriminar aleatoriedad y causalidad, pues tendemos a buscar
una relacion de causa y efecto cuando encontramos dos variables asociadas, sobre todo en
problemas de probabilidad condicional, pero a veces esta asociacion es fruto del azar. Es
importante entender que el condicionamiento o la asociacion conceptualizan una forma de
relacion mucho mas débil que la dependencia funcional. Ademas, es importante aceptar que la
asociacion puede incrementarse, generarse o cambiarse debido a otras variables que a menudo
no se han considerado en un estudio. Una interpretacién adecuada de la asociacién y su
diferenciacion con la causalidad marca un gran paso hacia el razonamiento probabilistico.

Otras componentes del pensamiento probabilistico descritas en Batanero y Borovchik
(2016) son las siguientes:

o Tomar conciencia de la influencia de las probabilidades previas para realizar un
juicio de probabilidad. Es decir, constatar que muchas probabilidades dependen de otras
probabilidades previas y por esta razon debemos tenerlas en cuenta en el nuevo célculo. Por
ejemplo, la probabilidad de que una mujer con una mamografia positiva tenga cancer de mama
depende de la incidencia del cancer de mama entre las mujeres de la misma edad y pais, del
estilo de vida y de los antecedentes familiares.

o Reconocer la asimetria de las probabilidades condicionales. La probabilidad
condicional y la independencia son conceptos relacionados, pero tienen diferentes propiedades:
mientras que la independencia es una relacion simétrica, la probabilidad condicional no lo es,
aunque es frecuente atribuirle esta propiedad (Bar-Hillel y Falk, 1982). Comprender que las
probabilidades condicionales establecen una relacién no simétrica entre sucesos es clave para
tratar las probabilidades e interpretarlas correctamente. Un ejemplo lo encontramos en
contextos legales, donde se conoce como falacia del fiscal, cuando al encontrar un cierto ADN
en la escena de un crimen que coincide con el de una persona se acusa a ésta del crimen en base

solo a esta evidencia (Thompson y Schumann, 1987). Otro ejemplo son las pruebas de control
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de dopaje en las competiciones deportivas donde puede resultar que un atleta sea retirado de
una competicion con la Unica evidencia de una prueba positiva (Berry, 2008).

o Interpretar correctamente las probabilidades pequefias. Cuando un suceso tiene
una probabilidad muy pequefia, se asume que no ocurrira, es decir, se confunde el suceso muy
poco probable con imposible. Pero, aunque un suceso de probabilidad pequefia es dificil que
ocurra, al repetir muchas veces el experimento suelen aparecer y a veces con consecuencias
indeseables, como seria el caso de un atentado terrorista. Tenemos otro ejemplo en el inicio de
la pandemia de COVID (Sieron, 2020), donde una incidencia de 1000 entre 100000 habitantes
(1%) nos parecia un riesgo de contagio pequefio; pero cuando, antes de disponer de vacunas, se
reunian sin proteccion de mascarilla 6, 10, 30 0 100 personas, la probabilidad de que hubiese al
menos un contagiado crecia muy deprisa. De ello se derivaron algunas de las restricciones
impuestas al comienzo de la pandemia sobre el nUmero de personas reunidas o la limitacion de
aforos. También aparecen pequefias probabilidades en la evaluacion de riesgos, como
terremotos intensos o accidentes nucleares, y son dificiles de estimar (Burns et al., 2010), pues
si un suceso ocurre muy raramente, sera dificil obtener casos del mismo en una muestra. Sin
embargo, muchos de estos sucesos pueden tener consecuencias desastrosas y de ahi el interés
de su estudio. En otro ejemplo, cuando no se tiene una estimacion precisa de la prevalencia de
una enfermedad, muchos casos positivos podrian ser falsos positivos. Es por ello dudoso la
utilidad de programas masivos de deteccion cuando en una poblacion la incidencia de una
enfermedad es pequefia (Gigerenzer, 2002). En este caso, las probabilidades pequefias tienden
a ser sobrestimadas y también cuando las consecuencias suponen un gran beneficio como, por
ejemplo, la probabilidad de obtener un premio en la loteria.

Como en cualquier otra rama de las matematicas, resolver un problema probabilistico
implica un proceso de modelizacion, en el cual se involucran los componentes descritos del
razonamiento probabilistico (Figura 1). Numerosos autores han descrito las caracteristicas y
pasos esenciales en el proceso de modelizacion en matematicas, por medio del cual se simplifica
una situacion real utilizando aspectos tedricos de la disciplina y datos de la realidad, con la
finalidad de analizar las relaciones entre sus componentes y adquirir huevo conocimiento
(Lehrer y Schauble, 2010). Estas componentes se organizan en torno a los pasos principales de
la modelizacion.

El proceso parte de un problema de la realidad, que necesita ser estudiado, para lo cual,
es necesario formularlo dentro de un dominio de investigacion, en este caso la probabilidad, lo
que requiere reconocer la situacion como aleatoria y discriminar aleatoriedad y causalidad.

Seguidamente, si no hay algorizmos disponibles para su resolucion, se fijan las variables a
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estudiar, determinando el significado de la probabilidad que se va a aplicar y se sistematizan
para construir un modelo probabilistico, equilibrar elementos psicoldgicos y formales. En la
fase de trabajo con el modelo sera importante determinar y utilizar las probabilidades previas,
reconocer la asimetria en la probabilidad condicional y estimar el impacto de las probabilidades
pequenas.

Finalmente queda la fase de evaluacidn del modelo y eventual toma de decisiones. En
esta etapa se valora si los resultados obtenidos se ajustan a la realidad y son Utiles para
describirla. En este paso final, en ocasiones, surgen nuevos problemas que inducen nuevos
ciclos de modelizacidn y otras se aplican los resultados para realizar predicciones o comparar
y sopesar alternativas en la toma de decision sobre la situacion de estudi, eliigiendo la decision

mas favorable.
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Figura 1.

Competencias del razonamiento probabilistico implicados en el proceso de modelizacion

¢ Es intuitivo el razonamiento probabilistico?

Un tema que ha interesado por igual a psicélogos y educadores es analizar si el
razonamiento probabilistico correcto se desarrolla intuitivamente sin necesidad de una
ensefianza explicita. La conclusion de muchas de estas investigaciones es que, en ocasiones, la
intuicion engafa en las decisiones y juicios de probabilidad, y aparecen sesgos de razonamiento
que no se corrigen con un aprendizaje formal de la probabilidad (Benjamin, 2019).
Seguidamente hacemos un breve resumen de los principales sesgos de razonamiento asociados

a la percepcion de la aleatoriedad, las probabilidades condicionales y el muestreo.
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Percepcion de la aleatoriedad

Aunque la aleatoriedad rodea muchas de nuestras acciones, no hay una comprension
intuitiva de la misma, por lo que diferentes autores han identificado sesgos en su percepcion.

o Lecoutre (1992) describid el sesgo de equiprobabilidad, que consiste en pensar
que todos los sucesos elementales de un experimento aleatorio son equiprobables.
Posiblemente, es debido a un estudio de la probabilidad basado en juegos de azar haciendo uso
de dispositivos como dados, cartas, etc. en los que se puede aplicar el principio de indiferencia
en sus resultados. Sin embargo, son pocos los ejemplos de experimentos aleatorios con sucesos
equiprobables en la vida real.

o Konold (1989) describié el enfoque en el resultado como la bdsqueda de
esquemas causales para explicar la aleatoriedad y la interpretacion de una pregunta sobre la
probabilidad de un suceso como si se tratase de una pregunta sobre la prediccion de si el suceso
ocurrira o no.

o Es también dificil aceptar la independencia de los ensayos repetidos de un
experimento aleatorio; asi, al lanzar una moneda, después de varios resultados iguales (varias
caras o cruces seguidas), se piensa que aumenta la probabilidad de obtener el suceso contrario
(Bryant y Nunes, 2012). Esta creencia es frecuente entre los jugadores, por lo que se ha
denominado falacia del jugador (Benjamin, 2019). En otros casos, se confunden sucesos
independientes y sucesos mutuamente excluyentes, o se piensa que dos sucesos que ocurren
simultaneamente no pueden ser independientes (de la Fuente y Diaz-Batanero, 2004).

o Ilusién de control o creencia en la posibilidad de controlar los resultados de los
fendmenos aleatorios (Langer, 1975). Esta creencia explica el éxito de adivinos o profesionales
del tarot u otras formas de adivinacion. En la creencia opuesta, se piensa que no es posible

aplicar métodos matematicos para estudiar los fendmenos aleatorios.

Probabilidades condicionales

Otras dificultades provienen del trabajo con la probabilidad condicional, como
describen de la Fuente y Diaz-Batanero (2004). Asi, algunos estudiantes no restringen el
espacio muestral al calcular las probabilidades condicionales o confunden probabilidades
condicionales, conjuntas y simples. Otras dificultades son las siguientes:

o Confundir condicionamiento con relacion causal. Cuando A es causa de B,
P(B|A) es diferente de P(B), por lo cual una relacién de causalidad implica una asociacion

estadistica entre los sucesos implicados. Sin embargo, lo contrario no es cierto, ya que dos

138 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v. 25, n. 2, p.127-144, 2023 — 25 anos
da revista EMP



sucesos pueden estar asociados sin que uno de ellos sea causa del otro. Al evaluar una
probabilidad condicional P(A|B) puede haber dos relaciones diferentes entre A (suceso
evaluado) y B (suceso condicionante): a) Una relacion causal, si B es causa de A, como por
ejemplo la probabilidad de que una persona con gripe (B) tenga fiebre (A); b) una relacién
diagndstica, si A es causa de B, como la probabilidad de que la fiebre de una persona se deba
a la gripe (Tversky y Kahneman, 1982). Aunque las situaciones diagnosticas son frecuentes,
son poco intuitivas para los estudiantes.

o Falacia temporal, por la que los estudiantes interpretan la probabilidad
condicional P(A|B) como una relacion temporal, donde el evento condicionante B siempre
precede al suceso A (Gras y Totohasina, 1995). Para estos estudiantes tiene mucha dificultad
calcular la probabilidad condicional si el suceso condicionante ocurre con posterioridad al
suceso evaluado.

o Falacia de la condicional transpuesta (Falk, 1986): Consiste en no diferenciar
entre las dos probabilidades condicionales P(A|B) y P(B|A). Este error se ha observado en
problemas de contextos médicos; por ejemplo, confundir la probabilidad de que una
mamografia sea positiva si se tiene un cancer de pecho, con la probabilidad de tener un cancer
de pecho si el resultado de una mamografia es positivo. Mientras la primera probabilidad es
muy alta, la segunda es pequefia debido a que los cribados periddicos que se realizan a todas

las mujeres a partir de cierta edad, que llevan a un alto nimero de falsos positivos.

Muestreo

Kahneman y Tversky (1972) estudiaron el razonamiento de sujetos adultos cuando se
enfrentan a la toma de decisiones, basandose en informacion tomada de una muestra de la
poblacion de interés. A partir de sus observaciones formularon la hipétesis de que en estas
situaciones se utilizan estrategias intuitivas inconscientes que denominan heuristicas
(Kahneman et al., 1982). Dichas estrategias simplifican generalmente el problema abordado,
pero pueden llevar a sesgos en las conclusiones obtenidas, como mostramos en algunos
ejemplos a continuacion.

o En la heuristica de representatividad (Kahneman y Tversky, 1972), al juzgar la
probabilidad de obtener una muestra de una poblacion dada, esperamos que se reproduzca casi
en forma exacta la distribucion de la variable de estudio en la poblacion. Un ejemplo ocurre
cuando una persona con un hijo varon, intuitivamente piensa que el segundo hijo probablemente
sera mujer, sin tener en cuenta que el género de los hijos es independiente y en el nuevo

nacimiento las dos posibilidades (varén y mujer) siguen siendo equiprobables. Kahneman y
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Tversky hablaron de la creencia en la ley de los pequefios nimeros a la aplicacion de la ley de
los grandes nimeros en muestras pequefias. Otro sesgo relacionado es el olvido de las tasas
base, cuando se desestima la probabilidad general de un suceso en una poblacion teniendo en
cuenta solo la informacion del caso especifico. Uno de los casos que mas se ha descrito ocurre
en el diagndstico médico, donde los falsos positivos en alguna prueba clinica se confunden con
enfermos (Benjamin, 2019).

o En la heuristica de la disponibilidad parecen méas probables los casos que se
recuerdan mejor, sin tener en cuenta su probabilidad real (Tversky y Kahnmenan, 1973). Asi,
se supone mas probable morir en un accidente de avion que en uno de coche, porque los
primeros tienen una gran repercusién en los medios de comunicacion, aunque, de hecho, son
menos frecuentes que los segundos.

o Son también numerosos los sesgos relacionados con la relacion entre el tamafio
de la muestra y la variabilidad muestral, y son muchas las investigaciones que informan de
errores de los estudiantes en este tema. Por ejemplo, Begué et al. (2018) informan que muchos

estudiantes esperan mayor variabilidad en muestras grandes que en muestras pequefias.

Reflexiones finales

A lo largo del trabajo hemos reflexionado sobre la importancia de un razonamiento
probabilistico adecuado y descrito un modelo de componentes del mismo. Serd importante, por
tanto, conseguir que los estudiantes adquieran este razonamiento de manera progresiva a lo
largo de su formacion (Franklin et al., 2007; Bargagliotti et al., 2020).

Podria parecer que esta es una tarea dificil, dado la extension con que aparecen los
sesgos de razonamiento que hemos descrito en el trabajo. Afortunadamente, son varios los
autores que describen recursos didacticos que se pueden utilizar para ayudar a superar estas
dificultades. Asi, Gigerenzer (1994) sugiri6 que la dificultad en la resolucion de problemas de
probabilidad condicional disminuye cuando las preguntas se plantean en términos de
frecuencias absolutas, en lugar de utilizar probabilidades o porcentajes. La razon es que estamos
més acostumbrados en nuestra vida diaria a trabajar con las primeras. Seria importante, en
consecuencia, acostumbrar a los estudiantes a transformar los datos de los problemas de
probabilidad a frecuencias absolutas, pensando el nimero de casos que corresponde a cada
suceso, por ejemplo, en una poblacién de 100000 habitantes.

Una representacion adecuada de los datos del problema facilita el calculo y produce
soluciones acertadas a los problemas tratados (Martignon y Wassner, 2002). Ya Fischbein
(1975) sugirié el uso del diagrama en arbol como instrumento productivo en el trabajo con
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probabilidades compuestas y condicionales. Hoy en dia se investigan muchas visualizaciones
diferentes para trabajar con la probabilidad, que mejoran la competencia de los estudiantes para
resolver los problemas. Estos recursos incluyen los diagramas de Venn, tablas de contingencia,
diagramas en arbol, cuadrado unidad y matriz de iconos (Bocherer-Linde y Eichler, 2019).

Otro recurso importante es el analisis de noticias de la prensa que contengan contenido
probabilistico. En esta linea se enmarca una experiencia previa con estudiantes de Bachillerato
(Alvarez-Arroyo et al., 2022), en la que estudiamos sus respuestas a diferentes preguntas sobre
una noticia de la COVID-19. El célculo de probabilidades simples y complementarias resulto
sencillo, pero muchos estudiantes confundieron la probabilidad condicional con su transpuesta.
Fue también dificil identificar la informacion que faltaba en la noticia para calcular cierta
probabilidad y tomar una decision basada en los calculos realizados. La discusion de los
resultados de estas tareas permite desarrollar el razonamiento probabilistico de los estudiantes
y hacerles apreciar su utilidad en la vida real.

Para finalizar, esperamos que la identificacion de componentes del razonamiento
probabilistico que se han descrito a lo largo del trabajo, junto a las caracteristicas del mismo,
sirvan a preparadores y formadores de profesorado para disefiar planes de formacion especificos
en los que desarrollar la competencia profesional del profesor de matematicas.
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