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Resumo

Tem-se como objetivo desse artigo refletir sobre a transicdo da aritmética para a algebra a partir
de publicacbes de Yves Chevallard. Para isso, selecionamos quatro artigos desse autor que
tratam dessa abordagem, no ambito do sistema de ensino francés, mas com implicagdes no
ensino de algebra no Brasil. Os artigos foram selecionados por meio de leituras prévias e pelas
relevancias das ideias contidas nos mesmos. A partir das reflexdes busca-se uma possivel
resposta a questdo: Quais aspectos epistemologicos da transi¢do do aritmético para o algébrico
sdo revelados em artigos de Yves Chevallard? Os tragcos metodoldgicos assumidos sdo da

pesquisa bibliografica e da analise de conteddo. As conclusdes indicam que 0s aspectos
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epistemoldgicos do aritmético e do algébrico seguem uma modelizacdo matematica
algébrico/numeérico, intermediada pelo processo de transposicao didatica.
Palavras-chave: Aritmético e algébrico, Modelizacdo matematica, Transposi¢édo

didatica.
Abstract

The aim of this article is to reflect on the transition from arithmetic to algebra based on Yves
Chevallard’s publications. For this, we selected four of Chevallard’s articles focused on that
approach within the French education system, but with implications for algebra teaching in
Brazil. The articles were selected through previous readings and relevance of the ideas
contained in them. From the reflections, we sought to answer the following question: What
epistemological aspects of the transition from arithmetic to algebra are revealed in Yves
Chevallard’s articles? The methodological features assumed are bibliographic research and
content analysis. The conclusions indicate that the epistemological aspects of arithmetic and
algebra follow an algebraic/numerical mathematical modeling, intermediated by the didactic
transposition process.

Keywords: Arithmetic and algebra, Mathematical modeling, Didactic transposition.

Resumem

El objetivo de este articulo es reflexionar sobre la transicion de la aritmética al &lgebra a partir
de las publicaciones de Yves Chevallard. Para ello, seleccionamos cuatro articulos de este autor
que abordan este enfoque en el contexto del sistema educativo frances, pero con implicaciones
para la ensefianza del algebra en Brasil. Los articulos fueron seleccionados a través de lecturas
previas y relevancia de las ideas contenidas en ellos. A partir de las reflexiones buscamos una
posible respuesta a la pregunta: ¢ Qué aspectos epistemoldgicos de la transicion de la aritmética
al algebra se revelan en los articulos de Yves Chevallard? Las caracteristicas metodologicas
asumidas son de investigacion bibliografica y analisis de contenido. Las conclusiones indican
que los aspectos epistemoldgicos de la aritmética y del &lgebra siguen un modelado matematico
algebraico/numérico, intermediado por el proceso de transposicion didactica.

Palabras clave: Aritmética y algebra, Modelado matematica, Transposicién didactica.

Résumé
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L'objectif de cet article est de réfléchir sur le passage de I'arithmétique a l'algébre a partir des
publications d"Yves Chevallard. Pour cela, nous avons sélectionné quatre articles de cet auteur
qui traitent de cette approche, dans le contexte du systeme éducatif francais, mais avec des
implications pour I'enseignement de I'algébre au Brésil. Les articles ont été sélectionnés a partir
des lectures antérieures et par la pertinence des idées qu'ils contiennent. A partir des réflexions,
nous cherchons une réponse possible a la question : Quels aspects épistémologiques de
I'arithmétique a I'algébre sont révélés dans les articles d"Yves Chevallard ? Les caractéristiques
méthodologiques adoptées sont la recherche bibliographique et I'analyse de contenu. Les
conclusions indiquent que les aspects épistémologiques de I'arithmétique et de l'algébre suivent
une modelisation mathématique algébrique/numérique, intermédiée par le processus de
transposition didactique.

Mots-clés : Arithmétique et algébre, Modélisation mathématique, Transposition

didactique.
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Transi¢cdo do aritmético para o algébrico a luz de ideias de Yves Chevallard

O ensino da Matematica no sistema educativo francés e de outros paises (Brasil,
Espanha, Alemanha etc.), € marcado por problematicas diversas que afetam as propostas
curriculares hd muito tempo, tanto antes, como depois da reforma da matematica moderna
(Chevallard, 1984, 1989, 1990, 1994). Nessas reformulacdes curriculares o corpus da
Matematica passa a ser questionado e isso motiva discussdes sobre as epistemologias do saber
matematico relativo a Aritmética, Geometria e Algebra. Esclarecemos que nossa intengo, neste
artigo, ndo é comparar o sistema de ensino francés com o brasileiro ou de outros paises, nem
expor as problematicas de formacdo docente constituidas antes e depois da insercdo da
Matematica moderna nas escolas do Brasil, mas revelar estudos existentes que tratam das
epistemologias dos objetos da Matematica escolar®, principalmente, dos objetos matematicos
que estruturam a Aritmética e a Algebra escolares®.

A problematica entre o aritmético e o algébrico ndo € recente, pois retroage ao século
XV, com uma Aritmética atrelada as praticas de comerciantes e negociantes (Chevallard, 1984).
Na transi¢do do aritmético para o algébrico, a aprendizagem da Algebra é vista como algo
necessario para progredir o conhecimento e elevar uma sociedade (Chevallard, 1984). Esse
engrandecimento da Algebra provoca uma oposi¢ao entre o aritmético e algébrico. Além disso,
a reforma da matematica moderna, que entrou em vigor, na Franca, no final dos anos 1960,
provoca outra oposi¢do na estrutura curricular, ou seja, entre 0 ensino do geométrico e das
estruturas numéricas (Chevallard, 1994). Esse embate entre o aritmético e o algébrico esta
reescrito de outra forma nos estudos de Catalan (2003) e Gascon (2011), estudos esses que ndo
serdo analisados neste artigo, pois tais pesquisas estdo fundamentadas nas ideias de Yves
Chevallard. Assim, a problematica aqui € tratada a partir de artigos de Chevallard (1984, 1989,
1990, 1994) que abordaram estritamente o assunto. Além disso, a escolha desses artigos reside
no fato de seus conteudos tratarem de discussdes epistemologicas dos saberes da Aritmética e
da Algebra elementar que comp&em a Matematica escolar.

Os tracos metodoldgicos das abordagens deste estudo sdo qualitativos por meio de
pesquisa bibliografica (Severino, 2007) e da analise de contetdo. A anélise de conteudo vem

do fato de termos escolhido os documentos a priori (artigos de Chevallard), procedermos a

5[...] a historia da matematica escolar traduz-se pela histéoria das transposigGes didaticas realizadas da Matematica
para o ensino de Matematica (Valente, 2005, p. 21).

® Compreendida em varios estudos como uma aritmética generalizada (Usiskin, 1995; Catalan, 2003; Gascon,
2011).
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exploracdo desse material, em seguida, traduzirmos excertos desses artigos e inferirmos
compreensdes e interpretacdes (Bardin, 2011).

Nossa intencao neste artigo € refletir sobre a transi¢édo do aritmético para o algébrico a
partir de publicacbes de Yves Chevallard. Assim, da anélise de contetdo dos artigos de
Chevallard, elaboramos a possivel resposta a questdo: Quais aspectos epistemolédgicos do
aritmético e do algebrico séo revelados em estudos de Yves Chevallard de 1984, 1989, 1990 e
1994?

Revisitar ideias para novos apontamentos

Iniciamos nosso discurso a partir dos textos de Yves Chevallard, publicados sob o
mesmo titulo: Le passage de l'arithmétiqgue a I'algébrique dans I'enseignement des
mathématiques au college [A transigdo do aritmético para o algebrico no ensino de matematica
no colégio — correspondente ao ensino fundamental no Brasil]. E uma série de trés artigos,
diferenciados pela denominacdo de primeira, segunda e terceira parte e pelos subtitulos:
L'évolution de la transposition didactique [A evolucdo da transposicdo didatica] (1984);
Perspectives Curriculaires: la notion de modélisation [Perspectivas curriculares: a noc¢éo de
modelizacdo] (1989) e Voies d’attaque et problémes didactiques [Vias de enfretamento e
problemas didaticos] (1990). Nessas trés publicacGes de Chevallard (1984, 1989, 1990), ele
anuncia a problematica que envolve o ensino da Aritmética e da Algebra no contexto das
escolas francesas.

Nas discussdes desses artigos, Chevallard cita e analisa fragmentos de varias obras, para
situar em diferentes épocas, de como se deu o predominio da Aritmética no contexto de praticas
sociais e culturais. E por meio da andlise desses fragmentos que ele assenta seu texto e, assim,
revela elementos epistemoldgicos do saber matematico sobre Aritmética e Algebra.
Posteriormente, esses elementos epistemoldgicos servem de teoria para o autor revelar o embate
de ideias entre a importancia do ensino da Aritmética e da Algebra no sistema educativo francés.
Percebe-se no corpo do texto que Chevallard (1984) tem a intengdo de iniciar uma discusséo
que ndo se esgotard nesse primeiro artigo, mas avangara em outros, que de fato se concretizou
com a publicacdo de mais dois artigos concatenados ao primeiro.

Logo na introducdo do artigo de 1984, o autor anuncia que a reforma no corpus da
Matematica, advinda por meio da Matematica moderna (ocorrida no fim da década de 1960),
trouxe a tona a problematica do curriculo posto e legitimado por muito tempo no sistema
educativo francés. Para explicitar essa problematica, Chevallard (1984) recorre a varias obras

que estruturam o saber matematico no campo aritmético e algébrico: Jacques Pelletier du Mans
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(1554), Francois Viete (1591)7, Euler (1774)8, Clairaut (1760)°, M. Terquem (1827), Newton
(1802), A. Lentin e J. Rivaud (1961)°, Smith (1953)!!, Chevallard e Johsua (1982)*2.

A escolha dessas obras permitiu a Chevallard que expusesse nas se¢des do artigo,
argumentos que revelaram o posicionamento de alguns autores defenderem o saber aritmético
como essencial no curriculo escolar francés. Segundo a compreensdo de alguns destes, as
epistemologias dos objetos da Aritmética foram estruturadas por diversas civilizag6es ao longo
da cultura humana e constituem o curriculo escolar ha muitos séculos. Entretanto, outros autores
viam na Algebra a estrutura de um corpus matematico necessario para superar as limitacoes das
praticas aritméticas que comecaram a ser questionadas, mais incisivamente, no fim do século
XVI (Chevallard, 1984).

Este lembrete da historia, sem duvida necessario, permite apontar o dedo sobre um fato
crucial, do qual tiraremos mais algumas consequéncias: 0 desaparecimento em anos
recentes de uma maneira secular de organizar o corpus matematico do ensino. A
oposicdo da aritmética e da algebra era de fato, até entdo, tradicional. Tradicdo antiga,
que € afirmada desde o principio pelo proprio Viéete no fim do século XVI —, e, em
qualquer caso, bem estabelecido no uso: abrangendo todo o século X1X, s6 se extinguiu
no inicio dos anos de 1970 (Chevallard, 1984, p. 52, traducao nossa).

A forca das ideias de Viéte vem do fato dele propor o simbolismo para a Algebra. Isso
imprimiu um novo olhar para o ensino dos objetos aritméticos, culturalmente, estabelecidos em
praticas sociais diversas. Vemos assim que Chevallard (1984) vé que “esta tradicdo — que
equivale ao mesmo tempo a uma concepcao epistemoldgica e didatica, que produz um texto de
ensino inalterado por muito tempo, ou pelo menos com uma evolucéao lenta — se opde em duas
fases [...]” (Chevallard, 1984, p. 52, traducdo nossa). Na primeira fase estd o corpus da
Aritmética, essencial as aprendizagens futuras da Matematica, na segunda estdo as ideias do
corpus da &lgebra, querendo ocupar seu espago como saber cultural e escolar. Porém,
Chevallard (1984, p. 52, tradugdo nossa) infere que: “[...] A aritmética fornece o conjunto
requisitos sobre os quais, numa segunda fase, os autores fundamentam entéo o curso da algebra
[...]”. Chevallard exemplifica essa segunda fase, citando o livro de Euller: Elementos de

Algebra — traduzido para o idioma francés, em 1774.

" O mesmo que Frangois Viete (1630).

8 Idem Euler (1795).

% Idem Clairaut (1746).

10 |dem A. Lentin e J. Rivaud (1967).

1 Idem Smith (1958).

12 |dem Chevallard e Johsua (1991).
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Nas secBes seguintes do artigo, Chevallard (1984) expde: Une frontiére oubliée (p. 52)
[Uma fronteira esquecida], Le passage de I'arithmétique a I'algebre (p. 53) [A transicdo da
aritmética para a algebra], Le devenir de I'arithmétique dans la reforme (p. 58) [O futuro da
aritmética na reforma], Une algebre introuvable? (p. 61) [Uma algebra ndo encontrada?],
L'algébre sans algébre? (p. 64) [Algebra sem algebra?], La dialectique numérique/algébrique
(p. 72) [A dialética numérico/algébrico] e Une conception empiriste du réel mathématique (p.
76) [Uma concepcdo empirista do real matematico]. Todas essas se¢des sdo discutidas por
Chevallard (1984)* de forma interligada, revelando epistemologias aritméticas imbricadas nas
algébricas, mas anuncia que o habitus'4 da pratica aritmética coexistira com o habitus da pratica

algébrica.

A eliminacdo da oposicéo aritmética/algebra, com efeito, altera as condicGes da ligacao
em relacdo ao aritmético e ao algébrico. A antiga relacdo da ferramenta de trabalho ao
objeto trabalhado parece perdida. Os dois dominios — 0 numérico, o literal — coexistirdo
em uma simples justaposicdo, existentes que encontram em si sua propria justificativa.
As relacdes, comuns entre essas duas ordens da realidade matematica, parecem agora
abolidas. Ou melhor, elas abrem espacos para novas rela¢fes invertidas: ndao é mais o
algébrico que permite estudar o numérico, ¢ o numérico que “justifica” e “permite
compreender” o algébrico [...] (Chevallard, 1984, pp. 76-77, traducdo nossa).

Sobre o enxerto, Chevallard argumenta tratar-se de um trecho extraido de um manual
do quatriéme du college'®, da década de 1970, conforme exposto no Tabela 1.
Tabela 1.

O algébrico como esséncia do numérico (Chevallard, 1984, p. 77, traducéo nossa)

11l - DIFERENCA DE DOIS DECIMAIS
xeD,yeD,zeD,z=x-ysignificaquez+y=x.

Como é chamado z em lugar de x e y nesta ordem?

2=13-(-7) Z=X-Y
z2+(-7)=13 Z+y=x
2+ (N]+7=13+7 Z+y)+(Ey)=x+ ()
2+ [(-N+7]=13+7 Z+[y+(=yY)]=x+(-y)
z+0=13+7 z+0=x+(-y)
z2=13+7 z=x+(-y)

Para todo x de D, paratodo y de D, X —y é um decimal e X —y = x + (-y).

13 Recomendamos o artigo original como leitura complementar para ampliar as compreensdes dessas secdes.

14 [...] sistemas de disposicOes duraveis e transponiveis, estruturas estruturadas predispostas a funcionar como
estruturas estruturantes, ou seja, como principios geradores e organizadores de praticas e representacdes [...]
(Bourdieu, 2013, p. 87).

15 Equivalente ao oitavo ano do Ensino Fundamental no Brasil
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Exemplos: 8 —(-7)=8+7=15;9-14 =9+ (-14) = -5.

A operacdo que, para cada par (x; y), x € D, y € D, faz corresponder o decimal x —y, é a subtragdo em D.

Entenda-se que os decimais, aos quais Chevallard (1984) se referel®, devem ser
compreendidos por decimais inteiros relativos, ensinados no sistema educativo brasileiro como
nameros racionais relativos (simbolizados nos livros didaticos por @, de tal forma, que os
nameros inteiros relativos (Z) e os nimeros fracionarios — positivos e negativos — estdo contidos
nesse conjunto). As ideias reveladas na Tabela 1, compuseram o programa de 1971 para a classe
do quatrieme do colegial.

Chevallard conclui essa primeira parte sobre a transi¢do do aritmético para o algébrico,
enfatizando que:

Tal concepcéo do conhecimento perde o real do qual se trataria precisamente de produzir
conhecimento, porque lhe falta a sua constituicdo como objeto de conhecimento. O
algébrico ndo é mais usado para conhecer o numérico. De agora em diante, é apenas
uma estenografia essencializante, que descreve, resume e separa a esséncia do acidente.
O surgimento “moderno” da dicotomia da “observagdo” e da “teoria” — que 0s livros
atuais retomam a vontade — é assim correlativa de uma dissolucdo do objeto de
conhecimento em favor do objeto real, agora mostrado em uma abstracdo que se
considera imediata e facil. A ordem didatica sera organizada em torno dessa
epistemologia imaginaria (Chevallard, 1984, p. 81, traducdo nossa).

O texto da citacdo é o andncio, implicito, de que as ideias discutidas na primeira parte
de A transi¢do do aritmético para o algébrico no ensino de matemética no colégio continuaro.
Isso acontece na segunda parte, publicada em 1989. Nessa segunda parte, Chevallard aborda as
perspectivas curriculares e a no¢do de modelizacdo (modelagem): Le passage de I'arithmetique
a l'algebrique dans I'enseignement des mathematiques au college — Deuxieme Partie —
Perspectives Curriculaires: La Notion de Modelisation [A transicdo do aritmético para o
algébrico no ensino de matematica no colégio — Segunda Parte — Perspectiva Curriculares: A
Nocdo de Modelizagdo (Modelagem)]. Logo na introdugdo, Chevallard (1989) retoma a
discussdo iniciada no primeiro artigo da série, mais precisamente, na se¢do intitulada de Uma
concepcao empirista do real matematico, mas agora, ele expde sobre La réforme Chevénement
et le triomphe empiriste (Chevallard, 1989, p. 43) [A reforma Chevénement e o triunfo
empirista].

A reforma Chevenement prop06s o resgate do numérico (aritmético) em detrimento do

algébrico. Esse olhar para o numérico era visto como algo desestabilizador do curriculo no

16 Chama-se nimero decimal qualquer nimero racional x para o qual existaa € Z e n € N tal que x = # Em

outros termos, um racional x é um nimero decimal quando existe n € N tal que x - 10" seja inteiro (Dumas, 2005,
p. 36, tradugdo nossa).
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sistema de ensino francés, o que ocorreu no fim dos anos 1960 (Chevallard, 1989). Essa reforma
compreendia o0 numérico como algo pratico e proveniente da realidade, que ndo necessitava de
ideias tdo abstratas, conforme exigia a algebra. A reforma Chevenement relega os aspectos
algébricos em segundo plano, mas ndo os exclui, 0 uso das letras é visto como uma
generalizacdo precedente dos estudos dos calculos numéricos (Chevallard, 1989).

Chevallard trata, ainda, na se¢do introdutoria desse segundo artigo, de outras trés
subsecdes: Du calcul formel au calcul fonctionnel; Du collége au lycée et au-dela; Un probleme
d'ingénierie curriculaire (Chevallard, 1989, pp. 46-49). [Do calculo formal ao calculo
funcional”; “Do colégio ao liceu e mais adiante”; “Um problema de engenharia curricular].
Essas subsecdes revelam problematicas postas no ensino da Aritmética e da Algebra no sistema
de ensino francés. Problematicas estas que envolvem o processo de transposicdo didatica
estabelecido no programa oficial do colegial.

Esta é, de fato, a contradicdo essencial. A transposicdo didatica, que modifica o
funcionamento dos objetos do saber, imprime certa especificidade ao programa oficial
que o ensino prédigo propde ao aluno. Esse programa oficial engendra no aluno um
programa pessoal que, conforme esta no programa oficial, desfrutara de uma adequacao
limitada como o referido objeto de saber, que deixara de ser uma aposta didatica pura,
serd apenas uma ferramenta da atividade didatico-matematica do aluno: por exemplo, a
fatoracdo de uma expressdo algébrica pode deixar de ser o objetivo de sua atividade,
tornando-se o meio para resolver uma equacéo do terceiro grau, conhecendo-se uma de
suas raizes (Chevallard, 1989, p. 47, tradugdo nossa).

Os objetos do saber sobre os quais Chevallard se refere na citacdo (expressao algébrica
e equacao do terceiro grau) transitam do colégio ao liceu e alcangam a formac&o universitaria
(no Brasil, do Ensino Fundamental ao Ensino Médio e Ensino Superior). Esses objetos tém sua
problematica no curriculo escolar, ou melhor, no ensino da Algebra escolar. Estdo no curriculo
oficial e sdo ensinados, portanto, compdem um dos problemas da engenharia curricular ha

muito tempo. Dessa forma, inserem-se na problematica anunciada por Chevallard (1989):

O problema didatico geral para o qual somos conduzidos pode ser formulado assim: é
possivel definir e realizar um estado do sistema de ensino (ou seja, um curriculo) que
determina um programa oficial para o algébrico mais apropriado as tarefas nas quais o
algébrico serd empregado, principalmente, no liceu? (Chevallard, 1989, p. 49, traducao
nossa, grifos do autor).

A problematica da citacdo foi anunciada na década de 1980, na Franga, mesmo assim,
vemo-la como atual no ensino da Matematica no Brasil. E para propormos uma possivel

resposta, temos que compreender a epistemologia dos objetos algébricos da Matematica escolar
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(\Valente, 2005). Isso pode ser iniciado a partir da se¢do que Chevallard (1989, p. 49) denomina
de Calcul algébrique et systemes de nombres [Célculo algébrico e sistemas de numeros (ou de
numeracdo)]. Essa secdo do segundo artigo é peculiar porque reconduz a reflexdes do saber
matematico em transicdo no sistema de ensino francés, mas possui conexdes no sistema de
ensino brasileiro. Ndo da para negar que as amplitudes das ideias contidas 14 e aqui sdo
proximas, mesmo que décadas tenham passado e vivamos com pensamentos em tecnologias do
futuro. Um ponto importante dessa secdo € a subsecdo Une incontournable dialectique [Uma
incontorndvel dialética] (Chevallard, 1989, p. 50). Essa subsecdo ressalta a importancia
historica dos sistemas de numeracao (N, Z, D, Q e R) e sua inser¢do na escola, transita pela
escola primaria, colégio, liceu e chega a universidade.

Vemos nos sistemas de numeracdo epistemologias subjacentes que precisam ser
compreendidas pelo docente de Matematica (professor ou outros), principalmente, no ensino
basico. Essas epistemologias, que sdo pontes de acesso ao Ssaber numérico e algébrico,
coexistem, conforme anunciamos anteriormente e ndo vivem sés. Ha habitus de praticas de
ensino que conduzem as etapas (anos, séries, ciclos etc.) do sistema de ensino como todo. 1sso
é percebivel nas palavras de Chevallard (1989):

Os primeiros dominios dos calculos encontrados — na histéria, bem
como, na escola — sdo constituidos pelos diferentes sistemas de
nlmeros, sucessivamente, introduzidos e estudados da escola primaria
ao colégio: N, Z, D, Q e R. Embora esses sistemas de nimeros nao
possuam seus dominios de calculo somente para esses niveis — que nos
leva a pensar aqui no calculo vetorial [...] (Chevallard, 1989, p. 50,
tradugéo nossa, grifo do autor).

De maneira formal, Chevallard (1989) explicita que a nogdo de sistema de nimeros é

definida da seguinte forma:

* uma adicdo (denotada por +), operacdo binaria associativa, comutativa,
possuindo um elemento neutro (denotado por 0);
* uma multiplicacdo, operacdo binaria associativa, comutativa, possuindo um

elemento neutro (denotado por 1), e distributividade em relacéo a adicéo.

Os sistemas de numeros, efetivamente, visados possuem além disso

* uma relacdo de ordem (total), compativel com a adicdo e a multiplicacéo

(Chevallard, 1989, pp. 50-51, tradugéo nossa, grifos do autor).

Essa maneira formal da definicdo de sistemas de numeros tem implicagdes
epistemoldgicas relativas ao saber matematico, que fica, na maioria das vezes, restrito a grupos
especificos (matematicos e professores que ensinam Matematica nas universidades). O

professor de Matematica do ensino basico estuda isso como parte de sua formacéo inicial ou
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continuada, mas, na maioria das vezes, dissociado do processo transpositivo dos objetos da
Algebra escolar, que permita [...] uma escolha didatica explicita, que insira a no¢do nova no
texto do saber ensinado, satisfazendo a dialética do antigo e do novo [...] (Chevallard & Johsua,
1991, p. 171, traducdo nossa).

Para Chevallard (1989), a nocdo de sistema de numeros e a relacdo de ordem,
compativeis com as operacfes binarias de adicdo e multiplicacdo sdo fundamentais para
verificacdo da regra da simplificacdo. Por exemplo, se tivermos dois polindmios do primeiro
grau, com seus coeficientes no sistema de nimeros (SN), ou seja, P(x) =ax + be Q(X) = cx +
d (a, b, c e d em SN), chamaremos “equagdo do primeiro grau sobre SN quando tivermos a
igualdade do tipo P(x) = Q(x). Portanto, qualquer equacao do primeiro grau sobre SN, que ndo
é identicamente verificavel nesse SN, possui mais de uma solucéo (Chevallard, 1989, p. 51). A
regra da simplificagdo pode ser visualizada como segue:

Sejam P(x) = ax + b e Q(X) = cx + d. Se P(x) = Q(x), entdo ax + b = cx + d.

Simplificando-se a igualdade, obteremos a solucéo da equacao:
ax+b=cx+d <oax+b+(-cx)+(-b)=cx+d+ (—cx) + (-b)

ax + (—cx) = d + (-h) @ x - [a + (=0)] = [d + (-b)] =

1 _ 1 _ [d+(b)] .
x-[a+ (-c)]- ol [d+ (-b)] - sy =X o] ’ com [a + (—c)] = 0.

A compreensdo da regra da simplificacdo leva ao que Chevallard (1989, p. 51) denomina
de Un probleme fondamental [Um problema fundamental]. Esse problema fundamental remete
ao estudo das propriedades dos sistemas de nimeros.

Adicionaremos, finalmente, uma ultima propriedade a definicdo dos sistemas de

nameros. Essa propriedade é motivada pelo problema recorrente e fundamental que

sustenta os sistemas de nameros estudados no colégio: tais sistemas, na verdade, nao

contém numeros suficientes. A necessidade de sua extensdo repetida (de N para Z, de Z

para Q etc.) decorre dessa insuficiéncia, para qual podemos encontrar uma dupla origem
(Chevallard, 1989, p. 51, tradu¢édo nossa, grifo do autor).

A dupla origem para a insuficiéncia numérica decorre, segundo Chevallard (1989), de
medir grandezas e da existéncia de numeros resultantes de um célculo algébrico aceitavel.
Consequentemente, a extensdo dos naturais (N) para os inteiros relativos (Z), dos inteiros
relativos para os racionais (Q), dos racionais para os reais (R) e, mais adiante, dos reais para 0s
complexos (C), torna-se necessaria para dar conta dos calculos algébricos, como os dos

processos resolutivos de equagdes. O efeito dessa extensdo dos sistemas de numeros estad em
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La maitrise formelle du calcul fonctionnel [A maestria formal do célculo funcional]

(Chevellard, 1989, p. 52). Para Chevallard essa maestria se pauta em dois objetivos.

O primeiro objetivo deve assegurar o0 ensino de uma manipulacdo formal satisfatéria do
calculo algébrico, ou, na versdo mais desenvolvida, do célculo no corpo R(x) das frages
racionais — objetivo, especialmente, importante para os alunos que prosseguirdo seus
estudos além do colégio.

A maestria dialética entre manipulacdo formal do calculo algébrico (ou melhor: dos
calculos algébricos) e conhecimento dos sistemas de numeros constitui entdo um
segundo objetivo do ensino da algebra no colégio. Esse objetivo deriva de uma dupla
observacdo: ele ndo pode ter maestria do célculo algébrico funcional sem que faca os
corretos empregos do calculo algébrico; ndo pode haver emprego do célculo algébrico
sem que se estabeleca uma dialética entre o numérico e o algébrico [...] (Chevallard,
1989, pp. 52-53, traducdo nossa, grifos do autor).

Os dois objetivos, e com mais intensidade o segundo, levam Chevallard (1989, p. 53) a
tratar da La modélisation mathématique [A modelizacdo matematica]. Essa secdo esta
subdividida em oito subsecdes: De I'extramathématique a I'intramathématique, Systémes et
modeles, Le cas du pendule simple, Mathématique et mathématisé, La production de
connaissances, Réversibilité de la relation de modélisation, Récurrence du processus de
modelisation e Modeles locaux, modeles régionaux [Do extramatematico para o
intramatematico, Sistemas e modelos, O caso do péndulo simples, Matematica e matematizado,
A producdo de conhecimentos, Reversibilidade da relacdo de modeliza¢do, Recorréncia do
processo de modelizacdo e Modelos locais, modelos regionais] (Chevallard, 1989, pp. 53-58).

Nessas oito subsecdes, Chevallard expde aspectos epistemoldgicos que revelam
compreensdes sobre 0 uso dos objetos aritméticos e algébricos no processo de modelizacao
matematica (ou modelagem matematica). Compreenda-se que essa modelagem matematica ndo
se assenta nas caracteristicas de metodologia para ensinar Matematica. A modelizacao
matematica, conforme esta em Chevallard (1989), constitui-se como parte da atividade
matematica e, essa modelizacdo permite estudar os objetos da Matematica e criar outros objetos
matematicos a partir dos ja existentes. E com esse olhar que o autor revela as implicacdes
epistemoldgicas do saber algébrico no campo da Matematica.

Na subsecdo “Do extramatematico ao intramatematico”, Chevallard (1989) indica algo
fundamental: “A questdo da funcionalidade do célculo algébrico [...]” (p. 53, traducdo nossa).
Essa funcionalidade “[...] deve ainda ser analisada em seus principios gerais como em suas
modalidades concretas [...]” (Chevallard, 1989, p. 53, tradu¢do nossa). Para o autor, o
intramatematico é o estudo dos objetos matematicos, como por exemplo, os sistemas de

numeros. O extramatematico refere-se ao emprego dos estudos dos objetos matematicos nos
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sistemas fisicos, biologicos, sociais e outros. Chevallard esclarece que “[...] € usual no estudo
matematico de tais sistemas ndo matematicos para o qual se emprega 0 nome de modelizacéo
matematica” (Chevallard, 1989, p. 53, traducdo nossa, grifo do autor). A modelizacao
matematica, segundo o autor, precisa ser bem compreendida, por isso ele esclarece sobre
sistemas e modelos.

Introduziremos primeiro um esquema simplificado, que sup®e, essencialmente, dois
registros de identidades: um sistema, matematico ou ndo matematico, e um modelo
(matematico) desse sistema. O processo de modelizagdo comporta,
esquematicamente, trés etapas.

1. Define-se o sistema que se destina estudar, especificando os “aspectos” pertinentes
com relacdo ao que queremos fazer desse sistema, ou o conjunto das varidveis as
quais decompomos nos dominios de realidade onde elas aparecem. Designaremos
essas variaveis pelas letras x, y, z, a, b, c etc., reservando o direito de voltar a questao
— principal — que eleva o uso dessas variaveis.

2. Constroi-se entdo o modelo para apropriadamente se falar em estabelecer certo
numero de relagdes, R, R’, R’ etc., entre as varidveis levadas em conta na primeira
etapa, sendo o conjunto dessas relagdes, o0 modelo do sistema a estudar.

3. Trabalha-se o modelo assim obtido, com objetivo de produzir conhecimentos
relativos aos sistemas estudados, conhecimentos que tomam a forma de novas
relacdes entre as variaveis do sistema.

A etapa 3 é sempre uma fase propriamente matematica, enquanto as etapas anteriores
sdo originadas do dominio da realidade, o qual supde-se revelar o sistema — a
matematica que age sobre o objeto matemaético etc. (Chevallard, 1989, p. 53, tradugédo
nossa, grifos do autor).

Os sistemas e modelos, conforme Chevallard (1989) aponta, servem de conexao para
visualizarmos o trabalho matematico envolto num processo de modelizagdo. Tanto que ele
exemplifica isso por meio do modelo obtido para o caso do péndulo simples: “Um trabalho
matematico elementar sobre esse modelo “bruto” conduz a relagdo fundamental T = f(A)\L/g,
que permite, por sua vez, produzir os conhecimentos sobre o sistema estudado [...]”
(Chevallard, 1989, p. 54, traducdo nossa).

A subsecdo La production de connaissances [A producdo de conhecimentos] revela a
complexidade de um modelo matematico de larga escala, o teorema de Pitagoras, que, em uma
de suas formas algébricas, pode assumir a seguinte representacéo: z> = x? + y2. Porém, esse
modelo € mais evidenciado no estudo dos triangulos retangulos, pelo qual as medidas dos lados
de um tridngulo retangulo estdo na relacéo pitagérica: a medida da hipotenusa ao quadrado é
igual & soma dos quadrados das medidas dos dois catetos. Até aqui nada de novo, mas

Chevallard (1989. pp. 55-56, traducdo nossa, grifo do autor) alarga essa discussao:

Mas geralmente, um modelo é interessante quando permite produzir conhecimento que
de outra forma néo nos daria muito facilmente. Consideremos o teorema de Pitagoras:
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ele fornece uma relacéo caracteristica dos triangulos retadngulos, o qual constitui um
modelo dos tridngulos retangulos (modelo cujas variaveis sdo as medidas a, b e ¢ dos
lados): ¢ = a? + b2 Essa igualdade tem uma interpretacdo classica no registro do
sistema: a area do quadrado construida sobre a hipotenusa é igual a soma das areas
construidas sobre os dois lados do éangulo reto; além disso, como sabemos,
demonstrando (por consideracdes geométricas de igualdades de &reas) essa Ultima
igualdade é que podemos estabelecer a relacdo algébrica de Pitdgoras. Mas isso parece
produtivo a partir de relacbes que obtemos ndo diretamente do ponto de vista
geométrico: multiplica-la por w8; obtendo-se a igualdade nc?8 = na?8 + nh?8, cuja
interpretacdo geométrica imediata é: a area do semicirculo que tem de didmetro a
hipotenusa é igual a soma das areas dos semicirculos construidos sobre os dois lados do
angulo reto. E multiplicando a igualdade de Pitagoras por um coeficiente numérico
adequado (kc? = ka? + kb?), poderia se dizer a mesma a propdsito dos triangulos

equilateros (k = \/§/ 4 » OU quaisquer outras figuras semelhantes construidas sobre os
lados do triangulo.

A modelizagdo que Chevallard indica como o estudo do modelo dos tridngulos
retdngulos gera conhecimentos e promove um fazer matematico mais abrangente. Nele
reconhecemos elementos epistemoldgicos proprios da Algebra escolar, mas justificados pelo
raciocinio aritmético, ou seja, notamos a dialética algebrico/numérico.

As outras se¢des do segundo artigo solidificam as ideias sobre a no¢do de modelizacao:
[Matematica e Modelizacdo, As Ferramentas da Matematizacdo, O Mundo Fechado e o
Universo Infinito]. Entretanto, ndo os discutiremos aqui, mas deixamos a critério do leitor
conferir o texto integral de Chevallard (1989).

Nossa atencdo volta-se agora para o uUltimo artigo da série sobre A transicdo do
aritmeético para o algébrico no ensino de matematica no colégio (Chevallard, 1990). Com esse
artigo, Chevallard fecha a trilogia de uma discussdo que se inicia na década de 1980. O terceiro
artigo da série retoma as ideias do segundo, mas com novas perspectivas, percebidas ja no
subtitulo: Voies d’attaque et problemes didactiques [Vias de enfretamento e problemas
didaticos] (Chevallard, 1990, p. 5). Esse artigo esta dividido em cinco se¢fes: La modélisation
comme concept, Constructions croisées: le numerique et I'algébrique, Les entiers naturels
comme objet d'étude, Premiers repéres d'un programme de recherche e Problématique du
programme de recherche [A modelizacdo como conceito, Construgdes interligadas: o numérico
e o algébrico, Os inteiros naturais como objeto de estudo, Primeiras referéncias de um programa
de pesquisa, Problematica do programa de pesquisa] (Chevallard, 1990, p. 5-37). Cada uma
dessas secdes possui subsecdes. E sobre as ideias contidas em algumas dessas subsecdes que

trataremos a segu ir.
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Comecaremos pela segunda secéo, a qual na sua primeira subsecado intitulada Un outil
fondamental: les entiers naturels [Uma ferramenta fundamental: os inteiros naturais]
(Chevallard, 1990, p. 13) revela a importancia de se estudar os nimeros naturais. Os nimeros
inteiros naturais possuem, historicamente e didaticamente, uma constituicdo que os garantem
como “[...] a primeira ferramenta da modelizagdo matematica” (Chevallard, 1990, p. 13,
traducdo nossa). Esse sistema de nimeros € tomado como referéncia para o ensino de outros
sistemas numeéricos, 0 que garante a ele uma particular atencdo no curriculo do sistema de
ensino francés (Chevallard, 1990). Estenda-se essa ideia ao curriculo do sistema de ensino
brasileiro.

Os inteiros naturais merecem atengao porque como ferramenta de estudo intervém “[...]
em dois niveis no processo de modelizacdo algébrica [...]” (Chevallard, 1990, p. 14, traducdo
nossa). Esses dois niveis sdo assim compreendidos: “[...] por um lado, as varidveis que definem
0 sistema estudado podem ser valores de SN. Por outro lado, a formulacgdo das relagdes que
regem o sistema que pode utilizar expressdes algébricas com coeficientes em SN” (Chevallard,
1990, p. 14, traducdo nossa). Mesmo os inteiros naturais recebendo tanto destaque, eles séo
insuficientes, problematica que discutimos anteriormente, que revela a necessidade da extensdo
de N para Z (numeros inteiros relativos). Isso implica no que Chevallard (1990) considera ser
L'insuffisance des entiers naturels comme outil [A insuficiéncia dos inteiros naturais como
ferramenta].

A extenséo de N para Z ¢ algo importante para a epistemologia da Algebra, porque antes
0s numeros relativos eram denominados de numeros algébricos (Chevallard, 1990). Essa
informagao nos leva ao que o autor denomina de niimeros “artificiais”. Os nlimeros “artificiais”

séo assim mencionados por Chevallard (1990, pp. 17-18, traducéo nossa):

Os numeros negativos sdo, portanto, introduzidos na pratica matematica, ndo como
nimeros inteiros “naturais”, ou seja, como numeros usados na contagem ou “medida”
de conjuntos finitos, mais como um meio de calculo, como um artificio de célculo — da
mesma forma que o automovel pode ser considerado como um “artificio de transporte”.
Por essa razdo, eles foram ha muito tempo categorizados — incluindo as fracdes — na
categoria dos numeros artificiais (Smith, 1925, capitulo V), permitindo serem usados,
flexivelmente, e assim mais agradavelmente, como uma poderosa ferramenta
matematica, o célculo algébrico.

O surgimento dos nameros negativos impulsionou o saber matematico no campo
algébrico. Essa poderosa ferramenta matematica deu uma nova dimensao ao calculo algébrico,

principalmente, para o jogo da “regra de sinais”, conhecida muito antes da inven¢do desses
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nameros (Chevallard, 1990). Na Tabela 2 temos mais explicacdes sobre os numeros
“artificiais”.
Tabela 2.

Fragmentos da historia dos numeros “artificiais” (Chevallard, 1990, p. 18, traducéo nossa)

Os ntimeros “artificiais” — aqui, 0s negativos — ndo sdo, portanto, primeiro motivados pelo estudo dos sistemas
com varidveis, que tomam valores inteiros positivos e negativos, assim como queremos obstinadamente
acreditar, apresentando raros sistemas deste tipo — altitude, elevador, perdas e ganhos etc. Eles nascem de
exigéncias internas ao trabalho matematico (exatamente: algébrico). Sem dlvida, sua introducédo, que estende
o dominio numérico, levantara muitas perguntas historicas, que necessariamente encontram eco no curriculo do
Colégio. Sabe-se que Diophante, no século 111 depois de Jesus Cristo, rejeitava como absurdo a equagédo 4x +
20 = 4, que daria x = — 4. Cardano, no século XVI, falava, tratando-se dos negativos, de nimeros falsos, e
Descartes, em 1637, chamava ainda de raizes falsas para as raizes negativas de uma equagdo. Considerar os
numeros negativos como numeros “verdadeiros” exigiu que arriscassemos escrever igualdades do tipo (+15) +
(-=20) = -5 (Bombelli, 1572), o que serd realmente aceito no século XVII.

Notemos, sobretudo, que na progressiva normaliza¢do do status dos negativos, na trivializagdo do seu emprego,
0 uso das letras jogara um papel unificador essencial. A ideia de utilizar uma Unica letra, ndo afetada de um
sinal, para designar, indiferentemente, um ndmero positivo ou negativo parece ter surgido por volta de 1659
em Hudde (Smith, 1925, p. 259).

A Tabela 2 contém fragmentos da epistemologia dos nimeros inteiros relativos. 1sso
permite refletirmos sobre e de como se estruturou a extensdo de N para Z. Veremos as principais
ideias dessa extensdo na Tabela 3.

Tabela 3.

A transi¢do de N para 7. (Chevallard, 1990, pp. 18-19, traducéo nossa)

A transicdo de N para Z, no espirito indicado, parte entdo do seguinte problema. Para todo a > 0, é necessario
introduzir um “numero”, denotado por —a, tal que, para quaisquer inteiros naturais b e c, verifica-se que b > ac,
pode-se escrever: b —ac = b + (—a)c. Seja entdo um nimero tal que, de acordo com a definicdo (em N) de b —
ac, tem-se: b =ac + b + (-a)c.

1. Tomemosb =aec=1. Ondmero —a deve, portanto, verificar a igualdade a =a + a + (-a), ou ainda a
+(-a) =a—a=0. Em outros termos, —a é solu¢do da equacgéo x + a = 0. Se 0 conjunto que se quer obter
a partir de N por adi¢do de “ntimeros™ —a (a inteiro natural > 0), é efetivamente um sistema de nimeros Z
(conforme definido acima), entéo esta equacdo tem sobre Z apenas uma solucéo, e, assim, a equacdo x +
a = 0 caracteriza —a completamente.

2. Assumindo-se que Z é um bom sistema de nimeros, da igualdade a + (—a) = 0 se deduz primeiro (pela
multiplicacdo por c) a igualdade ac + (—a)c = 0, e, dai (pela adi¢do de b) , a igualdade ac + b + (—a)c = b.
Se os inteiros naturais a, b, ¢ sdo tais que b > ac, temos entdo: b — ac = b + (—a)c. Assim, para constituir Z
a partir de A, é necessério e suficiente associar, para todo inteiro a > 0, um nimero —-a tal que a + (-a)
=0.

A hipdtese que pode existir tal sistema de nimero é muito forte. Isso implica particularmente que, sobre Z,
qualquer equacéo da forma x + a = 0 possui uma solugao: se, de fato, a pertence a N, entdo —a pertence a Z e é
solucdo da equacdo; se a pertence a Z — N, existe b em N tal que a = —b, e a equacdo considerada é entdo
satisfeita para x = b. Notamos em geral que —a € a solucdo (Unica) da equacgdo X + a = 0, para a pertencendo a
Z.Se a=-b, com b em N, temos entdo: b = —a = —(-b). Mas geralmente, para todo a em Z, tem-se;: —(-a) = a.

A hip6tese que Z é um sistema de numeros permite entdo ver como é conveniente calcular em Z. Sejam assim
0s nimeros —a e —b, com a e b em N. Qual o valor da soma, (—a) + (—b)? Tém-se as igualdades (—-a) +a=0¢
(-b) + b = 0. Deduz-se, por adicdo membro a membro, e em virtude das propriedades emprestadas para Z, a
igualdade: ((—a) + (-b)) + (a + b) = 0. Esta ltima igualdade fornece a resposta esperada, porgque nos mostra que
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ha: (-a) + (—b) = —(a + b). Todas as propriedades de Z no que concerne as operacdes de adi¢do, de subtracéo,
todas as relagbes de compatibilidade entre ordem e leis de composicdo podem ser obtidas dessa maneira. Além
disso, a funcéo valor absoluto pode entdo ser definida e a desigualdade triangular estabelecida. Z se diferencia
de N, porque a subtracdo sempre esta definida nele, e que a propriedade da boa ordem ndo é mais satisfeita
apenas para 0s conjuntos menores, mas € suficiente para aproximar a ordem de Z, com a ordem de N, que é
discreta.

A Tabela 3 possui um modelo epistemoldgico simplificado para explicar a extensdo do sistema dos
numeros naturais (N) para o sistema dos numeros inteiros (Z). Essa extensdo ¢ complexa e esta
alicercada na Teoria de Grupos e de Anéis da algebra moderna (que néo é o proposito deste estudo). O
que se observa na Tabela 3 é um estudo de modelizagdo essencial para quem ensina Matematica nos
anos finais do Ensino Fundamental. Mas, ndo s6 isso, € um processo de modelizagdo matematica que
produz objetos matematicos cruciais @ Matematica escolar. De forma néo tdo simples, mas pratica, a
ideia da extensdo de N para Z pode ser resumida por meio de uma reta numérica graduada com numeros
inteiros positivos de um lado (direito) e negativos do outro (esquerdo), separados no “meio” da reta pelo
algarismo zero, conforme vemos na Figura 1.

Figura 1.
Reta graduada com numeros inteiros relativos (7) (Elaborada pelos autores)
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Com o sistema dos numeros inteiros relativos, o trabalho algébrico ganhou outro
patamar. A limitacdao da subtracdo em N ¢ superada e isso impulsiona o saber matematico em
relacdo ao calculo algébrico, mas também cria problemas para o ensino da Matematica no
contexto escolar. Tanto que Chevallard (1990) trata de forma breve dos Problémes ouverts et
curriculum [Problemas abertos e curriculo]. Ele exemplifica esse entrave recorrendo a
problematica relacionada ao estudo e ao ensino das fracdes e a geracao destas por meio de uma
modelacdo algébrica. Essa modelacdo esta intrinsecamente associada aos problemas abertos e
isso aproxima a atividade matematica escolar com a atividade do matematico (Chevallard,
1990).

As duas sec0es finais, do terceiro artigo, anunciam as Premiers reperes d'un programme
de recherche [Primeiras referéncias de um programa de pesquisa] e a Problématique du
programme de recherche [Problematica do programa de pesquisa] (Chevallard, 1990). Néo
iremos expor aqui os enfoques dessas duas se¢des, mas o leitor que se interessar deve consultar
Chevallard (1990). Avancaremos a proxima secao deste estudo, retomando uma ideia inicial —

a transposicao didatica.

Transposicdo didatica e Algebra escolar
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Yves Chevallard, em 1994, publicou o artigo intitulado Enseignement de I'algebre et
transposition didactique [Ensino da algebra e transposicao didatica] (Chevallard, 1994, p. 175).
Nesse artigo ele amplia as discussdes expostas nos artigos da série A passagem do aritmético
para o algébrico no ensino de matematica no colégio (Chevallard, 1984, 1989, 1990). Porém,
a atencdo de Chevallard (1994) é centrada no ensino da algebra e o processo de transposicéo
didatica. E um artigo denso, com mais de cinquenta paginas. Esta dividido em dois temas: A)
Sur le processus de transposition didactique (p. 175) e B) Sur I'enseignement de I'algébre
éléementaire (p. 180) [A) Sobre o processo de transposi¢do didatica e B) Sobre o ensino da
algebra elementar]. De inicio, esclarecemos que ndo esmiucaremos em detalhes esse artigo,
mas apenas as ideias mais relevantes sobre o processo de transposicao didatica que vemos como
pertinentes e ampliam as discussdes dos artigos de Chevallard (1984,1989, 1990).

O processo de transposicdo didatica possui elementos estruturais, centrados num
universo caracteristico: a sociedade. No interior da sociedade o sistema de ensino se constitui.
Uma vez constituido o sistema de ensino, no interior deste, os sistemas didaticos se formam,
vivem e desaparecem (Chevallard, 1994). Os componentes dos sistemas didaticos sdo o
ensinante (professor), os ensinados (alunos, aprendizes etc.) e um saber (por exemplo,
operacOes algébricas) (Chevallard, 1994).

Chevallard (1994) esclarece que o sistema de ensino stricto sensu é circundado por uma
zona de interface com a sociedade: a noosferal’. Segundo Chevallard (1994, p. 175, traducédo
nossa), “o conjunto do sistema de ensino e de sua noosfera ¢ designado como o sistema de
ensino lato sensu. A noosfera contém, em particular, os professores atuantes, suas associacdes,
produtores e defensores de qualquer doutrina didatica etc.” Além disso, Chevallard chama
atencdo para 0s grupos sociais que estdo envoltos como elementos estruturais da transposicao
didatica.

No interior da sociedade, e no exterior do sistema de ensino lato sensu, duas instancias

desempenham um papel essencial nos mecanismos examinados mais a frente: a

comunidade sabia relativa ao saber ensinado — aqui, a comunidade dos matematicos —,

por um lado; o grupo de pais, por outro.

A esses dois grupos sociais podem ser acrescentados varios outros grupos, cuja
importancia tem sido até agora (pelo menos no que concerne ao ensino geral)

17 A nocéo de noosfera do sistema de ensino foi introduzida por Chevallard (1985/1991) no contexto da teoria da
transposicéo didatica para designar a esfera onde se pensa o funcionamento do sistema didatico. Trata-se do
verdadeiro filtro por onde se opera a interacdo entre o sistema de ensino e a sociedade. A noosfera relaciona a
instituicdo produtora do saber com a escola. As producfes da noosfera (programas oficiais, livros textos,
recomendacgdes para professores, materiais didaticos etc.) condicionam fortemente as caracteristicas e até a
natureza do conhecimento que deve ser ensinado na escola (Farras et al., 2013, p. 3-4, traducéo nossa).
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relativamente fraco: em particular os grupos de profissionais (Chevallard, 1994, pp.
175-176, traducao nossa).

A transposicdo didatica envolve a compreensdo da L'écologie du savoir enseigné [A
ecologia do saber ensinado] (Chevallard, 1994). Essa ecologia esta interligada a génese do saber
ensinado e as condi¢des que possibilitam a existéncia desse saber, ou seja, é “o conjunto dessas
condigdes (e das analises que as tomam como objeto)” (Chevallard, 1994, p. 176, traducdo
nossa). E a ecologia do saber ensinado que leva ao processo de transposicio didatica, assim

anunciado por Chevallard (1994):

O processo de transposicédo didatica surge entdo como o conjunto dos mecanismos pelos
quais é gerado o saber ensinado, em formas compativeis com o conjunto das condi¢des
que lhe sdo impostas e em relacdo as quais devera provar sua viabilidade —a menos que
desapareca dos sistemas didaticos (desaparecimento que €, alias, um fendmeno banal e
periodicamente observavel) (p. 176, traducao nossa).

Tal como é anunciado o processo de transposicdo, cabe um questionamento, que o

proprio Chevallard (1994) o faz e responde.

De onde vem o saber ensinado? Vem, essencialmente, do saber sabio correspondente.
Ao qual devem ser acrescentados elementos de saber enddgenos, especificamente
produzidos no interior do sistema de ensino (lato sensu), que designaremos agqui como
criacBes didaticas (p. 179, traducdo nossa).

A ideia do saber sabio estava associada ao produzido e legitimado pela comunidade
sdbia (académica). Essa era a concepcdo inicial do fenémeno da transposicdo didatica,
modificada, posteriormente, pelo proprio Yves Chevallard, em outros artigos e com a
proposicdo da Teoria Antropologica do Didatico (Almouloud, 2007).

A influéncia do processo de transposicdo didatica do corpus da Algebra para a Algebra
escolar pode ser visualizada na Tabela4.

Tabela 4.
Um modelo resumido para caracterizar um processo de transposicao didatica
(Chevallard, 1994, p. 201, traducao nossa)

Nada é mais revelador dessa pressdo da cultura sobre o ensino de matematica que as concepcdes, que dominam
as analises explicitadas e produzidas na noosfera tanto quanto as praticas de ensino, concernentes “a nogao de
numero”, “a aprendizagem do niimero”, etc. A fim de aprofundar um pouco mais esse tema, vamos primeiro
dar um contraponto de vista, partindo da questdo dos nimeros negativos. Longe de surgirem da relacdo de uma
realidade extramatemaética, eles aparecem dentro de uma determinada pratica matemaética, a resolugdo de
equacdes. O nimero inteiro natural é solucdo da equacao x = 3. Ora, 0 que acontece se tivermos a equagao x +
3 =0? Nenhum inteiro natural é a solugdo. H& um mistério, mas um mistério intramatematico. E a chave desse
mistério ndo é, de modo algum, procurar na realidade extramatematica. Serdo necessarios quase dez séculos,
dos algebristas arabes do século IX até os algebristas do século XIX e a Hermann Hankel (1867), para que 0s
conceitos pertinentes fossem explicitados: ndo “o namero”, mas o de sistema de ndmeros, e o principio de
permanéncia associado a ele. Uma vez que, com efeito, a solugdo de uma equacao desse tipo ndo pode ser um
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namero natural, consideremos (adotando aqui um ponto de vista realista que, tecnicamente, pode traduzir-se
imediatamente de um ponto de vista construtivista) que existe um sistema de numeros, satisfazendo as “leis
usuais” dos numeros inteiros (para simplificar, ndo especificaremos os detalhes dessas leis), que sdo solugdes
das equagdes x + n = 0, onde n é qualquer inteiro natural ndo nulo. Denotaremos n* o “niimero” solugio da
equacdo x + n = 0, de tal forma que n* + n = 0. Como entdo calcular com tais nimeros? Seja, por exemplo,
efetuar 5 + 7*. Tem-se: (5+ 7*) + 7=5+ (7* + 7) = 5. Da igualdade (5 + 7*) + 7 = 5, deduz-se entdo que (5 +
7*) +2 =0, ou seja, que 5 + 7* = 2*, Da mesma forma, para calcular 5* x 7. Partimos da igualdade 5 + 5* = 0.
Multiplicando por 7, obtém-se: 5 x 7 + 5* x 7 = 0, ou entdo 5* x 7 + 35 = 0, de onde se deduz que 5* x 7 =
35*. Do mesmo modo, obter-se-a por tais manipulac6es de igualdades o valor de 5* x 7*. Multiplicando 7* +
7 =0 por 5%, ttm-se 5* x 7* + 5* x 7 =0. Como 5* x 7 + 5 x 7 = 0, obtém-se em fim, por adi¢do de 5 x 7 aos
dois membros da igualdade precedente, 5* x 7* = 5 x 7. A famosa regra dos sinais, que é um quebra-cabeca
quase nao visto pela cultura dominante, encontra aqui a sua origem: ela é “forcada” por uma hipdtese do trabalho
matematico — o “principio de permanéncia” (na transigdo dos inteiros naturais aos inteiros relativos) das leis
gue regem os inteiros naturais.

A modelizagdo matematica contida na Tabela 4 possui um modelo algébrico
caracteristico para explicar a regra de sinais, no sistema de nimeros inteiros relativos (Z). Esse
modelo algébrico é um exemplo simplificado do processo de transposicdo didatica, que
aproxima a axiomatica da algebra moderna com o habitus da pratica da Algebra escolar.

Vamos tornar mais explicitas as ideias de Chevallard (1994) em relacdo a modelizagdo
da Tabela 4. Ou melhor, faremos um processo simples de transposicéo didatica.

As equaces na forma x + n =0 (com n € N) podem ser equacges do tipo: X + 6 = 0; X
+5=0;x+8=0; x+23=0; x + 140= 0. A solugdo x = n*, para cada uma delas, esta no
sistema de nameros inteiros relativos. E quem é n*? Ele é nada mais que o simétrico de +n, ou
seja, n* = —(+n), portanto, na equagdo x + 140 = 0, x = n* = 140* = — (+ (140)). Dai n + n* =
0 <> 140* + 140 = — (+ (140)) + 140 = 0.

Retomando a situagdo (5 + 7*) + 7 =5+ (7* + 7) = 5, da Tabela 4. Ela é compreendida
assim: 5+ (- (+#7)))+7=5+ (- (+7) +7) =5+ 0 =5. Da igualdade (5 + (- (+7))) + 7 =5,
temos que:

G+EENN+7+(=(#5)=5+(-(+5) = B+ (-(+N)) +7+(-(+5)) =0

G+ + (-2 + (7 +(-(+5)))=0=> (0 + ((+2)) + (2+5+(-(+9))) =0 =

—(+2)+ 2+ 5+ (-(#95)=0=>-(+2) +(2+0) =0 —-(+2) +2=0=2*+2=0

O que se conclui, portanto, que 5 + 7* = 2*. Essa operacao esta na Algebra escolar, mas
na sua forma final (“econémica”): 5x — 7x = (5 —7) x = —2x. Ela é soma algébrica de inteiros
relativos com sinais opostos: (+5) + (—7) = -2.

Da extensdo do raciocinio anterior, podemos calcular 5* x 7, partindo-se de 5 + 5* = 0.
Entdo,

5+(-(*#5)=0=>B+(-(+5) x7=0x7 < 5 x7)+ ((-(+5)) x7) =0 < 35 +
(—(#5)x 7N =0<= ((-(+5) x 7) +35=0 < ((-(+5)) x 7) + 35 + (—(+35)) =0 + (—(+35)) <
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((=(+5)) x 7) + (35 +(=(+35))) = (=(+35)) & ((-(+3))x 7) + 0 = ((+35)) & ((=(+3))x 7) =
(—(+35)) @ 5* x 7 = 35*,

Na Algebra escolar essa operago aparece na forma “econémica”, conforme vemos nos
exemplos: -5 (+7x) = -35x; 5(7x + 3y + 2b + 5xy) = —-35x —15x —10x —25xy. Ela é a
multiplicacdo algébrica de nUmeros inteiros relativos com sinais opostos: (-5) - (+7) = -35. De
forma semelhante, 5* x 7* =5 x 7, é equivalente a: (-5) - (-7) = (+5) - (+7) = +35.

O prosseguimento do discurso analitico de Chevallard (1994) revela uma espécie de
laminacgdo cultural e ideoldgica no ensino da Algebra, assegurada principalmente pela
noosfera. Essa laminagdo esta na pratica de ensino: “Esse esmagamento cultural da algebra,
retransmitido mesmo dentro da noosfera, como ja foi dito, e que pesa sobre as praticas de ensino
[...]” (Chevallard, 1994, p. 202, tradugdo nossa). Chevallard (1994) destaca que “[...] a algebra
elementar é, matematicamente falando, um auténtico instrumento para a criacdo de conceitos
[...]1” (p. 202, tradugdo nossa, grifo do autor). Para mostrar o efeito transpositivo de criagdo de
conceitos, o autor estende a ideia “forjada” para o conceito de “sistema de nimeros negativos”,

conforme vemos a seguir:

[...] Foi dito como ela permite forjar o conceito de “sistemas de numeros negativos” (do
sistema de nameros relativos); porém, aparentemente, ela fornece a ferramenta para
criar o conceito de “sistema de nimeros racionais”: a € b sendo dois inteiros naturais
(ou dois inteiros relativos) e a sendo ndo nulo, a equacdo ax = b tem uma Unica solucao,
denotada por b/a. Se k é um inteiro ndo nulo, as equacdes ax = b e kax = kb sdo
equivalentes, de modo que kb - ka = b/a (um mesmo ndmero racional tem assim uma
infinidade de nomes na forma b/a) [...] (Chevallard, 1994, p. 202, traducdo nossa).

Chevallard finaliza esse artigo de 1994 com um questionamento: “[...] & possivel, dentro
da sociedade, chegar a um consenso sobre a importancia e maestria da ferramenta algébrica e
do seu lugar correlativo no ensino obrigatério?” (p. 208, tradug¢do nossa). O desdobramento
desse questionamento no sistema de ensino francés, segundo o proprio Chevallard, era algo

pouco provavel que ocorresse num futuro proximo
Considerac0es finais

As ideias desse artigo perpassaram por aspectos epistemoldgicos contidos em quatro
artigos de Yves Chevallard. A anélise de conteldo desses artigos visou responder: Quais
aspectos epistemologicos do aritmético e do algébrico sdo revelados em artigos de Yves
Chevallard de 1984, 1989, 1990 e 1994? Da leitura desses quatro artigos, extraimos as

principais ideias relacionadas ao objetivo formulado: expor uma analise de artigos de Yves
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Chevallard sobre a transi¢do do aritmético para o algébrico que legitima o ensino dos objetos
matematicos no curriculo escolar, mas que durante séculos passou por processos de
transposicao didatica. Esse objetivo nos conduziu a uma possivel resposta, mesmo que parcial,
para a questdo formulada.

Os artigos de 1984, 1989 e 1990 sdo de uma série intitulada: A transicdo do aritmético
para o algébrico no ensino de matematica no colégio. Os subtitulos seguem uma ldgica
tematica: A evolucdo da transposicdo didatica; Perspectivas curriculares: a nocdo de
modelizacdo e Vias de enfrentamento e problemas didaticos. O artigo de 1994 centra-se no
ensino da Algebra elementar escolar e a relagio que este tem com o processo de transposicao
didatica: Ensino da algebra elementar e transposicao didatica.

Nos artigos de Chevallard identificamos aspectos epistemoldgicos intrinsecamente
interligados & Algebra escolar. Entre este destacamos: 1) o contexto histdrico — cultural do saber
matematico; 2) a aritmética no habitus das préaticas sociais; 3) o simbolismo algébrico; 4) o
predominio da aritmética no curriculo do sistema em ensino francés; 5) a resisténcia de se
aceitar a dialética algébrico/numérico, com predominio do numeérico/algébrico; 6) a
insuficiéncia numérica dos sistemas de numeros: N, Z, Q, etc.; 7) a necessidade da extensdo do
sistema de nimeros inteiros naturais (IN) para o sistema de niameros inteiros relativos (Z); 8) o
surgimento dos ntimeros “artificiais” (numeros negativos); 9) a extensdo de N para Z pela
modelizacdo matematica algébrica e 10) a extensao dos sistemas de nimeros pelas propriedades
operatorias provenientes da algebra moderna por meio da teoria de corpos e anéis.

O artigo de 1994 retoma as ideias dos artigos de 1984, 1989 e 1990, mas numa
perspectiva epistemologica do processo de transposicéo didatica. Identificamos que os aspectos
epistemoldgicos relacionados a Algebra elementar escolar s30 varios nesse artigo. Assim,
selecionamos um fragmento, Tabela 4, que contém um modelo epistemoldgico simplificado
para a regra do jogo de sinais pertinentes as operacdes algebricas do sistema de nimeros inteiros
relativos, principalmente, para as operacgdes aditivas e multiplicativas. Outro ponto é a extenséo
das ideias para criacdo de conceitos matematicos, por exemplo, dos nimeros racionais e
irracionais a partir de estudos de equacdes.

O que se infere, a partir dos artigos de Chevallard, que os aspectos epistemoldgicos da
algebra escolar seguem uma dialética algébrico-numérico, por meio de equaces. Essa dialética
revela que a modelizacdo matematica esta intrinsecamente relacionada ao processo de
transposicao didatica dos objetos da Algebra elementar ensinados no sistema de ensino francés.
Por outro lado, vemos que a Algebra escolar, quando compreendida como uma aritmética

generalizada, permite que se modele incialmente um processo de transposi¢do didatica com o
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saber da Aritmética, mas a evolugdo desse processo transpositivo leva a uma modelizacdo
matematica adequada e independente da Algebra elementar, ou seja, a modelizacio do calculo
algébrico por meio do carater funcional das expressdes algébricas polinomiais.

A modelizacdo funcional das expressdes algebricas requer compreensoes
epistemologicas das propriedades das extensdes dos sistemas de numeros (N, Z, Q, R). E nessas
compreensdes que o corpus da Algebra ganha certa independéncia epistemoldgica do corpus da
Aritmética e da Geometria. Assim, identificamos nos artigos de Yves Chevallard (1984, 1989,
1990, 1994) compreensdes plausiveis que revelam varios aspectos epistemologicos relativos a
transicdo do aritmético para o algébrico, mas essas sdo apenas algumas delas, existem outras
nesses artigos que comtemplam a resposta para a questdo que nos propusemos responder. Além
disso, as ideias que expomos neste artigo ndo contemplam todo o conteddo dos quatro artigos
de Chevallard, o que merece atengéo e estudo mais refinados para sabermos como essas ideias

estéo transpostas em outros sistemas de ensino, como o sistema educacional brasileiro.
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