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Resumo

Este artigo trata da transicdo do curriculo aritmético para o algébrico. Tentaremos destacar, de
forma especifica e necessariamente limitada, a extensdo da convulsdo que os professores
tiveram que enfrentar. Mas, acima de tudo, tentaremos mostrar como as modificacdes
estruturais feitas na época no texto didatico impdem seus efeitos até hoje, de uma forma muitas
vezes escondida, mas muito real, apesar da "reforma da reforma™ que os programas de 1978
deveriam simbolizar para a oitava série.
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Abstract

This article deals with the transition from arithmetic to algebraic instruction. We will try to
highlight, in a specific and necessarily limited way, the extent of the upheaval that teachers had
to face. But above all, we will try to show how the structural modifications made at the time in
the didactic text impose their effects even today, in an often hidden but very real way, despite
the "reform of the reform™ that the 1978 programs were supposed to symbolize for the eighth
grade.

Keywords: Arithmetic, Algebra, Arithmetic/Algebra transition, Didactic transposition.

Resumen

Este articulo trata de la transicién de la aritmética al algebra. Intentaremos poner de relieve, de
manera puntual y necesariamente limitada, la amplitud del trastorno al que tuvieron que
enfrentarse los profesores. Pero, sobre todo, trataremos de mostrar como las modificaciones
estructurales introducidas entonces en el texto didactico imponen sus efectos hasta hoy, de
manera a menudo oculta, pero muy real, a pesar de la "reforma de la reforma™ que los programas
de 1978 debian simbolizar para el octavo grado.

Palabras clave: Aritmética, Algebra, Transicion Aritmética/algebraica, Transposicion

didactica.

Résumé

Cet article traite du passage de l'arithmétique a l'algébrique. Nous tenterons de mettre en
évidence, de maniere ponctuelle et forcément limitée, I'ampleur du bouleversement auquel les
enseignants ont dd faire face. Mais surtout, nous essaierons de montrer comment les
modifications structurelles apportées a I'époque au texte didactique imposent leurs effets jusqu'a
aujourd'hui, de fagon souvent cachée mais bien reelle, malgré la "réforme de la réforme™ que,
pour la classe de quatriéme, les programmes de 1978 étaient censés symboliser.

Mots-clés : Arithmétique, algébre, transition arithmetique/algébre, transposition

didactique.

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.25, n. 1, p. 508-555, 2023 509



A transicao do aritmético ao algébrico no ensino da matematica nos anos finais do
ensino fundamental
Primeira parte: A evolucao da transposicédo didatica

Nas ultimas décadas, o corpo matematico ensinado nos colégios tem passado por uma
profunda reorganizagdo. Nesta reestruturacéo, a "reforma da mateméatica moderna”, que atingiu
tantos contemporéaneos, foi, sem duvida, 0 momento mais espetacular.

E notéavel, entretanto, que esta mudanca, que provocou muita reagio e comentarios, n3o
se beneficiou —com algumas excecdes®— do esforco de analise que sua importancia objetiva
deveria ter engendrado. Neste artigo, tentaremos destacar, de forma especifica e
necessariamente limitada, a extensdo da convulsdo que os professores tiveram que enfrentar.
Mas acima de tudo, tentaremos mostrar como as modificagcdes estruturais feitas na época no
texto didatico imp&em seus efeitos até hoje, de uma forma muitas vezes escondida, mas muito
real, apesar da "reforma da reforma" que os programas de 1978 deveriam simbolizar’ para a

oitava série.

Uma fronteira esquecida

O curriculo de 1945 para a oitava série (Apéndice 1) foi claramente organizado em torno
de uma grande dicotomia, a da aritmética e algebra. Esta distincdo ainda estrutura o programa
de 1958 (Apéndice 2). Ela desapareceu do programa "reformado” de 1971, e ndo aparece mais
no programa de 1978. As palavras "aritmética” e "algebra" ndo sdo mais usadas de forma muito
limitada: um titulo "Aritmética" aparece no programa atual para a sétima série, e "Algebra"
reaparece no programa para a nova série. Mas a oposicao entre a aritmética e a algebra parece
ter sido permanentemente apagada.

Esta lembranca da histéria, sem divida necessaria8, nos permite colocar o dedo em um
fato essencial, do qual tiraremos algumas consequéncias mais tarde: o desaparecimento, em
poucos anos, de uma forma secular de organizar o corpus matematico do ensino. A oposi¢ao

entre a aritmética e a &lgebra era de fato, até entdo, tradicional. Uma antiga tradi¢do, alias —uma

® Sobre o ensino de decimais na escola primaria, ver Brousseau 1980; para uma analise geral da reforma,
consultar Chevallard 1980a.

7 “O programa de 1978 e seus objetivos, escritos pela equipe editorial do Boletim A.P.M.E.P., sdo
fundamentalmente diferentes dos de 1971” (Activités mathématiques en quatrieme - troisieme, tome 1,
publicacdo de I'A.P.M.E.P., 33, 1979, p. 9). Veremos que esta declaracdo deve ser claramente relativizada.

8 Necessario porque, mesmo no caso em que ele tenha conhecido —como aluno, ou como professor— estagios
anteriores da evolucgdo do ensino, o professor tende em principio a limitar seu horizonte ao estagio atual desta
evolugdo: esta amneésia —que ndo evidenciaremos aqui— desempenha um papel funcionalmente essencial na
denegacdo da transposicao didatica (ver Chevallard, 1982), ao permitir que os agentes do sistema de ensino
aceitem plenamente como evidente, e natural, o estado atual da transposicdo didatica.
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vez que o principio foi estabelecido pelo préprio Viéte, no final do século XXVI°- e, de
qualquer forma, bem estabelecido no uso: durou todo o século 19 e ndo se extinguiu até o inicio
dos anos 70.

Esta tradigdo, que é uma concepcao tanto epistemologica quanto didatica, produziu um
texto didatico que permaneceu inalterado por muito tempo, ou pelo menos evoluiu lentamente,
e contrasta duas fases. O primeiro tempo é a da aprendizagem da aritmética. Esta constituiu a
base para os aprendizados subsequentes por exceléncia. O corpus aritmético e a disposicdo
didatica de suas partes quase ndo variaram durante varios séculos, desde Jacques Pelletier du
Mans (1554), até meados do século XX. A aritmética forneceu o conjunto de requisitos sobre
0S quais, em uma segunda etapa, os autores de entdo basearam o curso da algebra. Apresentando
os Elementos de Algebra de Euler (publicados em francés em 1774), seus editores nos contaram
um pequeno e significativo conto encantador: "Os pontos de vista do famoso autor”, eles
escrevem'?, "eram para compor um livro elementar, por meio do qual se podia aprender, sem
qualquer outra ajuda, algebra em profundidade (. ...) O Sr. Euler escolheu para este fim um
jovem que tinha levado ao seu servico ao deixar Berlim, que era bastante versado em aritmética,
mas que ndo tinha conhecimentos de matematica; ele tinha aprendido o oficio de alfaiate, e s6
podia ser colocado, no que diz respeito a sua capacidade, nas fileiras das mentes comuns. Este
jovem néo sé compreendeu muito bem tudo o que seu ilustre mestre Ihe ensinou e lhe ditou!,
mas até se viu em pouco tempo em condic¢Bes de completar sozinho os calculos algébricos mais
dificeis (...)". Se a aritmética constitui, em um primeiro nivel de instrugcdo, um todo coerente e
relativamente completo, ela €, portanto, em um segundo nivel, a base sobre a qual a

aprendizagem da algebra sera baseada.

Transicdo da aritmética a algebra

Em qualquer profissdo, rudimentos de aritmética tem sido uma exigéncia muito antiga:
em teoria, ndo foram oferecidos livros de aritmética aos comerciantes e negociantes desde o
final do século XV? A aprendizagem da algebra marcava uma passagem, uma forma de
progredir no saber que era também uma forma de ascensdo na sociedade. E longe dessa
passagem ser apagada (como é o caso hoje, como veremos), foi durante muito tempo destacada
por toda uma retorica que tentava situar aritmética e algebra como extensdes uma da outra, ao

mesmo tempo em que as contrastava.

° A obrade Francois Viéte (1540-1603), In artem analyticam Isagoge («Introducdo a arte analitica»), foi
publicada & Tours em 1591.

10 No aviso da edicéo francesa de 1807 (Courcier et Maire, Paris), que seguimos aqui.

Y Euler ficou cego em 1771.
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A maioria dos autores utiliza uma estratégia simples e clara de exposicao a este respeito:
comecando com um problema aritmético, eles lembram sua solucdo "por aritmética” e depois
Ihe opde a solucdo "por algebra™. O Documento 1, a primeira pagina de um panfleto dedicado
a algebra na escola primaria (curso superior) e publicado em Marselha em 1924, fornece uma
ilustracdo concisa e significativa desta abordagem da algebra.

Documento 1

Emprego de letras na solucao de problemas
Problema. - Temos um pedaco de tecido de um determinado comprimento e um
segundo pedaco que € 4 metros mais longo. Estes dois fragmentos tém, juntos, 40
metros de comprimento. Pedimos o comprimento de cada fragmento.

Solucdo matematica

= Representamos o comprimento do primeiro fragmento
40 . por uma linha.
Uma linha semelhante, aumentada em 4 m, mostrara o
ey “m
= sreed 2° fragmento.

Examinando esta representacdo grafica, vemos de imediato que pequeno fragmento
+pequeno fragmento + 4, ou duas vezes o pequeno fragmento + 4 =40 m.
Consequentemente, 2 vezes o0 pequeno fragmento —40m-4 m =36 m
Dai temos, pequeno fragmento =36 m : 2 = 18m.
S, o grande fragmento =18 m+4 m =22 m.

Solucao algébrica

12 x
40m'{29x +4m,
40 m { 1°x No lugar de linha, escolhemos x para o primeiro fragmento
29x +4m, Temos para 0 segundo cupom: X +4

Temos assim a nossa frente, como para a solucdo anterior, uma imagem muito nitida do
enunciado e podemos escrever:

x+x+4=40m.

2 vezes X +4 =40 m.

2vezesx=40m.—4m. =36 m.
X=36:2=18m.
E, o grande fragmento =18 m. +4m. =22 m.

Cada vez que empregamos letras na resolucao anterior, fizemos algebra.
A resolucdo algebrica € mais simples, mais rapida que a solucdo aritmética. Elimina a
necessidade de um longo raciocinio.

Deve-se notar aqui que os autores geralmente encontram uma dificuldade didatica
acentuada. O ideal seria obviamente propor um problema muito semelhante aqueles que a
aritmética permite em principio resolver, mas de tal complexidade que as Unicas luzes da

aritmética nos deixam impotentes para resolvé-lo eficazmente; e dar entdo uma solucéo por
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meio de algebra! Mas como o principiante ndo domina a ferramenta algébrica —por
definicdo—, ele deve se ater a um problema com uma estrutura suficientemente simples para
que a introducdo da linguagem e procedimentos algébricos permanecam facilmente
compreensiveis, e ao mesmo tempo, possivelmente, sublinhando que os mesmos métodos,
apresentados em um exemplo que reconhecidamente ndo os exige, tornariam possivel
resolver problemas "muito complicados”, diante dos quais apenas a aritmética ja nos
deixaria atordoados (Documento 2).

A transicdo da aritmética para a algebra foi ainda mais acentuada até o inicio do
século XIX, pois foi somente com o estudo da algebra que os "sinais algébricos" foram
introduzidos. Durante muito tempo, na verdade, a aritmética os ignorou®?,

Os autores, portanto, enquanto apresentam a solucdo algebrica do problema que
tomaram como material de iniciacdo, apresentam também os sinais habituais, que gostariamos
de chamar de sinais aritméticos, ou seja, +, -, X, =, etc. Em um manual que pode datar do final
do século 18, e cujo primeiro capitulo foi apropriadamente intitulado "Nogdes preliminares
sobre a passagem de ARITMETICA para ALGEBRA, explicacio e uso dos sinais algébricos",
vemos 0 autor introduzindo cuidadosamente os sinais de adigdo, subtracdo, multiplicacéo,
multiplicacdo e adigdo, O autor introduziu cuidadosamente os sinais de adicdo, subtracéo,
multiplicacdo e divisdo, o sinal de igualdade, e finalmente o x desconhecido, referente ao uso
adotado na aritmética para o quarto termo —desconhecido e a ser determinado— de uma
proporcdo (Tabela 2).

Documento 2

2. Os raciocinios, muito simples no problema proposto acima, mas muito complicados
em outros, sdo compostos, em geral, de um certo niumero de expressdes, tais como
adicionar a, diminuido de, é igual a etc., repetidas frequentemente, e que dizem respeito
as operacdes pelas quais as quantidades que entram na declaracdo da questdo estdo
ligadas entre si. E visivel que isso se abreviaria muito se se representasse cada uma dessas
expressdes por um sinal, que € o que se faz a seguir:

Para indicar a adicdo, utiliza-se o signo +, que significa mais.

Para a subtracdo, utiliza-se o signo -, que significa menos.

Para a multiplicacdo, utiliza-se o signo x, que significa multiplicado por.

Para escrever que duas quantidades devem ser divididas uma pela outra, colocamos a

segunda debaixo da primeira, separadas por traco: Z significa que 5 esta sendo dividido

por 4.
Finalmente, para marcar que duas quantidades sdo iguais, colocamos entre suas
expressdes o sinal =, que significa igual.

2Ver Smith 1953, p. 395.
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Estas abreviagdes, embora ja sejam muito consideraveis, ainda ndo sdo suficientes, pois
somos obrigados a repetir com frequéncia o nimero a partilhar, o nimero dado etc., a
menor parte, 0 nUmero procurado etc., que se prolonga muito.

Com relacao aos dados, o expediente que primeiro se ofereceu foi tomar, para representa-
los, nimeros determinados que servem de exemplo, como € usado na aritmética; mas
ndo sendo possivel com relagdo aos numeros desconhecidos, substituiu-se um sinal de
convengdo que tem variado com o tempo. Finalmente, concordou-se em usar quase
sempre as letras do alfabeto, pois, na aritmética, um x é usado para o quarto termo de
uma proporc¢do da qual apenas os trés primeiros sdo conhecidos; e é a partir do uso desses
varios sinais que a algebra tem resultado.

Do mesmo modo, em sua obra Eléments d’algebre (edi¢do de 1760), vemos que Clairaut
inunda seu texto de notas de rodapé para esclarecer o leitor sobre o episddio em andamento
(Documento 3), apresentando esses novos elementos do discurso matematico um a um.

Documento 3

Para melhor dar os principios desta Ciéncia, vamos retomar a mesma

questdo, vamos escrever em linguagem comum 0s raciocinios que a Método
algebra faz para resolver o Problema e em caracteres algébricos, o que  algébrico para
é suficiente para ela escrever para ajudar a memoria. expressar o

A menor ou terceira parte, seja ela qual for, expresso ela por uma Gnica  problema acima
letra que serd, por exemplo eee* X

A segunda sera, portanto, mais 115, que esta escrito como X +115, O signo + indica
escolhendo o signo + que é pronunciado mais para designar a adi¢éo a adicdo
das duas quantidades entre as quais é colocado.

Quanto a primeira ou maior parte, como excede em 180, serd expressa
COMO ettt ettt 3x +115 +180

OU reduzindo ......ccceeveiieiiecceece e 3x+410 O signo = indica

Mas esta soma das trés partes deve ser igual a 890, que é expressa como & igualdade

3x+410 = 890, usando o caractere = que é pronunciado igual para
expressar a igualdade das duas quantidades entre as quais é colocado.

A questdo, por este calculo, é assim transformada em outra, em que se Uma equagéo € a
trata de encontrar uma quantidade cujo triplo adicionado com 410 faz 890.  igualdade de
Encontrar a solucdo de tais questdes é o0 que se chama resolver uma dl_JaS
equacio, a equacio neste caso & 3x - 410 =890, & assim chamada, pois  duantidades.
indica a igualdade de duas quantidades, resolvendo esta equacdo, é Uma equagao €

encontrar o valor da incognita x por esta condic¢éo que seu triplo mais 410 reso;\cgﬁ) ?lézndo
faz 890.

incognita na
equacao €
encontrado.
"

Para resolver esta equacéo, eis como o algebrista raciocina, e como ele  Resolugdo da
escreve 0s raciocinios. A equacao a resolver equacéo que

3x - 410 =890 expressa o
problema acima.
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Diz-me que 410 deve ser adicionado a 3x para fazer a soma 890, portanto O carater -
3x € menos de 890 de 410, que escrevo como 3x =890 - 410. indica a

Tomando o caréter - que é pronunciado menos para me lembrar que a subtracdo

quantidade que ele precede deve ser subtraida da quantidade que ele
segue.

Naturalmente, a introdugdo de signos "algébricos™ a partir de elementos da aritmética,
que definitivamente se impde no século XIX, atenuou um pouco a marca formal da transicao
da aritmética para a algebra. Mas a transicdo € sempre enfatizada: ela faz parte da retérica do
ensino em torno da dialética do antigo e do novo, que apresentamos em outros lugares'®. Em
seguida, flui em outras analises, e em particular na apresentacdo da algebra como memodria,
tornando possivel manter um rastro das operacOes realizadas. Esta propriedade foi notada ha
muito tempo, ao que parece, e Clairaut, reconhecidamente em uma perspectiva mais didatica
do que epistemoldgical4, aponta mesmo o interesse e a necessidade da algebra .

Assim, a algebra é oposta a aritmética por uma propriedade que lhe confere um
poder superior. Mas, numa segunda etapa da dialética que os autores tecem entre a
aritmética (a antiga) e a algebra (a nova), a algebra aparece, positivamente, como a
realizacdo da aritmética. Originalmente aplicada ao mesmo conjunto de problemas, € uma
aritmética livre da opacidade e do esquecimento que esconde dos nossos olhos a estrutura
dos problemas estudados. E um instrumento superior para uma tarefa semelhante. E uma
aritmética universal —como Newton a denominou— ou uma aritmética generalizada,
como Poinsot observou um bom século depois, em uma definicdo que um autor de livros
didaticos do final do século 19 e inicio do século 20, como muitos outros antes e depois dele,
assumiu por conta prépria e prop0s a reflexao dos alunos dos anos finais do ensino fundamental:
"A algebra elementar nada mais é do que uma aritmética generalizada, ou seja, estendida de

numeros particulares para quaisquer nimeros e, consequentemente, das operacdes reais que

13 Cf. Chevallard 1980b.

14 A intencdo retdrica e didatica de tais observacdes, ndo deve ser negligenciada.

15 Tendo apresentado —segundo a técnica didatica habitual— a solucéo aritmética de um problema aritmético
e depois comparando-a com a solugéo por meio de algebra, Clairaut escreve: "E provavelmente desta forma
que os primeiros algebristas raciocinaram quando se colocaram questdes semelhantes; sem ddvida que, ao
avangarem para a solucdo de uma questdo, carregaram sua memaria com todo o raciocinio que os tinha levado
ao ponto que tinham chegado; e quando as questdes ndo eram mais complicadas do que as anteriores, ndo
havia razdo para serem adiadas; mas assim que suas pesquisas ofereceram mais ideias a serem retidas, eles
tiveram que procurar uma maneira mais curta de se expressar, que tinham algumas linhas simples, com as
quais, por mais avancgadas que estivessem na solucdo de um problema, podiam perceber o que tinham feito e
0 que ainda faltava fazer. Ora, o tipo particular de linguagem que eles desenvolveram para este fim é a
Algebra. (Eléments d’Algébre, troisiéme édition, Paris 1760, p. 3).
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costumavamos realizar para operagdes que agora so indicamos por sinais; de modo que nesta
primeira especulacdo da mente, pensamos menos em estabelecer o resultado destas sucessivas
operacdes do que em tracar a tabela delas, e assim descobrir formulas para a solucdo de todos

os problemas do mesmo tipo"?.
O futuro da aritmética na reforma

Na Franca, a reforma da matematica moderna foi implementada no final dos anos 60:
afetou as classes de sexta série e o primeiro ano do ensino fundamental no inicio do ano letivo
em 1969, as classes de sétima série e segundo ano do ensino médio em 1970, as classes de
oitava série e terceiro ano do ensino médio em 1971, e finalmente, em 1972, a classe de nona
série. E obviamente dentro desta estrutura geral que o fendmeno estudado aqui deve ser situado.
Do ponto de vista que nos preocupa aqui, esta reforma trouxe uma mudanca profunda na
organizacdo do corpus matematico ensinado. O curriculo reformado para a oitava série tem
quatro titulos. Os dois ultimos sdo dedicados a geometrial’. Os dois primeiros titulos dizem
respeito, um as relagfes, 0 outro aos numeros decimais e a abordagem dos numeros reais
(apéndice 3). Formalmente, entdo, a estrutura aritmética/algebra desapareceu, como notamos
acima. O que aconteceu?

Para responder a esta pergunta, vale a pena dar uma rapida olhada nos conteudos dos
corpos tradicionais de aritmética e algebra "elementares” (deixando de lado, por um momento,
consideracBes sobre os niveis no curriculo de ensino). Aritmética primeiro. Em um livro
publicado em 1934 para os cursos médios e superiores do primeiro grau®®, encontramos uma
primeira parte que trata da numeracdo, as quatro operagdes, problemas de aplicacdo destes
conceitos, incluindo problemas "praticos™ (compra e venda por ddzia, por cem; problemas de
compartilhamento; compras duplas sucessivas; etc.), depois, "conceitos geométricos"
(circunferéncia etc.), e finalmente um capitulo sobre nimeros "complexos"!®. A segunda parte,

intitulada "Sistema métrico", é dedicada as medidas (areas, volumes, pesos, capacidades etc.).

16 Félicien Girod, Traité d'algébre élémentaire, théorie et pratique a l'usage des lycées, des colleges et de
tous les établissements d'instruction (premier cycle), vingt deuxiéme édition, Paris, s.d., p. 9.

17Vamos deixa-los de lado aqui.

18 Arithmétique, par une commission d'instituteurs, Vannes, segunda edicéo de 1934.

19 Recordemos que um niimero complexo é "um niimero concreto composto de vérias partes referentes a diferentes
unidades, e cujo sistema de numeracéo ndo € decimal”. Assim, 3 anos 4 meses 15 dias, 43 graus 18 minutos 17
segundos sdo nimeros complexos”. (F.J., EIéments d'arithmétique, Tours et Paris, 1913, p. 182). "Diz-se que
um ndmero é concreto quando é acompanhado pelo nome da unidade"”, como em "vinte arvores, seis
marmores, cinco francos e sessenta céntimos™ (conforma a aritmética citada na nota 13,, p.2).
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Finalmente, uma terceira parte trata da divisibilidade, fracOes, razdes e proporcoes, e regras (de
trés etc.) e sua aplicacdo a problemas praticos (poupanca, acdes e titulos etc.).

De uma forma mais desenvolvida, e abordando um nivel mais elevado do curriculo
(matematica elementar), um livro de 1913%° propde um plano ndo muito diferente: o livro
| trata da numeracao e operacg®es; o livro 11, das propriedades dos niumeros (divisibilidade,
maior divisor comum, numeros primos etc.); o livro I11, das frac¢des; o livro 1V, de poténcias
e raizes; o livro V trata de medidas (sistema métrico, nimeros complexos); o livro VI, de
razdes suas aplicacdes (regras de trés, sociedade etc.); o livro VII trata de aproximacdes
numéricas (operacdes abreviadas, erros relativos).

Corpus tradicional —com alguns acréscimos—, diziamos. Na aritmética de Jacques
Pelletier du Mans (1554), o primeiro livro aborda niUmeros e operacdes, a regra de trés,
direto e "reversa"; o segundo livro, fracGes; o terceiro livro, extracdo da raiz quadrada; o
quarto e altimo livro, a regra dupla do falso (de dupla posicao falsa), da regra da sociedade
etc. Esta organizacdo da aritmética, que ndo sobreviveu em nosso sistema de educacéo geral,
pode ser encontrada hoje nas periferias ou has margens do sistema de educacéo oficial: dentro,
COmMO em certos cursos vocacionais; fora, como no livro de aritmética?!, dirigido as pessoas
"autodidatas”, que ainda hoje é publicado no Reino Unido (como parte de uma colecéo
intitulada Teach Yourself Books), simplesmente atualizado: apresentado ao leitor como "fully
decimalised and metricated”, inclui, além das partes tradicionais (nUmeros e operacoes,
fatoracdo de numeros, fragcOes, razdes e proporcOes, juros simples e compostos etc.), um
capitulo sobre o imposto sobre valor agregado e um capitulo sobre méaquinas de calcular e
nUmeros binarios.

Um bom testemunho do estado de equilibrio alcancado na véspera da reforma é
fornecido pela edicdo de 1958 da Enciclopédia Autodidatica Quillet em sua secéo
"Aritmética", cujo indice € reproduzido abaixo (Apéndice 4a).

Foi este corpo tradicional de trabalho que se rompeu definitivamente —pois ja estava
bem desgastado— com a reforma do inicio dos anos setenta??. Mas a explosdo da nebulosa
aritmética ndo significou o desaparecimento da aritmética. As partes tradicionais deste
corpus, liberadas de sua integracdo dentro de uma organizacdo multissecular de saber

ensinado, experimentardo doravante destinos relativamente independentes. O ndcleo

20 Ver a nota 13.

2L |_.C. Pascoe, Arithmetic, Decimalised and Metricated, Houdder and Stoughton, Londres, 1971.

22 Esta —Obvia— ruptura revela, contudo, a um nivel mais profundo, elementos que atestam a contiguidade:
voltaremos a este assunto mais tarde.
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essencial —nimeros e operagdes sobre nimeros— que constituia a base do sistema anterior,
ndo desapareceu e encontrou uma subita extensao associada a uma promogao na dignidade
matematica: enquanto, de fato, o estudo "aritmético” dos numeros antes tratava apenas de
numeros inteiros e fragdes, agora ha uma progressdo no estudo das estruturas numéricas
que, de acordo com a légica da filiacdo das estruturas, popularizada pela escola
Bourbakista, é idealmente pensada como nao oferecendo uma solucédo de continuidade dos
numeros inteiros para 0s numeros reais, passando pelos numeros relativos, 0os nimeros
decimais e os racionais. Neste conjunto progressivamente desenvolvido, as fragcoes
ocuparam, no ambito do programa de 1978 para a oitava série, produzido para atenuar 0s
"excessos" do programa de 1971, um lugar de importancia primordial?®. A "teoria dos
numeros”, ou seja, 0 estudo da fatoracdo de numeros, MDC (Méaximo Divisor Comum) etc.,
que recebe o rétulo de aritmética, foi incluido no programa da sétima série (e foi mantido sem
alteracOes até o programa de 1977). Apenas a parte constituida por "problemas praticos" foi
realmente modernizada e desapareceu quase completamente, exceto por alguns vestigios, como
0 estudo de "sequéncias finitas proporcionais" na sexta série (que prolonga um tema abordado
no CM2% —estudo eventualmente concebido como uma preparacdo, embora curta, para a no¢éo
de aplicacdo linear, incluida no programa da nona série?®.

O que desapareceu, de fato, com a notavel excecdo —vamos repetir— de problemas
praticos, ndo foi a aritmética (mesmo que a propria palavra ndo se refira mais a uma das partes
do corpus aritmético tradicional), mas a dialética da aritmética e da algebra. Entretanto, este
colapso de uma estruturacao tradicional pesou menos no componente aritmético do que no
componente algébrico da matematica ensinada nos anos finais do ensino fundamental (alunos
a partir de 11 anos de idade): foi a algebra (entendida no sentido tradicional desta palavra neste

nivel de estudos matematicos) que foi mais violentamente desafiada pelas mudancas feitas.

Uma éalgebra indetectavel?

Agora devemos lembrar rapidamente o0 que era a antiga organizacdo do corpus
algébrico. Obviamente formado depois do corpus aritmético, o corpus algébrico atingiu
rapidamente uma estabilidade notével, que o deixou mais ou menos inalterado por dois

séculos ou mais. Deixando de lado o tratado de Newton sobre algebra, publicado sob o

23"Em célculo, de acordo com as instrucdes oficiais, a novidade reside na énfase dada ao conceito de fragdo.
(...)" (Ministere de I'Education, Mathématiques, classes des colleges, 6éme, 5éme, 4éme, 3éme, 1980, p. 29).
24 CM2 — alunos de sexta, sétima, oitava e nona séries na Franga.

25 Os livros didaticos correspondentes aos programas de 1978 deram lugar a "problemas concretos"; contudo, estes
surgiram essencialmente como aplicagdes, e ndo como problemas que permitem a construgdo e apropriagdo dos
conceitos a serem ensinados.
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titulo Arithmetica Universalis —altamente instrutivo em todos os aspectos, mas
relativamente atipico— consideremos o trabalho de Euler, que ja foi mencionado. Seu
primeiro volume tem quatro secdes. O primeiro volume aborda "diferentes métodos de
célculo para quantidades simples ou incompletas", ou seja, calculo sobre nimeros, mas
sobre numeros (que denominamos) relativos, cuja introdugdo traz um exemplo com "a
explicacdo dos Signos+ (Mais) e - (Menos)" (capitulo II), e sobre nUmeros fracionarios. As
quatro operacdes aritméticas, raizes, poténcias, mas também as "quantidades impossiveis
ou imagindrias" e os logaritmos sdo longamente apresentados. A segunda se¢édo discute 0s
"diferentes métodos de calculo para quantidades compostas ou complexas™, ou seja, calculo
algébrico; a terceira secdo apresenta "razdes e propor¢fes”; a quarta, as "equacOes
algébricas e a solucdo destas equacfes”. Quanto ao segundo volume, é dedicado a "analise
indeterminada”, que ndo vamos examinar aqui®®. Esta organizacdo, obviamente, sofre
variacdes de acordo com o nivel visado, e evolui com o tempo, levando, na primeira metade
do século 20, a um conjunto relativamente estabilizado de regras das quais, as vésperas do
grande movimento de reforma, a Enciclopédia Quillet nos fornece uma versao conveniente
(Apéndice 4b).

Pelo menos nos primeiros tempos da algebra, trés temas parecem essenciais:
numeros algébricos (isto €, numeros relativos), calculo sobre expressdes algeébricas,
equacdes algébricas. O que aconteceu com eles no contexto da reforma? A dificuldade em
responder a esta pergunta reside, pelo menos em parte, no fato de que os significantes e
significados sdo dissociados, redistribuidos e, no que diz respeito ao contetdo, lancados
em novas estruturas conceituais que quebram as velhas concordancias. Isto €
particularmente verdadeiro no caso dos numeros algébricos, que perderam seu
gualificador, como ja observamos, para se tornarem nimeros relativos. Sob este rotulo, o
lugar a eles atribuido nédo foi diminuido, pelo contrario, foi aumentado (e nisto, eles se
beneficiaram do movimento geral de amplificacdo do qual as estruturas numéricas também
se beneficiaram). Seu estudo, incluido no curriculo da sexta série, foi desenvolvido na
sétima série: nos curriculos destas duas seéries, eles constituiram um titulo por direito
proprio, tanto em 1969-1970 como em 1977-1978.

% Quando a pergunta estudada "ndo fornece tantas equacfes quanto somos obrigados a admitir
desconhecidas, ha algumas que permanecem indeterminadas e que dependem de nossa vontade; e isto faz
com gue nomeemos este tipo de questdes como problemas indeterminados. Eles sdo objeto de um ramo
particular de andlise, e esta parte é chamada de "Andlise Indeterminada”. (Euler, op. cit., tome second pp.
1-2).
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No entanto, ndo aconteceu o mesmo com o célculo algébrico e o estudo das equacdes.
Estas questdes formavam tradicionalmente o nucleo da algebra elementar. Em um Manual de
Algebra publicado em 1827, "para o uso de pessoas privadas da ajuda de um professor", o
autor?’ iniciou sua primeira licio como segue:

1. A élgebra € a arte de atuar sobre quaisquer quantidades, por meio de signos
gerais, de todas as operacgdes de aritmética, e de representar, por meio dos mesmos signos, todas
as relacdes entre essas quantidades.

2. A parte da algebra que ensina as regras para a realizagao de operac6es aritméticas
sobre quaisquer quantidades é denominada célculo literal.

3. A parte da algebra que trata de como representar, por meio de signos, as relacoes
entre as quantidades é denominada calculo por equacao.

4, Veremos depois que em célculo por equacdo, o calculo literal é sempre
necessario, portanto, é com o célculo literal que se deve comecgar.

Este grupo (calculo algébrico, equacdes algébricas) foi fortemente reduzido nos
programas reformados. Para dar aqui apenas uma ilustracdo desta brutal deflacdo, reunimos no
Apéndice 5 (e pedimos desculpas por seu tamanho) as listas de exercicios relativos a
multiplicacdo de expressbes algébricas, por um lado (a, b), em dois livros-texto de estilo
antigo?®, por outro lado (c), em um manual considerado de nivel elevado?®, conforme ao
curriculo de 1971: o confronto fala por si.

O termo &lgebra desapareceu do programa de estudos (com excec¢do do programa
da nona série), como ja observamos. Mas, com a palavra, a coisa em si € varrida: a algebra
desaparece! Este desaparecimento € na verdade seletivo: as partes "numéricas” da algebra
resistem bem. Os numeros relativos sdo um elemento essencial do ensino na sétima série.
As fragOes que foram colocadas de lado por algum tempo (em 1971), foram entdo repostas
como elemento central do programa da quarta série (em 1978). Sao as partes "algébricas"
da algebra - calculo e equac®es algébricas - que sofrem com a modernizacdo. Parece haver
varias razOGes para isso. Antes de mais nada, vamos apresentar uma razdo puramente
didatica, que pode ter tido um efeito negativo. O célculo algébrico, originalmente uma

simples preliminar para o estudo das equacdes, de fato se tornou prolifico, como pode ser visto

27 M. Terquem, autor do Manual de algebra ou exposicéo elementar dos principios desta ciéncia, publicado
em Paris em 1827. A citacdo esta nas pp. 1-2.

28 Trata-se (a) do manual de F. Girod (cf. acima. nota 11) e (b) do manual de Lebossé et Hémery da oitava série,
na sua edicdo de 1962 (Fernand Nathan, Paris).

29 Trata-se do manual da colecdo Oueysanne-Revuz, série vermelha, na sua edic¢do de 1973 (Fernand
Nathan, Paris).
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em particular no documento do Apéndice 5a, sufocando gradualmente as outras partes do
corpus ensinado. Era saudavel tentar limitar seu desenvolvimento, e a tendéncia anterior a
propria reforma estava de fato nesta direcdo: os livros didaticos haviam iniciado o trabalho
deflacionario (como pode ser visto na comparagdo dos documentos a. e b. no Apéndice 5). Mas
este tipo de fenébmeno, que foi mais a regra do que a exce¢do na evolucdo do texto didatico
(pense aqui na degeneracédo do estudo das equagdes do segundo grau no famoso “trinémito™
que atingiu as classes do segundo ciclo mais ou menos a0 mesmo tempo), e a reacdo que
provocou, foi encontrar outra forca de mudanca, sem dlvida muito mais poderosa: o
aparecimento da algebra moderna, sobre a qual é necessario fazer uma pausa por um momento.

Em seus Elementos da algebra moderna, cuja quarta edicédo foi publicada em 1961
(a primeira foi em 1956), A. Lentin e J. Rivaud®,que situaram a aparéncia da algebra
moderna por volta de 1910, a colocaram no prolongamento da aritmética e algebra
tradicionais (mas sem nomea-las): "Na escola priméria", escreveram, "a crianca raciocina
sobre cole¢Oes e quantidades concretas a partir das quais ela progressivamente tira a no¢éo
de namero abstrato, independente da natureza das coisas contadas ou medidas". O ensino
do segundo grau ensinou os adolescentes a manipularem X e y independentemente dos
nimeros que estas letras representavam. Mais um passo no célculo, e foi o calculo dos
polinbmios, depois a compreensao das transformacgdes formais. Bem, a algebra moderna
formou o0 estudante para raciocinar sobre as propriedades das operacdes
independentemente dos elementos (nimeros, polinbmios, transformacdes...) sobre os quais
estas operacdes sdo realizadas®’. Na verdade, as partes tradicionais da algebra (calculo e
equacdes algébricas) estdo bem integradas na algebra moderna aqui apresentada. Mas elas
ndo constituem a parte essencial, nem, acima de tudo, o comeco. Os autores citados, cuja
obra consiste em cinco livros, dedicaram seu ultimo livro a "complementos sobre grupos e
equacdes algébricas" (um desenvolvimento mais amplo do assunto levou a teoria das
extensdes dos corpos e a teoria de Galois, cujos rudimentos sdo apresentados neste livro).
Assim, o tratamento das equacBes algébricas foi abandonado em um longo caminho na
exposi¢cdo moderna da algebra. O célculo algébrico, por sua vez, € encontrado no Livro 11,
na forma do estudo dos anéis polinomiais. Mas o verdadeiro inicio da algebra moderna é o
estudo das estruturas (leis de composicao, grupos, anéis, corpos), que ocupa todo o Livro
1. Ao homem honesto que em 1958 ja foi introduzido a algebra e recebeu numeros algébricos,

expressdes algébricas, equacdes etc., Ihe foi oferecido, alguns anos mais tarde, relacGes

30 A, Lentin et J. Rivaud, Eléments d'algébre moderne, Vuibert, Paris, quatriéme édition, 1961.
31 Loc. cit., pp. V-VI,
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binérias, elementos neutros etc. O capitulo sobre &lgebra que M. Glaymann escreveu no inicio
dos anos setenta para uma obra dirigida ao publico em geral (apareceu na colecdo Les
dictionnaires du savoir moderne) € significativo a este respeito: a lei de composicao, elemento
neutro, comutatividade, elemento simétrico, associatividade, elemento regular,
distributividade, e estruturas, mondide, grupo, subgrupo, grupo ciclico, morfismo de grupos,
anel, anel integral, corpo etc., séo as palavras-chave®.

Em poucos anos, portanto, houve uma real substituicdo de objetos, cuja marca logo foi
vista no texto didatico: os programas reformados para a sexta, sétima e oitava séries incluiram
todos um titulo: Rela¢des. E o programa da oitava série introduziu as nog¢@es de grupo e divisdo
em grupo, o que levou ao exame da equacdo ax = b no grupo multiplicativo de reais ndo-nulos.
O calculo algebrico foi reduzido ao minimo: é o assunto do ponto 4 da rubrica 11 do programa
(Apéndice 3). O estudo das equaces, de acordo com o plano moderno de exposicédo de algebra,

foi destituido de seus titulos, e adiado para a nona série.

Algebra sem algebra?

A situacdo criada pela reforma por volta de 1970 consagrou a promocao de estruturas
numéricas (ao lado das geométricas, que ndo discutiremos aqui), a0 mesmo tempo em que
provocou uma inflagdo tedrica Gbvia, tanto no que diz respeito as estruturas numéricas como
geométricas. E este teoricismo que, depois de ter despertado inicialmente grande entusiasmo,
deparou-se com uma multiplicidade de criticas, que levaram a elaboracdo dos programas de
1977-1978, atualmente em vigor.

O foco do debate esta na forma como o conteldo € tratado —em particular, a rejeicao do
"purismo" que permeou o espirito da reforma anterior®*—, e ndo na distribuicdo dos contetidos
em si e na estruturacdo e equilibrio das diversas partes do corpus ensinado. Como resultado,
esta aparece mais como uma versao "reduzida” do corpus dos anos 70 do que uma versdo
fundamentalmente nova: ao lado do geométrico, que se pretende "desaxiomatizar", o0 numérico
permanece predominante, mesmo que nao inclua mais 0os mesmos materiais. Os nimeros reais,
de fato, sdo os grandes perdedores na reorganizacdo. E sdo as fracGes e os racionais que, tendo

ocupado o lugar assim liberado no curriculo da oitava série, constituem agora a pega central do

32 Maurice Glaymann, "L'algébre", in Les mathématiques, Centre d'études et de promotion de la
lecture, Paris, 1973, pp. 16-54.

33 Na apresentagdo acima mencionada dos programas de 1978 (ver nota 2 acima), a equipe editorial do
Bulletin de I'A.P.M.E.P. denunciou o purismo matematico que, de fato, "é um purismo de exposicao, ndo
de aprendizagem ou de funcionamento, e, portanto, ndo tem lugar no primeiro ciclo (...)".
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estudo do numérico —os numeros relativos (inteiros e decimais) conservam na sétima série o
papel preeminente que lhes era dado anteriormente.

Neste ponto é necessario dizer algumas palavras sobre a promocdo dada nestes
programas as fracbes e aos racionais. Por razdes que ndo discutiremos aqui, as fracdes
(associadas a razdes e proporcdes) eram tradicionalmente rasgadas entre aritmética, geometria
e, desde o nascimento do corpus algébrico, a prépria algebra. Apresentando seus Eléments
d'algebre, Clairaut ndo deixa de sensibilizar o leitor para 0 embaraco que esta pergunta lhe
causou: "Eu tinha originalmente a inten¢do de ceder no mesmo livro", escreveu ele, "tanto os
Eléments d'arithmétique quanto aqueles de Algebra, e eu ndo teria deixado de lidar com
proporcdes mais profundas do que as que fizem meus Eléments de géométrie...". Naturalmente,
ao passar da aritmética a algebra, também se passou de fracBes aritméticas (proporcdes de
inteiros, isto é, inteiros naturais) para fragdes algébricas (proporcdes de inteiros "algébricos”,
isto é, inteiros relativos) e para fracdes racionais (propor¢cdes de polindmios). Mas estes
reavivamentos séo significativos do interesse didatico concedido ao tema: as fragdes constituem
um tema de escolha para o ensino.

Como ja foi salientado **, "A énfase colocada na nocéo da fragdo constitui, nas palavras
das instrucdes relativas ao programa da oitava série de 1978, o elemento "novo" deste programa.
Uma novidade de memoria antiga! Henri Lebesgue, quase meio século antes, havia convidado
firmemente os professores a se livrarem deste monstro do Loch Ness matematico: "... acho que
as pessoas concordardo comigo”, escreveu ele, "em declarar que casar 22'™ e 37/M° ¢ um
martirio que infligimos a criangas de doze anos por puro sadismo, sem nenhuma utilidade como
circunstancia atenuante... Mas ele acrescentou imediatamente: "Ouco todos os professores
protestando. Alguns, porque as fragdes proporcionaram inlmeros exercicios para seus jovens
alunos; apdés um momento de medo, eles perceberdo que nunca lhes faltardo exercicios. Estou
mais emocionado com a reclamacéo de outros e gostaria de deixar claro: "Remover a teoria das
fracdes da sala de aula de matematica € remover um capitulo admiravel". O Gnico, talvez, entre
0S que nos restam, que ndo esta la apenas por sua utilidade imediata e que da a sensacao de pura
beleza"*. No entanto, esta admiravel construgéo torna-se, dentro da estrutura da matematica
moderna, ainda mais admiravel, ou digamos mais sutil: 0 manuseio sem complicacGes das
fracdes da lugar a uma ontologia refinada, na qual as fracdes, tendo se tornado pares de
numeros, ndo sao nada mais —em teoria mais do que na pratica, é claro—do que o material para

a construcdo dos racionais, classes de equivaléncia de fracGes. Para dizer a verdade, esta

34 \Jer 18.
% Ibid., pp.25-26.
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apresentacdo moderna ndo foi favorecida pelo programa de 1971 (na qual os reais seguiam
diretamente dos decimais, sendo ent&o os racionais apenas reais particulares, os quocientes dos
inteiros). Mas o programa de 1978 Ihe deu uma nova chance, e alguns livros didaticos, sem
saber disso, a implementaram (Documento 4a). Esta perspectiva construtivista pode de fato
ser facilmente evitada, em favor de uma concepcao realista (a mesma que o programa de
1971 impulsionou: os reais supostamente dados —eles foram "construidos™ no programa de
1971-, um racional € um real que pode ser escrito como um quociente de inteiros), e a
maioria dos livros didaticos utiliza esta possibilidade (Documento 4b), que é conceitual e
tecnicamente menos dificil, e, sem davida, mais proxima da representacdo do nimero que
é efetivamente o dos alunos, e até mesmo do "matematico trabalhador”. Mas a preocupacéo
com o purismo ndo desapareceu: o gosto pelo "rigor" (sic) leva alguns deles (Documento
4c) a uma verdadeira confusdo sobre o significado do signo de igualdade (o que, em
principio, ndo significa que os dois membros da igualdade sejam expressdes idénticas -
formal ou sintatica -, 0 que ja proibiria escrever que 6 =2 X 3, mas que o que eles designam
€ uma e a mesma coisa, o signo de igualdade ndo significa nada além de uma identidade
semantica). Dito isto, o problema — elegante, mas expansivamente resolvido por meio de
classes de equivaléncia— existia antes da matematica moderna, e continua a existir: mas o antigo
corpus o tratava (inconscientemente?) com grande discricdo (Documento 4d), distinguindo,
sempre que necessario, a fracdo (entdo implicitamente considerada como um escrito, ou seja,
como uma razao) e o valor da fracdo (ou seja, 0 nimero racional designado por este escrito).
Em todo caso, todo este jogo, deixado implicito no passado, e explicado mais ou menos
profundamente hoje, participa da admirdvel construcdo de fracGes, que assim seduz 0s
professores, como diz Lebesgue.

Documento 4a

6- Conjunto Q

NUmeros racionais

Lembremos:

No conjunto F das fragGes, nds definimos a relagdo R seguinte:

Quaisquer que sejam as fragﬁes% e 2, temos:%ﬁng & (ad = bc)
Estabelecemos (p. 48) que R é uma relacdo de equivaléncia em F.
Para traduzir que duas fragdes % e gséo ligadas por R, nés escrevemos: % = g,

E nos dissemos que as fraces % e 2 séo equivalentes.

Definigao:

Damos a seguinte definigdo: “Cada classe de equivaléncia segundo R € denominada um ndmero
racional.”

Designamos por @ o conjunto dos nimeros racionais.

524 Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v.25, n. 1, p. 508-555, 2023




Representacdo de um Racional:
Sejam x um elemento de Q e % uma fracdo, elemento de F.

Dizemos que x € um numero racional do qual um representante é a/b se e somente se x é a
classe de equivaléncia segundo R da fracéo %

O namero racional x é pois, 0 conjunto de 3 equivalentes a %; temos:
{C /ceT, deTS a}
x=1i5/c ) 5 =T
d d b
~ - .~ a , - .
Notemos que toda fracdo equivalente a ~ € um representante do nimero racional x.

Capitulo 6: Conjunto Q, p.67
(Fim da traducdo do documento 4a)

Documento 4b

DOCUMENTO 4b
(Mathématiques/Quatrieme, collection Monge, 1979)

Capitulo 4 (Algebra)

Conjunto Q dos nameros racionais

1 — Definicéo do conjunto Q dos racionais.

2 — Propriedades do conjunto Q dos racionais.
3 — Escrita decimal limitada de um racional.
4 — Notagdes fracionarias de um racional.

5 — Operacdes em Q.

6 — Comparacdo de dois racionais.

* * *

1. Defini¢éo do conjunto Q dos racionais

Definicédo: “Um namero real (ou real) ¢ chamado numero racional (ou racional) se ele € igual
a um quociente de dois inteiros relativos.”
Em outras palavras:
Um real x € um racional se existir um inteiro relativo ndo nulo b tal que x seja igual ao quociente
a/b.
Exemplos:
- Os quocientes seguintes sao racionais:
2 —4 —13 248 57 -29704 37 0 359

3° 78" -5’ _614°57° 1 ' —1000’ —14 1

. . —-2,7815 .
- O real r igual ao quociente o3 eum racional?

-2,7815 e 0,013 n&o sdo inteiros relativos.
Sabe-se que (propriedades dos quocientes reais):
—2,7815 —2,7815 X 10* _ —27815

0,013  0,013x10* 130

Concluséo: r € um racional. (Fim da traducdo do Documento 4b)
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Figura 7.

Documento 4c

DOCUMENTO 4c
(Mathématiques, classe de quatriéme, collection Queysanne et Revus, 1979)

Conjunto Q dos nimeros racionais
1 — definicéo e exemplos
No capitulo 4, encontramos nimeros que poderiamos obter como quociente exato de um inteiro

relativo a dividido por um inteiro relativo ndo nulo b. Esses numeros sdo chamados nimeros

racionais (ou simplesmente racionais). Eles sdo representados por fragdes, assim:

Numero racional x | Exemplos de fragdes representando x
O inteiro -2 -2 —6 —-18 2
1030 9T T
O decimal relativo 7 14 35 -7
35 2 21005
Oracionalg 525_0__5_
3’ 630" =3’

Recapitulemos algumas definigdes principais:
Definicdes. Seja a um inteiro relativo qualquer e seja b um inteiro relativo ndo nulo.

1. A dupla (a, b), escrita na forma % é denomina fracdo de numerador a e de denominador b.

2. Essa fracdo representa o quociente exato de a dividido por b, que se escreve também a/b.
Temos pois, por definicdo:
a a
b X E = E Xb=a
3. Chama-se namero racional todo nimero que pode ser obtido como quociente exato de um

inteiro relativo dividido por um inteiro relativo néo nulo.

Atencdo! A mesma notacao % é utilizada para designar duas coisas diferentes:

-adupla (a, b)
- 0 quociente exato de a dividido por b

. 14 , . . 7
o racional € igual ao racional de p

~ 14 ~ . N ~ 7
a fracéo —nao é igual a fracdo de 3

Quando escrevemos 14—4, deve-se precisar se tratar-se da fracdo % (a dupla (14; 4) ou do racional
% (que é igual a 3,5):
(dado que as duplas (14, 4) e (7, 2) sdo distintas.
Uma convengdo comoda
Para evitar esse inconveniente, ssmpre concordemos que, nesses calculos, % designa o

numero racional %, quociente exato de a dividido por b. Assim, podemos escrever:
14 7

4 2
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Quando vocé quiser falar da dupla (14, 4), sera necessario precisar: “a fragdo 14/4%.
(Fim da traducédo do Documento 4c)

Figura 8.

Documento 4d

DOCUMENTO 4d
Aritmética da Enciclopédia Quillet, 1958

(Mathématiques, classe de quatriéme, collection Queysanne et Revus, 1979)

Simplificacdo das fracgdes

149. Simplificar uma fracdo € substitui-la por uma fracdo igual, mas que tenha os termos
menores.

150. Propriedades fundamentais.

1° Medimos duas fitas com o sétimo de uma largura dada A B. Uma delas mede 2 sétimos, a
outra 4 sétimos da unidade. E evidente que a segunda tem o dobro da primeira:

4 2X2 2
;=T=;X2, |Ogo
Teorema |. — Se multiplicamos o numerador de uma fragcdo por um numero, a fracdo é

multiplicada por esse numero.

2° Uma fita mede 5 sétimos do comprimento AB; uma segunda fita vale 5 quatorze avos da
mesma unidade.

Um quatorze avos sendo duas vezes menor que um sétimo, o segundo comprimento é duas

vezes menor do que o primeiro.
5 5 5 .
— = — = =:2. por conseguinte:
14 7X2 7 o . . B . i
Teorema Il. — Se multiplicamos o denominador de uma fragcdo por um numero, a fracao esta
dividida por esse numero.

. ~ 3
3° Seja a fracéo =

3 3x3 9

5 5x3 15

Ela ndo muda de valor se multiplicamos seus dois termos por 3. Na verdade, se multiplicamos
seu numerador, ela se torna 3 vezes maior; se multiplicamos o seu denominador, ela se torna 3
vezes menor. Por conseguinte:

Teorema Il1. — Se multiplicamos os dois termos de uma fracdo por um mesmo namero, a fracdo
ndo muda de valor.

Vé-se que uma mesma grandeza pode ser medida por uma infinidade de fracfes todas iguais.
Corolério. — Se dividimos os dois termos de uma fracdo por um mesmo nimero (a operacdo
sendo possivel), obtemos uma fracdo igual a primeira.

. ~ 18 . . ~ e
Seja a fragdo ~; cujos dois termos sdo divisiveis por 3.

18 6X3
Pode-se escrever: — = —

21 7X3 P 6x3
E, segundo o teorema precedente: ST

~ 18:3 ~ 6 ~ 18
Temos entdo ——; a fragdo - tem seus termos menores do que a fragdo —, donde decorre a regra

de simplificagOes de fracoes:
151. Regra. — Para simplificar uma fracao, dividimos seus dois termos por um mesmo ndmero.
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FracOGes e racionais, de fato, ndo sdo apenas uma construgdo matematica admiravel: eles
também constituem um objeto didatico interessante em muitos aspectos. O lugar do aluno (ou
seja, 0 que pode ser exigido do aluno a este respeito) estd claramente delineado: Lebesgue
apontou judiciosamente que o capitulo esta cheio de exercicios, cuja dificuldade (ou seja, grosso
modo, a complexidade) pode ser finamente nivelada. O lugar do professor também esta
preparado para isso: 0 professor experimenta toda sua especificidade, diante do aluno, como
arquiteto e construtor —fungées nas quais o aluno ndo pode competir com ele por seu lugar em
uma construcdo matematica que é ao mesmo tempo simples, rigorosa, rica, e cuja transparéncia
completa é adquirida apenas ao preco de alguma sutileza intelectual, inacessivel para o aluno,
mas relativamente exigente. No entanto, ha mais. De certa forma, qualquer objeto de saber
didaticamente aceitavel mostra dois "lugares": ele deve conter o "lugar” que o aluno vira a
ocupar (as tarefas que o contrato didatico lhe atribuird), deve conter também um lugar
especificamente atribuido ao professor. Esta marcacédo de lugares, consubstancialmente ligada
ao funcionamento didatico do saber, é um processo geral, que eu propus®® denominar
topogénese (do greco topos, lugar). Mas a dialética topogenética pode ser mais ou menos
apertada, mais ou menos relaxada: neste Gltimo caso (que corresponde, como tentarei indicar
mais adiante, ao que vemos hoje em dia na maior parte das vezes no uso da linguagem
algébrica), os intercambios entre alunos e professor permanecem pobres, a comunicacao é
distante, porque ndo se medem contra as mesmas tarefas (o professor demonstra uma igualdade
literal, 0 aluno a aplica a casos numéricos particulares). Com fragcdes, uma vez estabelecida a
arquitetura geral do edificio, a situacédo é diferente: uma vez passados os calculos mais simples,
os calculos que ndo sdo triviais para o aluno —embora permane¢am dentro do intervalo do que
pode ser razoavelmente pedido a ele— ndo sdo menos triviais também para o professor. Os
parceiros da interacdo didatica se aproximam em torno de uma tarefa Unica, até que as vezes
parecem unir seus esforgos na busca de uma resposta comum. Assim como a geometria (que se
opde a algebra em geral do ponto de vista didatico), as fragdes oferecem uma oportunidade para
um verdadeiro convivio em sala de aula. As distingdes qualitativas (marcadas por tarefas de
naturezas diferentes) se desvanecem em favor de simples diferencas quantitativas (o professor
vai mais rapido, mais seguramente, mas ele ndo sabe nada mais do que o aluno, e ndo faz nada
mais do que ele). O grupo se relne, ganha em coesdo e, a0 mesmo tempo, se diferencia
continuamente sem perder sua identidade.

Estas sdo algumas das razdes didaticas que explicam a preeminéncia de fato do estudo das fracoes
nas classes atuais da oitava série. No entanto —e aqui voltamos ao nosso assunto, que na verdade néo
tinhamos deixado— no vocabulario dos professores, as fracbes fazem parte da algebra! Mesmo que o
programa oficial ndo use o termo, parece que 0 uso surgiu espontaneamente para chamar "algebra",
na pratica da classe, o0 que ndo é geometria: algebra é, globalmente, a outra da geometria. Este uso
talvez irrefletido da palavra ndo é sem justificativa. As hesitagdes historicas que mencionamos
também refletem (além da oposicao entre fracbes de numeros aritméticos e fragdes de nimeros
algébricos) uma realidade que persiste: as fracdes (de nimeros inteiros) ndo sao algébricas no sentido
de que ndo contém letras (as letras sdo essencialmente usadas pelo professor para formular as leis
que regem seus célculos); mas sdo "algébricas” no sentido de que séo o local de um jogo formal

36 \oir Chevallard 1980b.
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envolvendo a escrita. Eles oferecem, portanto, a oportunidade de uma algebra sem élgebra, que é a
parte principal da algebra ensinada hoje. E precisa ver como se chegou la.

A dialética numérico/algébrico

A fim de explicar mais completamente tanto o desbotamento das partes algébricas da algebra
quanto —correlativamente— o retorno das fragdes, temos que complicar um pouco o quadro que
desenhamos até agora. A oposicao estrutural da aritmética e algebra correspondia - em principio
- uma dialética funcional entre numérico e algébrico. E sobre esta dialética que devemos
primeiro discutir por um momento.

Para isso, devemos dar um passo atras. Esta dialética, de fato, existe historicamente
antes da algebra (antes da construgdo de uma linguagem algébrica prépria). Os gregos
distinguiram entre dois sistemas aritméticos, o vulgar, ou logistico, aritmético dos calculadores,
e o aritmético "préprio dos filésofos”, como disse Platdo, ou seja, mais ou menos falando, a
teoria dos numeros. Os calculadores calculam. Os aritméticos estudam a estrutura dos nimeros.
Todos eles utilizam uma linguagem numérica para este fim, mas nem todos a utilizam para as
mesmas tarefas, e nem todos reconhecem os mesmos valores. Na aritmética pratica, a analise
do numérico procurado pela linguagem adotada é um meio, ordenado a um fim: realizar
contagens, realizar célculos. Se eu quiser calcular 12 x 12 em nosso atual sistema de numeracéo,
por exemplo, ndo preciso de outra andlise do nimero 12 além daquela que me é dada
imediatamente na escrita (decimal) deste nimero (digito de dezenas: 1; digito das unidades: 2).
Mas se, como o escriba do papiro Rhind, sé sei multiplicar por duplicacdes e adi¢Bes sucessivas,
terei que recorrer a uma analise menos imediata do nimero 12 (que ndo me é oferecido pela

escrita decimal atual). Terei que observar que 12 = 4 + 8, e calcular da seguinte forma®’:

1 12
2 24
4 38
8 96

do qual deduzo que 12 X 12 =12 X (4 + 8) =48 + 96 = 144. Tais formas de fazer as
coisas, que ainda se encontram em tempos recentes, aparecem para o usuario contemporaneo
como sobreviventes de uma era imperfeita. Um bom sistema de numeragéo-algoritmos deve
ser tal que todas as informacdes necessarias para implementar os algoritmos de célculo sejam

fornecidas desde o inicio com os numeros dados escritos na linguagem numérica utilizada, ou

37 Ver Smith 1953, p. 106.
38 ibid.
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seja, aparente na escrita desses nimeros em si. Em outras palavras, um bom sistema numérico-
algoritmico rejeita qualquer apelo a matematica, mesmo em uma forma aparentemente ineficaz.

O usuério de tal sistema deve obviamente ser capaz de calcular que 4 + 8 =12 (é 0
que pelo qual o sistema € feito); mas o contrato de uso que regula suas relagdes com o
sistema o exclui de pensar que 12 = 4 + 8. Paradoxalmente, talvez um dos efeitos, e sem
davida o objetivo (perseguido mais ou menos intencionalmente), da atividade matematica
é propor procedimentos ndo matematicos para uso social, obtidos pela desmatematizacéo
progressiva de procedimentos que originalmente eram propriamente matematicos. O fato
é banal e geral: o progresso da eletrdnica me isenta hoje do ajuste que os usuarios do
conjunto galena eram obrigados a fazer...

De fato, o reino do calculo numérico é regido pela lei da simplificacdo, internalizada
como um habitus®®, sendo uma das clausulas o principio da conclusdo dos célculos. De
acordo com este "principio”, a expressdo "4 + 8" ndo pode, em céalculo numeérico, aparecer
como resposta, sendo o calculo, nesta fase, "inacabado™°.

A expressdo "4 + 8" pode assim ser apenas uma forma transitoria, 1abil (porque
guatro mais oito é igual a doze), e ndo existe de forma livre, assim como o atomo de
oxigénio ndo existe fora da molécula Oa-.

A tradicdo "nobre™ da "teoria dos numeros" é bem diferente. Os pitagoricos, logo
no inicio da ciéncia grega, desenvolveram todo um conceito de representacéo "geométrica"
dos nimeros, ou seja, uma aritmético-geometria*’. Por exemplo, considere os nimeros

inteiros 5 e 7. Suas representacdes podem ser organizadas da seguinte forma:

O o O O O
o O © O O
c O

5 7

% P. Bourdieu refere-se ao habitus como "sistemas de disposices duradveis, estruturas estruturadas
predispostas a funcionar como estruturas estruturantes, ou seja, como um principio de geracéo e estruturacao
de préticas e representagdes (...)". (Bourdieu 1974, p. 175).

40" As instrugBes de janeiro de 1957 (as quais voltamos mais tarde) falam explicitamente de "calculo realizado
até a sua conclusao": um fato raro e notavel, pois é da natureza de um habitus ndo pressupor a explicitacdo
dos principios na origem de sua eficacia.

41 Sobre a aritmético-geometria dos gregos, ver Michel 1959, pp. 295-325.
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Reunimos estas representagdes da seguinte forma:

O O O ©
O O O ©
O O
o O

Ao agrupé-los corretamente, parece que a soma 5 + 7 é o multiplo de 4 (mais

precisamente 5+ 7 =3 X 4):

S ittt B et

et

Além disso, se "completarmos" o quadrado, vemos imediatamente que 5+ 7 é uma

diferenca de dois quadrados (mais precisamente que 5 + 7 =42 - 22):

O O O O
O O O O
O O X X

©C O X X

Estas explicagOes, que, no sentido estrito, ttm forca demonstrativa apenas para 0s
valores numéricos particulares tratados, tém, de fato, um valor genérico, como as figuras (e as
demonstracdes que permitem) em geometria: ndo estamos longe de uma demonstracdo valida
para todos os pares impares consecutivos. Podemos, em retrospectiva, admirar a fineza
intelectual que a invencédo e o uso de tais procedimentos pressupdem. Mas também podemos

ver que nossa linguagem algebrica atual (criada por Viéte, Descartes e alguns outros) € uma
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extensdo desta analise do numérico, indo além dela em termos de flexibilidade. Sobre 0 mesmo
problema, hoje, obtemos, por exemplo, o seguinte: sejam 2p - 1 e 2p + 1 dois nimeros impares
consecutivos; sua soma, (2p - 1) + (2p + 1) = 4p, € um multiplo de 4; e, uma vez que 4p = (p +
1)2 - (p- 1) também pode ser escrita como uma diferenca de dois quadrados. A nova
linguagem, em primeiro lugar, permite que o problema seja formulado em sua generalidade, e
depois, resolvido de forma igualmente sistematica.

O célculo numérico utiliza a linguagem numeérica principalmente por seu poder
designativo: "3/4" e "0,75", ou ainda "4 + 8" e "12", sdo equivalentes nesse sentido, pois
designam o mesmo numero (simplesmente, "3/4" é uma fracdo "ndo realizada”, "4 + 8",
uma soma néo realizada): sdo nomes diferentes para 0 mesmo ser matematico. A aritmética
"algébrica™, por outro lado, distingue esses nomes, porque, embora designem a mesma
coisa, eles ndo mostram a mesma coisa (eles ndo fornecem a mesma informacao
demonstrativa) sobre o ser matematico do qual sdo dois nomes diferentes ("4 + 8", ou
melhor, "22 + 23", mostra que 12 é uma soma de poténcias de dois, etc.). E assim que, no
coracdo da linguagem numeérica, surge uma divisdo, e para ser mais preciso, uma tensao
entre dois modos de funcionamento: a eficacia designativa (prépria do uso calculatério da
linguagem numérica) tende a ignorar o valor demonstrativo da expressdo escrita; o
principio de conclusdo dos célculos condena a efemeridade os "nomes intermediarios”, e
"4 + 8" se torna 12", sem que nenhuma evidéncia seja preservada da historia desse "12".
Em contrapartida, a linguagem algébrica - principalmente porque é uma memoria - permite
preservar de maneira mais eficiente a informagdo demonstrativa e, acima de tudo, tornar
visivel a informacdo demonstrativa relevante: a passagem, na simplificacdo, da expresséo
(2p-1) + (2p + 1) para a expressao 4p, mostra que (2p - 1) + (2p + 1) designa um ndmero
multiplo de 4; a passagem, na complexificacdo, de 4p para (p + 1)2 - (p - 1)?, mostra que
(2p - 1) + (2p + 1) é uma diferenca de dois quadrados.

A criacdo da linguagem algébrica permite identificar mais claramente a problematica
do estudo do numérico, colocando-a —sem se opor a ela— ao lado da perspectiva calculista.
Assim, explicita o que ficou em grande parte implicito: a co-presenca de duas formas de lidar
com o numeérico, o que alivia as tensdes. Mas, acima de tudo, seu surgimento historico permite
dominar melhor a dialética do numérico e do algébrico, que até entdo era conduzida com meios
matematicos insuficientemente adequados. O algébrico é uma ferramenta para o estudo da
ferramenta numeérica, a primeira e mais elementar (a um nivel avangado, por exemplo, a teoria
das séries inteiras, a teoria das funcGes analiticas etc.). Mas, ao contrario (e é isto que nos

autoriza a falar de dialética), para que o funcionamento desta ferramenta seja eficaz, é
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necessario estudar um pouco esta ferramenta, por exemplo, para levantar os problemas de
fatoracdo de expressdes algébricas (para resolver equactes algébricas, em particular). Mas neste
ponto, o préprio numérico é uma ferramenta para o estudo do algébrico: o fluxo é invertido.
Sem mencionar todos 0os métodos numéricos, que na maioria das vezes invocam propriedades
de anélise (ou seja, relativas ao campo de reais e fun¢des de uma variavel real, por exemplo),
podemos citar —para tomar um exemplo suficientemente grande para ser bem visivel- o teorema
de Eisenstein sobre a fatoracdo em Q[X]*?. Newton, em sua Arithmetica Universalis ja
mencionada, mostra grande atencdo a este tipo de "retorno” do numérico para o algébrico.
Assim, ele d4 um método engenhoso para encontrar os fatores de uma expresséo algébrica®::
Por exemplo, se a quantidade proposta for x3 - x? - 10x + 6, em vez de usar X, eu
substituir sucessivamente os termos da progressdo aritmética 1, 0, -1, terei como resultado os
nameros -4, + 6, + 14. Coloco cada um deles com todos os seus divisores na linha do termo da
progressao 1, 0, -1 que o produziu, como pode ser visto no exemplo a seguir:
1 4 1,2,4 +4
0 6 1,2,3,6 +3
-1 14 1,2,7,14 +2
Entdo, como o termo mais alto x3 ndo tem divisor de unidade, procuro entre os divisores
alguma progresséo cujos termos diferem apenas por uma unidade, e que, descendo do mais alto
para 0 mais baixo, diminuem como os da progressdo 1, 0, -1. Encontro apenas uma dessas
progressdes, que € 4, 3, 2. Portanto, tomo o termo + 3 que esta na mesma linha do 0 da primeira
progressédo 1, 0, -1, unindo-o0 ao x, e tento dividir por x + 3, com sucesso, e obtenho como
quociente x? - 4x + 2.
Além do desaparecimento da estrutura do corpus matematico ensinado em aritmética e
algebra, é a dialética do numérico e do algébrico —implicitamente presente através da
"oposicdo" da aritmética e da algebra— que sera afetada. Mais do que nunca, as ligacGes entre o

numérico e o algébrico serdo afrouxadas.

Uma concepcdo empirista do real matematico

O apagamento da oposic¢ado entre aritmética e algebra altera as condi¢Ges da relagdo

entre o numerico e o algébrico. A velha relacdo de ferramenta de trabalho com objeto de

42 Seja P(t) = ag + a; + - + a,t™ um polindmio de coeficiente em Z. Se existe um nimero primo p tal que: 1)
p ndo divide a,, ; 2) p divide a, a, ..., an-1; p? ndo divide ao, entdo P ¢ irredutivel em Q.

4 Arithmétique universelle (Aritmética Universal), vol. 1, pp. 47-48. Deixamos para o leitor a justificativa
matematica necessaria.
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trabalho parece ter sido perdida. Os dois dominios —0 humérico e o literal— coexistirdo em
uma simples justaposicdo, existindo em si mesmos e encontrando sua prépria justificativa.
As relacBes, que antes eram comuns entre estas duas ordens de realidade matematica, agora
parecem ter sido abolidas. Ou melhor, ddo lugar a relagdes novas e invertidas: ndo é mais
0 algébrico que permite estudar o numérico, mas o numerico que "justifica” e "nos permite
compreender” o algébrico. Documento 5, extraido de um livro didatico atual da oitava
série** nos da um exemplo claro deste fendmeno: a intengéo didatica aqui é justificar o fato
de que x - y = x + (-y). Para o matematico, a "justificacdo" —que é entdo, estritamente, uma
demonstracdo— esta toda contida na coluna da direita: se eu definir -y em geral como sendo
o numero tal que y + (-y) =0, e se as propriedades comuns —associatividade, etc.— ainda se
aplicam ao novo conjunto de numeros assim definido, entdo o nimero z que devo
acrescentar a 'y para obter x —0 que € chamado de diferenca entre x e y e que é notado como
X - y— nada mais € do que x + (-y). Na didatica aqui examinada, a "justificativa" envolve
um apelo ao concreto, ou seja, a0 numerico: este é o papel da coluna da esquerda.

Documento 5 — A algebra como esséncia do numérico

[im.p1FFERENCE DE DEUX DECIMAUX |

reD, yeD, z€D. z=x-y signifiague zZ+y==x
Comment est appsié Z pour © et y dans cat ordre? -

Observe :
z2wil3=(=7 Zmg -y
Z+(=T)=13 Z+y=x
[2+(*7}§+7-13+? @+9)+(=y)=x +{~y)
z+{(-N+7]=13+7 z+[y +(~y}]=x +(~y)
2+Q=13+7 2+Qmz n(=y)
z=13+7 Zmr+(=y)

Pour tout xde D, pour tout y de D, r —y est un décimal et xr =y =1 +(=y)
Exemples : 8=(-7)=8+7=15; 9-14=9+(=14)=-5.

L’opération qui, 2 chaque couple (r; y), x €D, y €D, faitcorrespandre e décimai
I —y est la soustraction dans D.

Séo os calculos numéricos na coluna da esquerda que sustentariam o significado (para
o0 estudante) dos célculos literais na coluna da direita. Infelizmente, o contetdo da coluna da
esquerda é, se assim se pode dizer, altamente improvavel, porque o numérico ndo funciona
dessa forma. Na verdade, os calculos numéricos aqui apresentados existem apenas como uma

imagem em espelho dos célculos literais na coluna da direita! E é precisamente para permitir

44 Este é o livro didatico Mathématique contemporaine pour la classe de quatriéme, publicado pela
Magnard e de acordo com o programa de 1978.
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tais calculos que a linguagem algébrica é necesséria... H4, portanto, um equivoco quanto a
especificidade das duas ordens de calculo e, consequentemente, do tipo de relagdo entre eles: a
justificacdo do algebrico se baseia em um modo de operacdo do numérico que, na verdade, é
apenas um decalque da operacéo do algébrico, e que, portanto, pressupde o algébrico.

N&o é facil elucidar a nova relacdo que é assim afirmada. Entretanto, essa elucidacdo é
necessaria para esclarecer, além dos programas, os movimentos profundos que produzem
decisdes didaticas que seriam considerados por nds apenas como "truques”, elementos atbmicos
de estratégias encontrando em si mesmos e em seus supostos efeitos seu Unico motivo.
Voltemos ao exemplo que examinamos. O algébrico aparece como a "teoria"” desta "realidade"
que seria 0 numérico. Mas as relagdes em ato entre teoria (permitindo o estudo) e realidade
(objeto do estudo) sdo inguestionavelmente baseadas em uma concepcdo empirica (e até
mesmo, como veremos, empirico-sensualista) do conhecimento. Este € de fato o motivo —
vivido, sem dlvida, como certo, na evidéncia que a ideologia fornece— da tentativa de “tirar” a
teoria (algébrica) da realidade (numeérica). Ha aqui uma inversdo da relacdo entre teoria e
realidade. Pois o surgimento do tedrico —preciso lembra-lo— autoriza-se por si mesmo e, longe
de vir da realidade, constitui-a (ou renova-a) como um objeto de conhecimento. Se eu escrever,
por exemplo, 13 + 7 = 13-(-7), de acordo com um funcionamento do numérico antindmico a
pratica calculatdria (isto €, a aritmética) do numerico, que nos faria escrever 13 + 7 = 20 -, estou
fazendo algebra no numérico: é a ferramenta algébrica, e so ela, que me permite trabalhar com
0 numérico. Entre o funcionamento aritmético e o funcionamento algébrico do numérico, ha
uma distancia —um salto— que nenhum processo de “abstragdo” pode preencher.

Seria errado pensar que a andlise anterior s6 é valida para o exemplo em que a
ilustramos. Na realidade, seu escopo é muito mais amplo e, para entender seu pleno significado,
€ necessario voltar ao auge da evolucao da transposicdo didatica representada pela reforma de
1971 (a da "matematica moderna™). Ao contrario das opinides dominantes de hoje que, segundo
um oportunismo necessario e uma inconstancia constante, rejeitam esta reforma por seus
excessos e a veem como a aberracdo de um momento, deve-se considerar que esta aberragdo
ndo é uma aberracdo, que apenas precipita, cristaliza e torna explicitas as caracteristicas ja
visiveis na evolucdo das décadas anteriores. E um momento que da sentido, em retrospectiva,
ao que veio antes, e em grande parte determina o que vira depois dele. Pois, se ha de alguma
forma uma pausa, ela se baseia em uma superdeterminacdo muito ampla. Em profundidade, o
programa de 1971 —para se referir a oitava série— constituiu uma impressionante radiografia de
uma evolugdo que o programa de 1978 s6 suavizaria na superficie. E esta imagem "dura" que

deve ser questionada.
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Muito tem sido dito sobre a inflagdo modernista, o viés tedrico, a ambicao de rigor em
matematica promovida pela reforma, e muito pouco tem sido dito sobre dois movimentos
correlativos, menos espetaculares, mas determinantes, por tras desta tela. A primeira —que ja
mencionamos varias vezes— é a invasdo do campo de estudo por estruturas numéricas. Os
"excessos" do programa de 1971 foram o preco a ser pago por este golpe de forca, que foi entdo
realizado —uma tatica simples por um momento: o programa de 1978 instalaria uma versao mais
calma da mesma estratégia— com a artilharia pesada da "abordagem dos reais", "célculos
aproximados" e "enquadramentos”, todos eles de grande ambigdo matematica. A segunda é a
penetracdo de um tema que se tornard central, o da "observacdo" matemética e da
"experimentacao”.

Falsa modernidade: este tema foi introduzido nas instrucbes de janeiro de 1957
(Apéndice 6a), o que as instrucdes de 1971 ndo iriam exigir em demasia. Em seguida, assumiu
a aparéncia de uma reflexdo sobre as ligacdes entre matematica e extramatematicas. A garantia
Bergsonian invocada aqui —homo faber, homo sapiens—, embora datada, & muito significativa a
este respeito. A perspectiva proposta ndo leva a muito longe: os problemas de ensino séo
"resolvidos" por uma didatica euférica (Apéndice 6b). Na verdade, o contexto historico que
vera o estabelecimento da matematica moderna so esta incompletamente formado. O que ainda
faltava, para que a ideia de experimentacdo pudesse ser posta em préatica, era um assunto que
poderia ser submetido a observacdo e a experimentacdo. A este respeito, as instrucdes de 1957
ainda raciocinam da maneira antiga: a nogdo de experimentacdo é, acima de tudo, a ocasido
para uma retdrica que se volta contra si mesma, por falta de capacidade de aplicacdo. Mas a
reforma deveria trazer uma abundancia desta matéria de aplicacdo que faltava: era para ser
numérico, e agora podemos entender melhor o lugar especial que os programas reformados
deveriam dar a ela. Sua expanséao foi de fato exigida pela exigéncia "experimental” induzida
por uma certa concepc¢ao epistemoldgica e didatica.

O palco esta preparado para a acdo, em consonancia com uma encenacgdo empirica do
processo de conhecimento®. Ha a "realidade”, que é um dado cuja presenca se impde com a
maxima forca; e ha a "teoria" deste dado, que se afirma derivar, por abstracdo, do objeto ao qual
é dedicado. A dialética do numérico e do algébrico é entdo perdida: um de seus termos (0
algébrico) dissolve-se no outro (0 numérico), a que é concedido pela natureza uma existéncia
quase material, e do qual o algébrico procederd geneticamente. A reforma de 1971 reordena

assim o campo de estudo para produzir objetos sélidos "reais”, com altos coeficientes de

45 Para a compreensao do que se segue, recorremos a Althusser 1968, em particular, pp. 38-45.
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existéncia: estruturas numeéricas, e a misteriosa "linha fisica" cuja subita promoc¢é&o ontoldgica
seria de outra forma ainda mais inexplicavel*®. Assim sendo, a introducdo do literal (o
algébrico) é identificada com o movimento pelo qual, no processo empirico do
conhecimento, representa-se a esséncia do real, que é todo o conhecimento que o sujeito
pode derivar do objeto pela abstracdo: permite distinguir entre um real essencial e um real
ndo essencial, uma casca ou um acidente que o processo de abstracdo abandona como um
residuo impensado. A abstracdo, que visa trazer a tona o que pode ser conhecido do objeto,
atua por meio de lavagem e decapagem: este tema geral do conhecimento empirico é
corretamente respondido nos programas pela nocdo de "aproximagao” ou "aproximacéo” do
"real” (que nunca foi tdo bem nomeado). Estes sdo alcancados por meio de purificagdes
sucessivas, que gradualmente eliminam a gangue ndo essencial. Tal manual, escolhido entre
muitos - oferece uma Otima ilustragdo (documento 6): a imagem da lupa —um emblema do
conhecimento empirico, do qual é o instrumento privilegiado, pois permite ver melhor e fazer
ver— € necessaria e simboliza, melhor que um longo comentério, esta concep¢do do

conhecimento como visando trazer o invisivel a vista de todos.

46 Ver Chevallard e Johsua 1982, especialmente pp. 200-203.
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Documento 6 - O despojamento do dado no processo empirico do conhecimento

CHAPITRE & 1

Pour différentas valeurs de =, on obtient des partitions diffévenres. La figure 2 représente (par-
tellement) les partidons comrespondanc & A==, A=0, A= — 1, e, posic i 2 loupe, Ia

partition correspondant A = = 2,
. (=030 _ [o:1a(
< o 1
f2:4( f=1:0( fo:r{ freaf
D s e p— — ;
- 0 t
-1 a1 0 QI 620304050807 0809 | 1
(: e S B : }
; - ' i D, 4] 042| 044] aca{ 48| ) 5} :
=1 =-Ql 00.1' nu&qaua.umvu] 1 u
\

fig.Z

5) De méme, si x est un easer refadf Gxé, et 5i a prend toutes les valeurs possibles dazs Z,
Pemsemble des intervalles de ©
Ja 10% (a 4+ 1) 10°}

est une partnor de D.
Lz figure 3 représente (particllement) cotte partition pour 5 = 0.

-3 -4 =3 -2 =¥ a 1 2 z 4 s
fig. 3

Uma concepgdo como essa do conhecimento ndo consegue capturar a realidade para a
qual precisaria produzir o conhecimento, porque ela perde a constituicdo da realidade como
objeto de conhecimento®’. A algebra ndo serve mais para conhecer o numérico. Agora, é apenas
uma estenografia essencialista que descreve, resume e separa a esséncia do acidente. O
surgimento "moderno™ da dicotomia entre "observacdo” e “teoria" — que 0S manuais atuais
adotam com frequéncia— é, assim, correlativo a uma dissolucéo do objeto de conhecimento em
favor do objeto real, agora apresentado em uma abstracdo supostamente imediata e facil. A

ordem didatica se organizara em torno dessa epistemologia imaginaria.
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APENDICE 1

CLASSE DE QUATRIEME CLASSICA A E B e DE QUATRIEME MODERNA (oitava
série no Brasil)
PROGRAMA DE 1945
(excertos)

Aritmética

Prética, sobre exemplos, da decomposicdo de um namero inteiro em fatores
primos, da busca pelo maximo divisor comum e do minimo multiplo comum de dois ou
mais numeros. Aplicacdes as fracdes.

Algebra

Numeros algébricos (positivos, nulos, negativos). Operacfes sobre esses
numeros expostos a partir de problemas concretos. Desigualdades.

Medidas algébricas de vetores em uma reta orientada. Relacdo de Chasles.
Localizagdo de um ponto sobre um eixo.

Elementos do célculo algébrico: propriedades de somas e produtos. Poténcias.
Produto e quociente de duas poténcias de um numero: uso do expoente nulo e de
expoentes negativos.

Mondmios. Produto de mondmios. Quociente de dois numeros. Soma de
mondmios semelhantes (limitando-se a mondmios de uma, duas ou trés varidveis).
Polinbmios de uma variavel; adicdo, subtracdo, multiplicacdo por uma constante.

Equacdes numéricas do primeiro grau de uma incognita.

Problemas conduzindo a uma equagdo numérica do primeiro grau de uma

incognita.

540 Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v.25, n. 1, p. 508-555, 2023



APENDICE 2

CLASSE DE TROISIEME (nona série no Brasil) - PROGRAMA DE 1958

(excertos)

Aritmética

Prética, sobre exemplos, da decomposi¢do de um nimero inteiro em um produto de numeros

primos; préatica da busca pelo maximo divisor comum e pelo minimo multiplo comum de dois

ou mais numeros. Aplicacdes.

Algebra

I. - Numeros relativos (positivos, nulos, negativos).

Orientacdo de um segmento (vetor); orientacdo de uma reta (eixo); medida algébrica de um

segmento orientado em um eixo; localizar um ponto em um eixo (abscissa).

I1. - Operacdes basicas com nimeros relativos: adi¢do e subtracdo, multiplicacdo e diviséo.

Extensdo para 0s numeros relativos das propriedades fundamentais estabelecidas para nimeros

aritméticos (classe de cinquieme (7° ano do ensino fundamental do Brasil)), concernindo as

somas, as diferengas, os produtos, as poténcias quadradas, 0s quocientes, 0 inverso de um

numero ndo nulo. Condicdo para que um produto seja nulo.

Definicdo dos expoentes negativos e expoente nulo.

Comparacdo de nameros relativos; desigualdades.

Desigualdades relativas ao valor absoluto de uma soma ou diferenca.

Relacédo de Chasles para trés pontos localizados em um eixo. Segmento definido pelas abscissas

dos pontos que o limitam: medida algébrica deste segmento orientado, medida do comprimento

desse segmento, abscissa do ponto médio deste segmento.

I - NogBes de variaveis e correspondéncia entre variaveis.

Expressdes algébricas dependentes de uma ou mais varidveis; calculo do valor numérico de

uma expressao algébrica para valores numéricos atribuidos as variaveis.

Monbmios com uma ou mais variaveis, multiplicagdo; adicdo de mondmios similares.

Polindémios; forma reduzida. Polinbmios ordenados; adi¢cdo; multiplicagéo.

Produtos notaveis: (X +y)?, (X - y)2, (X +y)(X - y)

IV - Equaces: posicdo do problema; significado do simbolo = neste problema. Equacgdes de

primeiro grau de uma incognita, de coeficientes numéricos. Resolugdo de problemas simples

usando tal equacao.
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APENDICE 3
CLASSE DE QUATRIEME - PROGRAMA DE 1971
(excertos)
1. - Relac0Oes
Revisdo das nocdes apresentadas nas aulas anteriores e complementos; produto cartesiano,
relacdo, aplicagdo, composicdo das aplicacfes; bijecdo de um conjunto em um conjunto e
bijecdo reciproca.

Nocdo de grupo: defini¢do (extrairemos exemplos do programa).

I1. - Numeros decimais relativos e abordagem dos reais.

1. Grupo de poténcias de dez.

Numeros decimais relativos escritos a - 10™ com a € Z e p € Z e na forma de nimeros com
virgula: adi¢do, multiplicacdo, ordem, valor absoluto. Resumo das propriedades fundamentais

do conjunto assim estruturado de decimais relativos.

2. Célculos aproximados

a) Aproximagdo [encadrement ] de um nimero decimal por intervalos do tipo:

[a.107, (a + 1.10P][, Ja. 107, (a + 1).10P[, [a.10P + (a + 1).10P] coma € Zep € Z

Em exemplos: aproximacao [encadrement ] de uma soma, de um produto.

b) Exercicios de determinacdo, para um decimal estritamente positivo dado e para um nimero
inteiro relativo n, do numero decimal a.10™, com xeN , verificadas suas desigualdades 0 <
d.x.10" <1 < d(x+1).10™.

c) Exercicios de determinacdo, para um decimal estritamente positivo d e para um inteiro
relativo n dado, do numero decimal y.10™y com x € N tal que sejam verificadas as
desigualdades: [y.10"]? < d < [(y + 1).10"]%

d) Sequéncias decimais ilimitadas, nimeros reais, classes de um nimero real.

3. Enumeragéo das principais propriedades que estruturam o conjunto R dos reais: adicdo, (R,
+) € um grupo comutativo; multiplicacdo, associatividade, distribuicdo em relacdo a adigéo;
ordem e valor absoluto. Sera admitido que, para qualquer numero real diferente de 0, existe um

ndmero real a~! e apenas um tal que aa™! = 1. Para qualquer par de nimeros reais (a, b), com

[KS}

a # 0, existe um nimero real Gnico X, denominado quociente de b por a, e escrito ab™* ou

tal que ax = b.

Exercicios simples de célculo com tais quocientes.
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Em exemplos numéricos, equacdes e inequacdes de primeiro grau com uma incégnita.
Uso de expoentes inteiros; grupo de poténcias de um numero real nao nulo.

Célculos aproximados com ndmeros reais.

4. Exemplos de funcdes polinomiais (aplicacdes de R em R). Grau.

Exercicios de calculo em polindmios.

Produtos (X +y)?, (X - y)?, (x +y)(X - y). Exercicios de fatoracéo.
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APENDICE 4

ENCYCLOPEDIE QUILLET {1958}

TABLE DES MATIERES
(extraits)
ARITHMETIQUE

Notions préliminaires — Idée de nombre...... 153
ﬂmﬁ dém;lie trssmssesssssanasannann 156
esure BUIS ..vvvevnns Teeraraaaean 159
Nombres- s, .. sessrsrassers 109
Lraddition. .. .ccvucrvorraccnsrsanramsennnnsss 16
I.L: SOUSITACHON « v xuvusnnss R T 16
multiplication ....... feuan s bea e e 171
h m - ]Té‘l%'l !-'I-vlvli#i.-!lvltul% L ILG‘

Problémes sur les quatre opératons. ........... 1
La divisibilité ........ up ................... 186
Plusgundmmmund.mmn L G.C.D). ... 189
Plus petit commun multiple (P. P. C. M.)...... 191
E;pbrcs PLEMUETS o cvvvuvnnnroscrsnssasnannn 192
.............................. . 194
Opérations sur les fractions .................. 197
Racine carmée .......coveevrnarerasnennansnn 207
Ra — Proportions dlcs ................. 211
proportionnelles. . ... .. .00l 214
Réglcdtm“l“l%l‘lil%\l Ll - L N zl?
B3 iciiiaaianasmnirrsanacnnsan 219
Partages proportomnels .......covavnes crans 220
Mélanges ....ooocaneeend S 221
Alliages .....vvvuun- vasieuan Casaesssiaien 222
Rigles d'intéréts ... .....cconvenrensnnnnnes 224
Bentes sur I'Etat ......cciiiniiinnrncnnsaa 226
Actions et obligatons — Escompte.......... 227
Co:mgé des exercices ............ e ses 230

APENDICE 4a
Pages
ALGEBRE

Nodons préliminaires ......covvucvrncansnnnn z57

érations sur les nombres algé ues (somme,
mem multiplication, ilgmﬁdu nombres
al:ébnquu, fractions ou rapports algébriques, s
2

puissances, = [
i sur les expressions algébriques...... 268
Equations duprﬂnll:tdcgréﬂiq .........
des problémes du preouer degré & une
mm“: R EE S R LB R R 236
Eqmsnpmblémndnpremmd:g&idmx
N phmcu.tl-;mmnnuﬁ .t-l ......... s ipmmisie 292
otions sur les r ons graphiques...... 301
etpmmwam& ........ 312
Variation des fonctons . SR = |
Dérivées | waraeasarasaeenans 329
Pmm‘mmnu:lugaﬁl.hmm .................. 332
Tahl:delugmthmesﬁc:i:cm ........... 338
Apphmumh des logarithmes : Intéréts composés et
AODUITES + v ieeerninnncsnnransnnnsnnssasss
Corrigé des exercices ............ wasrsennaen ;ﬁ
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APENDICE 4b
EXERCICIOS DE MULTIPLICACAO DE EXPRESSOES ALGEBRICAS

EXERCICES

Em diversos manuais

Effsctuer les multiplications sui:vaates :

183, abxed
136. allz x oid.

139. Sa% x Jeut,

142, 0,3838...ax 0.4543...6.

148, Jabd par 1'2 e,
148, ;pq par +§rﬂ.
18%. la® par §ad.

188, 206%: par 0,4at03,
157, 0,2a%xy? par Sayt,
160. ba= |-:lr Qan.

163, 30 ¥ nar 2udet-,

134.
“131,

t40.

143,

Ty X dh.
adhe X i3,

0, k3@ X Jbch.

9 10
? gl % = dyb,
[ Fex 5 dy

146, a4 pur 3 ez,

149,
152,

168,  4c™~'dys par 37 ¥aVT,

te8, 0,i8a"V"" par i—u‘ r

170, (Zam+iomtcr s,

5 i
= = giyt,
depnrﬁ‘:‘y.

5 3
Eal& parf ;abicl,

2mx par éb’:‘.

gn' par;a*y.
%w-_-pu;..'--.

iu-t-par::-g-.

135, gt X 13,

138, [y X ke,
141.. 3%:1.::‘ x 2 %cld

12 1
144. 1— ath x 3 3 (."yl.

.2 J
147. 9 b3 par I\: hit,
150, 9,48a par 0,33...0&, .
2
183, datz pary azly,.
158, 43 adbet pard,Guiyd
W9, u'h par 2asbes,

| i
ia1, 33"‘ pnr!-ic"'.

2

5 abe pur { arbis,

167, 3™ par gz"'""'

169, & % P=4¢* par 0,458p 1%,

171,
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APENDICE 5a (continuago)

TRAITE ELEWENTAIRE D'ALOEBRE &7
. (22 — by +3).X 3. 178, (6% —ath 4 ab% — A7) > 4
174, [lat L 2ath — fabd) x S, 178,  [Baz — by — 4N Bbey,
E
118, Azt =500 4 Ty ¥ Saxh, 17T, (864 — Sy 20927 x
i Gﬂtﬂ—%@ﬂ—%a’ﬁ) ® !i! atde. 179, (Bat — 30T 4§ x Jgmboch,
180, [Tam=t — 3a%=F | (o™} 3 0.5avTtAR,
1. Gd"— ;ﬂ-'i-guﬂ—ﬂ’ -i-lu-'-ﬂbi) b4 E?am-r#“-'.
: 3
182, (0,3535, , gt—wmyd=tn L | Sgmym — 0, 4Bztyl-dn) X 52 rimyde,
183, ﬂyﬂl-.-!-f _ayl-l-—l + Eyl—hn — 6y x 51‘,""4"""
184, [8a® — (4% —38) + Bat — 5b3(2a + I4)] X 4athe,
a8, 136 + (26 — ) — 4e + [22 — (36 — &i]| x 2atbes,
108,

| sam-ntr— [u-u-—cn- 2 bt (2amapen — w-r-}] i X 4 3amntrtoem,

187, ' it — g - &) % (fa — 34}
18, [Ta! — 2ab — 361 x (Bat — lab).
189, (3% — 2ath — Sa%h? 4 falt — 854) x (Ja® — 2ab 4 89),
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ine, {8a* — 2tz +4= Sax? — 33N x (g? — kaz 4 1,

1. (z* — Jax 4+ 2a3) » (511 4= Baw = Jaul .

192, {224 = Jxty — 2zt — fzyd) X Axdy = Jryd L W),
193. (2m3 — Im*n + dma? 4 ¥ ¥ (Gmin — (mnd 4 nd),
194. (Ard — by — Syt - 5ri % (— 2t 4 dzy — 4yl
195, (ﬂ',lﬂ“—-*ﬂ'ﬂ*ﬁﬂﬁﬁ'-—-—-ﬂj (ﬂanut—-‘n)

%6. (u.tm...am—; a8 4+ 0,9727...a6% + 0,4646... é*)x (5 a -;ab+ w)

197. (3a? — 22 4 3a7 — 1) X (2@ + 3 — 5a¥).

198, (4a® — 3a® + 3a + 2) x {1t — 3a 4 2a.

199, 2ax3 L 2ad — 322 — Badz L Tx4) x (15as? — lalr 4 iz¥),
200. (Bplyt + b —3ply — 8pt + 6py’) x (2ply — 3y* 4 Ipy! — phy,
- (ﬂ:i-%%—%%—f;fé-%)-

s, {n:.ﬂ—gr—p.t+n='!x(m::l--n:*-p'.r+ﬂ.

204, {az? + d — ez 4 b7 x (fz? 4 A — gz).

203, 14pt — 2933 + ezt — rs) X (3@ — 3ht + dez? — i)

204, (@ = hr st x [~ 3Bx — Ja + Seud) X {@ — Ibr — cxh.

1 EXERCICES SUR LA MULTIPLIC\TION.

7. {0 — 36x% — 2cx? + Jds) X (Sdz ~ 4623 — a 4+ ezt X (Jz — dxd — LM
son. fla—btxt —{a — b2+ (1 — &) x (az— &)

e [(a* + ab + bYz* — (a + b)= + ab] x [(@ — 8)a? + 2z —{]

2. ((Em—dnjpd—(m—n)p +(2m +n)]x[(2m+ In)p? + (m + n)p — (2m— )}
211,
[+ (@4 )2+ (a*— b¥)y + (a¥— 3a1b+3abt — 83) ] x [yd—(a~—b)y+ (a%—2ab + &9

22, [0+ (20— l)xt—(at—2a+ 1)z + at—da+]x[22+ (224 Uz +(a+1)-
ts. _

(28 y3) (28 — dcty —Beyt) — (0~ 2%) (b4 + Bty Syl) - L x(Baty—dter)
L. Az =3By (Tz + By) — (8= — By) (3= + Ty) — (3= — 2y) (3= — 8y)

215, (26— 38) (Sa — 8) — [(4a — 56) (2a — 64) — (3& — 4b) (Ta — 28)]-

te. (220 —3x 4 ) (320 — izt =2z 4 ) — (kb — 22 {) (= —1).

217, (2™ — o=ty 4 =Tyt _ pm=dyd L o) % (2 + y)

£i8, {dn-p-l + Ja™ — .{ﬂ-'_' = h—.—l] »® {dl-" — glm=—1 + alm—3),

2. [w-n—lrp__ L‘EIM"]"’"" _h-.il-l'-lyﬁl}x twrl-r_hlﬂtﬂwn

e,  mtaz+d (@) (z+a).
=t. A+ +29 L+ 425
28, B+ ¥* + ¥ + 1) (my? 4 ny? + oy + p).

Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v.25, n. 1, p. 508-555, 2023 547



APENDICE 5b

EXERCICES

— Effectuer les produdts seivants :
. 443, (3a%F) Gw}-

« 445, (Ser) (~ 2.

) (= 5e):
- a0 (= Jamty) (—g5rer) (Gt

. 481. (—.:w: (— -a:*:.-') (— “5'1?)

. 447, ( n‘x*;.r’x

— Calculer les cxpréssions suivantes :

. a53. (— gd’)'-

T E
ase. (ia’b'x‘) -

— Effecruer les produits suivants :

3. 5. 4
459. (ia b—3ab + 3a) (— Eﬁ)-

481. @ a'x — 3ay — -Hu-) (4a'x'y).

463, (2x — JyM4x — 2).

486, (—4x + 3y + 1}y — 3.
487. (2x* — 3y* + 5) (=* — ).

= 488. (5xy + 3x — 23)(2x — ),
471. (14a% + 3a* — b)a® — 28).

5 [ |
» 454, (3 d‘b'x‘) ‘

« 457 (—- Ea'ﬁ‘f)ia
: 4

L3

-

480. (Eu‘ +

“)

3 . 15 2
. (.— Eﬂ" -rT.t" - EA‘) (—-

= 6b).

488. (— 2a 4 3b — S)a — b).
488. (42" — 56 + ab)(a* — b)..
470. (— 3xy + 4x — 2y)(x + 5.
472. (Ta'h — 4b* = 23%(23" + 48",

« 473, Soient les polyndmes : A = — 2x* L 3x + 5 et B = xt —x 4 3,

1® Calculer le produit AB.

2¢ Vérifier, pour x = — 3 en calculant les valsurs numériques de= A, B et du pro-

duit A.B.
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APENDICE 5b (continuac&o)

MULTIPLICATION DES POLYNOMES 81

« 474, Soitlepolyndme : A = x* —3x + 2.

1 Calculer l= carré, puis le cube de ce polyndme.
2 Vérifier pour x == — 4, en calculane les valeurs numériques du polyndme er des
résultars wouveés.

— Effecruer les produirs suivanrs, réduire er ordonner les résultars :

« 475, (2x — T)(—3x + 2). 476, (dx* 4+ T — 2292 — Zx),
. 477. (5x* — 22)(3x — %), . 478, (2r — Tx* + Sx)(3x — Sx°L8),
'-415.(—-2x+;)(4x+3]. -ﬂu.(gx—%f+5)f-l:‘-5x‘+7}.

e 481, (Tt — 2x* + 4x®)(3x* —5). » 482, (2x* — 4x¥)(x* — 2x).

. 483, (2x' —4 + 20) (x* + 5 —20). -4!4.(%;'-—-2;4.%)(%;&_%;.;.3!).

— Calculer les expressions suivantes :

+ 485, (2x < 3)}3x <+ 2}x — 4). = 488. (5x — 1X2x + 37T + 4x).

. 487. 3x' — D) (x + 1) (x — 1), -ua.(;-%)(sf-nm-;-a;.
« 488, {2:" - 3x —4}'. =« 480, (ir‘—f: -+ 2% + 5),

« 491, (Tx — 5% . 492, (x* —x + 2)%

— Développer et réduire les expressions suivantes :

483. 53a* — &) — [H2a* — ") — Aa* — 5b")].

494. 3a%(2b — 1) — [2a%(5b — 3) —2b (3a* + 1)].

495. (22 — 5b)(3a — 2b) — (2a — 1)(3a + 2b) —(a — 2B)(56 — 1).
498, (2 — 3y)(5x — 2y) — (3x — 2y)(2x + 1) — (5x — ¥}3y + 1).
487. (ax* — b)(ax® — 2b) + 3b(ax* — b) + b — 1).

498, (x — 1N(x — 20z — ¥ = 6 (x— I)Xx —2) = T (x — 1)
499. (x* =y Nz —y)x —y) + (= + y3).

500. ;.:4} (z;- —;-:) — 22 — 1) + (z:* —-f"j) (1 —%’) @ — 1),
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APENDICE 5¢

CHAPITRE 14

Calculer les produits swivants (exercices 13 i 18).
3 1 1 1 " ...
M (x={(2x+3; (Fer=12r=5: (f=2r=3i(2+1)

¥

15. (F=2x+5 (=204 2= 1); [3

1 k]
‘1”'6] [iza-zx-1)
16, (x = 1) [ + x = 1); r—=N( 44+ 1) (x4 1) (= +1)
17 k=)= +3): Qex=NPa+1)(+1) -—:(.t+1]{—-x+5]

18, (x 4+ 2% (21— 5F: 3 =+ 2% (2x~— 1F: Fe=4){3x44
19. Réduire et ordonner suivant les puissances décroissantes de fa variable z :

141-31{=+3}—3G=+1r: 2+ 1)@ +D—3@— 1)

20. Ordonnez suivant les puissances décroissantes de I3 variable x e polyndme
Pix)m (4x—N[5a4+7)—1+2x

T
“Caleulez le plus rapidement possibie P {;] et P ( - f]
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APENDICE 6a

AS INSTRUCOES DE JANEIRO DE 1957

a) Observacao e experimentacao

Observacdo e experimentacdo: trata-se realmente de alinhar as matematicas com as
outras disciplinas cientificas?

N&o ha duvidas de que no inicio, na elaboracdo de todas as ciéncias, 0S percursos
intelectuais sdo de mesma ordem: uma discriminacéo intervém depois, quando o matematico,
tendo criado entes de razdo, vai esforcar-se a estudar as propriedades deles. Mas, seu trabalho
ndo tem valor profundo se sua construgdo, por mais abstrata que seja, toma sélido apoio sobre
o real, se ela é capaz de juntar-se a ele de nele adaptar-se na medida do possivel.

N&o é essencial fazer com que a crianga, e depois o adolescente, compreenda
plenamente os lagos estreitos entre a matematica e o0 mundo sensivel? Esta seria uma das
melhores maneiras —sem dlvida— de dar confianca ao iniciante, para evitar que ele ou ela se
sinta rapidamente adiado por um estudo no qual, se permanecer privado de qualquer luz real,
ele ou ela podera vé-lo como uma espécie de ato de malabarismo, muitas vezes puramente
verbal, e sem sentido aparente?

Nos estagios iniciais de iniciacdo e aprendizado, é através da observacdo e
experimentacdo que esta conexdo pode ser feita e tornada evidente. Seu papel aparece
claramente na criacdo de seres matematicos, com sua definicdo completa. Nao é menos
importante quando se trata de descobrir algumas de suas propriedades e, nesta ocasiao, de
acessar os caminhos do raciocinio.

A observagdo dos fatos, dos individuos, de seu comportamento, sejam 0s elementos
envolvidos concretos ou abstratos, € a primeira operacdo, sensorial e mental, envolvida em
qualquer pesquisa. Mas a experimentacdo, ou seja, a observacdo de fenébmenos provocados
voluntariamente, sob condi¢Oes determinadas antecipadamente, e ndo impostas de fora,
apresenta-se naturalmente & mente ativa e curiosa como uma espécie de necessidade. E claro
que ndo se trata necessariamente de objetos materiais; pode ser, ou tornar-se, uma espécie de
experimentacao figurativa, envolvendo uma série de gestos imaginados, mas que de fato seriam
viaveis.

A fase essencial de tal pesquisa €, naturalmente, a da interpretacdo dos resultados, que
permitira tirar conclusdes: requer uma analise que deve ser feita com extremo cuidado e, em

matematica, a natureza dos seres envolvidos obriga a tomar precaucdes particulares que é
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importante fazer compreender aos iniciantes. Pois um experimento, seja ele qual for, apenas
coloca em jogo um numero limitado de objetos particulares: portanto, mesmo que seja repetido
varias vezes e modifique alguns dados, apenas revela, com todo rigor, um resultado valido sob
tal e tal condicdo. Este é o primeiro ponto que deve ser explicado e adquirido. Depois vem a
critica: "As operagdes que realizei, ou que imaginei, sdo inevitavelmente condicionadas pelas
situacOes e pelos elementos particulares sobre os quais trabalhei? Se sim, as consequéncias
obtidas tém valor apenas para estas situacdes e elementos; se ndo, surge uma nova pergunta, ou
melhor, uma série de perguntas, em que a abstracdo gradualmente se torna dominante: "As
operacOes ainda sdo possiveis e os resultados ainda séo validos se eu modificar certos dados?
Estas modificacOes, por sua vez, estdo sujeitas a algumas restricdes? Os resultados permanecem
validos independentemente destas modificacfes"? Desta forma, organiza-se uma reflexao lenta
e progressiva, que deve captar e manter a atengdo, e dar acesso as formas, abstratas e gerais,
proprias do pensamento matematico.

Naturalmente, os tipos de “experiéncias” deste tipo podem ser muito variados, e €
importante, para cada um deles, identificar claramente sua natureza e escopo, tentando chegar
ao fundo das coisas. Aqui estdo alguns exemplos simples, tomados ao acaso: No inicio da
aritmética, definimos o produto de um inteiro a por um inteiro b como sendo a soma dos
numeros b iguais a; os dois nimeros a e b desempenham papéis diferentes; se representamos
tal produto pelo simbolo a X b, ndo ha razdo para pensar que a X b pode ser igual a b X a.
Entretanto, algumas experiéncias simples, se apenas aquelas realizadas para construir uma
tabela de multiplicacdo, mostram que esta igualdade ocorre quando os célculos sao feitos a
partir de dois nimeros realmente dados. Estas observacGes, mesmo que sejam repetidas muitas
vezes, ndo nos permitem afirmar que o resultado ainda é exato com dois numeros diferentes
daqueles que ja "testamos". Sugere-se outra ideia para uma experiéncia: voltar a origem,
analisar o multiplicando "realizando™ por alguns meios a colecdo de unidades que ele
simboliza, e depois reunir um nimero dessas colec¢des igual ao multiplicador; o nUmero de
unidades assim reunidas é igual ao produto da multiplicando e do multiplicador. Se todas
estas unidades foram montadas a granel, ndo vemos mais nada, ndo estamos mais a frente
do que antes, os dois nUmeros ainda desempenham papéis diferentes. Uma nova ideia deve
ser descoberta: colocar ordem em cada uma das colecdes, depois no grupo dessas colegoes;
a dificuldade talvez seja "inventar” um arranjo utilizavel como a disposicao retangular, em
linhas e colunas, em seguida a simetria dos papéis aparece muito rapidamente, e se notara
que, para os dois numeros parciais que foram utilizados para construir este esquema, 0s

produtos do primeiro pelo segundo e do segundo pelo primeiro sdo iguais, sem necessidade
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de calcular estes dois produtos efetivamente. Esta € uma experiéncia que foi feita; é til
repeti-la mudando os ndmeros ou a natureza dos objetos que representam as unidades?
Claro que ndo. Entdo o resultado obtido ainda € valido para dois outros nimeros? Para dois
numeros quaisquer? Sejam quais forem os dois nimeros? Surge assim a propriedade geral
que, uma vez bem declarada, pode ser representada simbolicamente por uma "férmula"
cujo significado é improvavel de ser esquecido.

Naturalmente, a organizacao sistematica do trabalho manual, concebido ndo como
uma pré-aprendizagem em um determinado oficio, mas como uma educagdo, é
inteiramente desejavel; ndo vale a pena mencionar o quanto o aluno pode ganhar com uma
compreensao e colaboracdo bem compreendidas entre o professor de trabalho manual e o
professor de matematica.

Vale lembrar, neste contexto, algumas frases de Henri Bergson, a primeira das quais
deveria, de fato, servir como epigrafe para qualquer ensaio sobre educacdo: "Acreditamos que
esta na esséncia do homem criar material e moralmente, fazer coisas e fazer a si mesmo. Homo
faber ¢ a definicdo que propomos. O Homo sapiens, nascido da reflexdo do homo faber sobre
sua propria fabricacdo, nos parece igualmente digno de estima na medida em que ele resolve,
através da inteligéncia pura, os problemas que dependem unicamente de sua inteligéncia, homo
faber, homo sapiens, antes que ambos, além disso, tendam a se fundir, nés nos curvamos. O
Gnico que ndo nos é simpatico é o homo loquax, cujo pensamento, quando pensa, € apenas uma
reflexdo sobre sua palavra." —Esquecemos que a inteligéncia € apenas a faculdade de
manipular a matéria, que pelo menos comeca dessa forma— Como entdo a inteligéncia nao
se beneficiaria da educacdo da mdo? Vamos mais longe. A méo da crian¢a naturalmente
tenta construir. Ajudando-a a fazer isso, proporcionando-lhe pelo menos oportunidades,
obteriamos, mais tarde, do homem feito, uma produgdo superior; aumentariamos
singularmente o que héa de inventivo no mundo. O saber imediato do livro comprime e
suprime atividades que estdo apenas esperando para decolar. Vamos, portanto, formar a
crianca no trabalho manual, e ndo deixar este ensino para um operario. Vamos nos voltar
para um verdadeiro mestre, para que ele possa aperfeicoar o toque a ponto de torna-lo um
tato: a inteligéncia subira da méo para a cabeca.
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APENDICE 6b

b) Um adidatica euforica

Nas observacOes anteriores, a natureza dos seres matematicos foi mencionada em varias
ocasifes: sem duvida, o carater abstrato com o qual sdo marcados € um obstaculo susceptivel
de parar ou dificultar os iniciantes. Mas, com raras excecdes, parece que uma crianga pode
normalmente compreender as convencgdes elementares que correspondem aos primeiros
simbolos de aritmética, dlgebra e geometria; uma iniciacao cuidadosa deve obter este resultado.

Entretanto, uma vez que as primeiras nog0es foram adquiridas, quando se trata de lidar
com estes simbolos e trazer em jogo as ideais que eles representam, o principiante muitas vezes
parece ser atingido por uma espécie de paralisia, impedindo seu progresso, arriscando-o0 ao
fracasso. Sem duvida, as possibilidades intelectuais da crianca —ou do adulto— desempenham
um papel neste assunto, mas esta € uma desculpa bastante pobre, de escopo limitado, e a questao
deve ser colocada em outro nivel.

Estamos suficientemente preocupados, desde o inicio, em deixar claro que esses seres
da razdo que criamos sdo dotados de uma verdadeira vida, condicionada apenas pela definicao
de suas propriedades fundamentais? Ndo podemos tentar manter por tanto tempo quanto
possivel o frescor e 0 poder de seu "estado nascente"? Tudo isso é tanto mais facil quanto eles
possuem, por sua propria natureza, o privilégio de poder ser recriados a qualquer momento.
N&o hé o risco de sufoca-los, de seca-los, de fazé-los perder toda a vida por uma avalanche de
"regras" e restricbes, muitas das quais sdo indteis, se ndo prejudiciais?

Por que, por exemplo, enunciar uma "regra" —e depois impor sua memorizacao — relativa
a multiplicacdo de um produto de fatores por um nimero, quando esta operacdo, se a encontrar,
deve ser imediatamente reconhecida como muito familiar, uma vez que se pode facilmente
encontrar nela a propria definicdo da multiplicacdo de mais de dois numeros? Em vez de esperar
e exigir a aplicacdo de um mecanismo, muitas vezes mal registrado, ndo é mais interessante e
mais frutifero ter o simbolo (a, b, ¢) X d analisado, que j& possui as propriedades de um produto
de dois fatores, e que, uma vez identificado, é dotado de todas as propriedades de um produto
de quatro fatores? E entdo um jogo de descobrir as diferentes formas, e entdo, se necessario,
escolher entre elas para continuar uma transformagdo ou um calculo.

A teoria elementar dos polindbmios e das fragdes racionais ndo perderia a aridez que as
vezes tem, se se demonstrasse, por ocasido de todos os problemas que oferece, que se trata
apenas de colocar em jogo as defini¢bes de adicdo, multiplicacdo, suas operacdes inversas e as

propriedades de comutatividade, associatividade e distributividade? A observacédo cuidadosa, e
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ndo passiva, dos simbolos e sinais envolvidos, e de seu comportamento, quase sempre levara a
uma solucdo. E os "produtos notaveis" e outras formas surgirdo assim em uma atmosfera viva
que, sem davida, garantira sua conservacdo melhor, e talvez definitivamente.

Toda a teoria das proporcdes é contida na definicdo do quociente exato de um numero
por outro, e ndo podemos fazer com que ela tome forma a partir dai?

Muitas palavras da linguagem matematica evocam vida e agdo: variaveis, funcoes
correspondentes, transformacfes, equacdes, inequacGes. Devemos ter cuidado para ndo
"esclerosa-los", para tornar inertes os seres que eles representam e passivos 0s atos que eles
designam, pois seu manuseio e implementacdo séo entdo rapidamente reduzidos a tediosos
exercicios, o que um apelo a memodria, o uso de algum automatismo talvez nos permita
"resolver" corretamente, formalmente, mas sem qualquer extensdo, qualquer visao de conjunto,
qualquer razéo real de interesse.

N&o seria a quantidade de capitulos nos quais as questdes relativas ao binbmio do
primeiro grau e ao trinbmio do segundo grau sdo tratadas iluminadas por uma luz saudavel, se
se comecasse, sobretudo, por "apresentar” estes dois seres que segurardo o cartaz por muito
tempo (equagdes, desigualdades, variacOes de fungdes, representacbes gréficas, "problemas do
primeiro e segundo graus™)? Apresentar, ou seja, conhecé-los realmente, procurar as diferentes
formas que eles podem assumir, para poder identificA-los e depois, como desejamos,
transforma-los, para poder escolher. Isto ndo reduziria a nada as infelizes acusacfes que sdo
feitas com frequéncia: "trinomite" castiga, "inicia-se" pelo trinémio?

E inGtil multiplicar os exemplos; encontramo-los a cada passo, em algebra, em

trigonometria, em geometria.
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