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Resumo

O artigo dirige-se a investigacdo da validacdo em atividades de modelagem matematica, tendo
como objetivo a organizacdo de um framework relativo a validacdo nessas atividades mediante
uma triangulacéo de dados para dar coeréncia e coesao aos resultados. Para a organizacdo do
framework um quadro tedrico relativamente a tematica é capturado. Além disso, uma pesquisa
empirica é realizada com alunos de um curso de Licenciatura em Matematica. A reunido dos
dados empiricos e da estrutura tedrica permite caracterizar entendimentos, a importancia e
modos de realizar a validagdo na modelagem matematica. Embora possa ser reconhecida como
etapa final nos ciclos de modelagem, ndo se pode pensar a validagdo como processo cumulativo
que s6 se inicia ao final da atividade e do qual apenas decorre aceitacao ou refutacdo. Ao invés
disso, ela pode atuar como agente de iteratividade e orientar 0s processos decisorios dos alunos,
sendo que mecanismos de validacdo podem ser ativados em diferentes etapas da atividade. O
que se pode concluir, portanto, € que, ainda que acbes pontuais sejam reconhecidas, é na
validacgdo da totalidade da modelagem que reside a eficiéncia da validagdo como meio de gerar
confiabilidade no que se pode dizer de uma situacao da realidade por meio da matemaética.
Palavras-chave: Educacdo matematica, Modelagem matematica, Modelo matematico,

Validacéo.
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Abstract

The article aims to investigate validation in mathematical modelling activities with the
objective of organizing a framework related to validation in these activities through data
triangulation to give coherence and cohesion to the results. For the organization of the
framework, a literature review regarding the theme is realized. In addition, an empirical
research is carried out with students of a Mathematics Degree course. The gathering of
empirical data and the theoretical structure allow to characterize understandings, the importance
and ways of carrying out validation in mathematical modelling. Although it can be recognized
as the final step in the modelling cycles, validation cannot be thought of as a cumulative process
that only begins at the end of the activity and from which only acceptance or refutation results.
Instead, it can act as an iterative agent and guide students' decision-making processes, and
validation mechanisms can be activated at different stages of the activity. What can be
concluded, therefore, is that, even if specific actions are recognized, it is in the validation of the
totality of the modelling that the efficiency of validation resides as a means of generating
reliability in what can be said about a situation of reality by using mathematics.

Keywords: Mathematics education, Mathematics modelling, Mathematical model,
Validation.

Resumen

El articulo aborda la investigacion de la validacion en actividades de modelacion matematica.
Por intereses de investigacion en delinear una estructura de validacion en estas actividades, se
utiliza la triangulacién de datos como una alternativa para dar coherencia y cohesién a lo que
se pretende hacer. Para la organizacion de la estructura, se captura un marco tedrico referente
al tema. Ademas, se realiza una investigacion empirica con estudiantes de un curso de Grado
en Matematicas. La recopilacién de datos empiricos y el marco teérico permite caracterizar los
entendimientos, la importancia y las formas de llevar a cabo la validacion en la modelacion
matematica. Si bien puede reconocerse como el paso final en los ciclos de modelacién, la
validacién no puede pensarse como un proceso acumulativo que solo comienza al final de la
actividad y del cual solo resulta la aceptacion o la refutacion. En cambio, puede actuar como
un agente iterativo y guiar los procesos de toma de decisiones de los estudiantes, y los
mecanismos de validacion pueden activarse en diferentes etapas de la actividad. Lo que se
puede concluir, por tanto, es que, aungue se reconozcan acciones concretas, es en la validacion

de la totalidad de la modelizacion donde reside la eficacia de la validaciéon como medio de
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generar fiabilidad en lo que se puede decir sobre una situacion de la realidad a través de las
matematicas.

Palabras clave: Educacién matematica, Modelacion matematica, Modelo matematico,

Validacion.

Résumé

L'article porte sur l'investigation de la validation dans les activités de modélisation
mathématique. Pour les intéréts de recherche dans la définition d'un cadre de validation dans
ces activites, la triangulation des données est utilisée comme alternative pour assurer la
cohérence et la cohésion de ce qui est censé étre fait. Pour I'organisation du cadre, un cadre
théorique concernant le theme est capturé. De plus, une recherche empirique est menée aupres
d'étudiants d'un cours de Licence de Mathématiques. La collecte de données empiriques et la
structure théorique permettent de caractériser les compréhensions, I'importance et les manieres
d'effectuer la validation en modélisation mathématique. Bien qu'elle puisse étre reconnue
comme I'étape finale des cycles de modélisation, la validation ne peut étre pensée comme un
processus cumulatif qui ne commence qu'a la fin de l'activité et dont il ne résulte que
I'acceptation ou la réfutation. Au lieu de cela, il peut agir comme un agent itératif et guider les
processus de prise de décision des étudiants, et des mécanismes de validation peuvent étre
activés a différentes étapes de l'activité. Ce que I'on peut donc conclure, c'est que, méme si des
actions spécifiques sont reconnues, c'est dans la validation de la totalité de la modélisation que
réside I'efficacité de la validation comme moyen de générer de la fiabilité dans ce qui peut étre
dit d'une situation de réalité par les maths.

Mots-clés : Education mathématiques, Modélisation mathématique, Modéle
mathématique, Validation.
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A validacéo em atividades de modelagem matematica: em busca de um framework

Nas ultimas décadas vém sendo percebidos diferentes movimentos visando a introducéo
da modelagem matematica em aulas de Matematica. A estruturacao de um curriculo orientado
pelo desenvolvimento de competéncias e em que a modelagem?! é uma delas, como é o caso da
Alemanha (Ferri, 2018), a inclusdo de uma disciplina de Modelagem Matematica em cursos de
Licenciatura em Matematica e a indicacdo do uso da modelagem por documentos que orientam
0 ensino de Matematica e a formacao para professores em exercicio da docéncia, como € o caso
do Brasil (Bassanezi, 2002; Mutti & Kluber, 2018; Brasil, 2018), sdo exemplos desses
movimentos.

O que a modelagem matematica visa, de modo geral, é entender, explicar ou prever
especificidades relativamente a uma situacdo da realidade, sendo este entendimento, explicacédo
ou previsdo mediados por um modelo matematico (Geiger et al. 2022; Blum, 2015). Ou seja, a
partir do uso da Matematica, os modeladores (que no ambito da sala de aula s&o alunos e
professores) propem uma solucao para um problema de ordem ndo-matematica.

Para prover a modelagem esta caracterizacdo, reconhece-se a necessidade de um
conjunto de procedimentos, ndo desvinculados de alta demanda cognitiva (Blum, 2015), e
indicados por meio de etapas. A identificacdo destas etapas vem sendo apresentada por meio
de construc@es analiticas denominadas ciclo de modelagem. Estes ciclos, por um lado, sdo Uteis
como modelo de referéncia epistemoldgica para especificar estes procedimentos. Por outro
lado, muito eles tém sido usados quando o que se pretende é olhar para a performance do aluno
ao fazer modelagem (Barquero & Jessen, 2020).

Os modelos matematicos produzidos no decorrer de etapas deste ciclo funcionam entao
como unidades de conhecimento coerentemente estruturadas e € a partir deles que as inferéncias
as, previsoes, as explicacOes e inclusive os julgamentos relativos a situacdo, sao explicitados
(Hestenes, 2010). Estes modelos, tém um status epistemolégico aberto ao debate e séo eles a
verbalizacdo da relacdo entre a realidade, entendida como o mundo como experienciado pelo
sujeito (Hestenes, 2010). Assim sendo, podem ser descri¢cdes simplificadas dessa realidade
consoante a visdo do modelador, idealiza¢cBes de uma realidade possivel, sendo, entretanto,
sempre submetidos a comparacfes com a realidade em questdo. Estas comparacdes estéo,
portanto, integradas as etapas de um ciclo de modelagem e, em geral, ai identificadas como

validacgéo.

1 No texto, a palavra modelagem sempre é referente a modelagem matematica.
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Mas o que é validar? Segundo dicionario da lingua brasileira (Houaiss, 2021, p. 1),
validar vem do latim validare e significa, “fazer com que se torne valido a partir das regras em
vigor” A palavra validagdo se associa, assim, a acao ou intengédo de tornar algo valido e, como
sugere outro dicionario (Ferreira, 2009), tornar legitimo, legitimar.

Validar em atividades de modelagem parece se constituir, todavia, uma etapa bastante
desafiadora para os alunos, podendo ser justamente a ela atribuido o carater dinamico da
atividade e a natureza iterativa proporcionada pelo ver e rever de procedimentos (Czocher,
2018; Galbraith &Stillman, 2006).

Czocher (2013), lkeda (2013), Czocher (2018), Czocher; Stillman; Brown (2018),
ponderam que a validacdo é etapa relevante da modelagem, mas ainda pouco se tem investigado
visando apontar para como ela pode ser realizada pelos alunos e como pode ser estimulada pelo
professor, por exemplo, uma vez que € por meio dela que fragilidades de um modelo ou a falta
de credibilidade de uma resposta podem ser revistas.

Face a estas consideracOes apresentadas sobre a validacdo na modelagem matematica,
no presente artigo temos como objetivo investigar o entendimento, as finalidades e 0 modo
como se déa esta validacdo. A partir do quadro tedrico relativo a validacao e dos resultados de
uma pesquisa empirica, construimos um framework? apontando possibilidades, finalidades e

modos de realizar a validacdo em atividades de modelagem matematica.

Aspectos metodologicos

Para os interesses da presente pesquisa em esbocar um framework relativo a validacao
na modelagem matematica, mostra-se pertinente uma estratégia de triangulagio® de dados
(Duarte,2009) como alternativa capaz de construir coeréncia e coesdo relativamente ao que se
pretende realizar. Segue-se assim, um paradigma construtivista, em que, segundo Duarte
(2009), a realidade é multipla e construida, sendo o sujeito e o objeto de observacdo
inseparaveis, e prevalece a pesquisa qualitativa como atividade situada em que, para entender
a dinamica do que se pretende pesquisar, se vai a campo para captar esse objeto a partir da

perspectiva das pessoas nele envolvidas (Godoy, 1995)

2 Um framework é um conjunto de possibilidades, ideias ou crencas usadas para lidar com algum assunto,
sendo assim apontada como possivel estrutura conceitual relativa a esse assunto. (Eisenhart, 1991).
3 Segundo Duarte (2009), a triangulagdo de dados diz respeito a consideragio de diferentes dimensdes de tempo,

de espaco, de contexto e de nivel analitico a partir dos quais o pesquisador busca as informagfes para sua pesquisa.
Trata-se, portanto da exposicdo simultanea de realidades multiplas por aquele que investiga.
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Com esse viés metodologico, no artigo o olhar para a validagdo em atividades de
modelagem, por um lado, se dirige a um quadro teorico relativamente a este objeto e por outro
lado se fundamenta em uma pesquisa empirica que investiga como alunos entendem a
validacdo, que importancia Ihe atribuem e o modo como a realizam em atividades de
modelagem. Neste sentido, o sujeito que pesquisa (as autoras do artigo) e o objeto de
observacdo (a validagédo em atividades de modelagem) se interligam mediante um processo
interpretativo.

A estruturacao do quadro teorico é referente a publicacdes em periddicos cientificos da
area de Educacdo Matematica em ambito nacional e internacional a respeito da validagdo em
atividades de modelagem e inclui o material pesquisado em Kowalek (2021) referente ao ato
de validar em atividades de modelagem matematica. Resultados da pesquisa de Kowalek
(2021), no mesmo sentido de Czocher (2013), lkeda (2013), Czocher (2018), Czocher;
Stillman; Brown (2018), apontam para a discussao ainda incipiente a respeito da validagdo em
atividades de modelagem matematica.

A pesquisa empirica, por sua vez, foi realizada com alunos do quarto ano de um curso
de Licenciatura em Matematica no decorrer da disciplina de Modelagem Matemaética na
Perspectiva de Educacdo Matematica ministrada por uma das autoras do presente artigo no
segundo semestre do ano de 2021.

Conjuntamente, 0 que ja estd posto na literatura pesquisada e os dados obtidos da
pesquisa empirica viabilizam organizar o framework pretendido para sinalizar um estado atual

da investigacdo a respeito da validacdo em atividades de modelagem matematica.

Modelagem matematica e validacao

A premissa de que a modelagem matematica busca entender, explicar ou propor
previsdes para uma situacdo da realidade e de que essas a¢Oes sdao mediadas por um modelo
matematico (Geiger et al. 2022) permeia o que se prop0e a discutir o presente artigo.

Estas acdes, entretanto, sempre se vinculam a interpretacdes particulares do modelador
e os resultados refletem suas hipdteses sobre como a realidade funciona®. Ou seja, 0 que se
observa ndo é propriamente a realidade, mas a realidade revelada ao método de interpretacéo
do modelador. Assim, a modelagem é uma pratica humana em que, em certa medida, para
modelar, o sujeito modifica essa realidade e ndo a tem como estatica e completamente

representavel. Todavia, a despeito de admitir que existe um mundo real independente da nossa

4 A expressdo funcionamento da realidade refere-se a possibilidade idiossincratica de se referir e ponderar sobre
como a realidade é (Hestenes, 2010).
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compreensdo, Bunge (1985, p. 167) afirma: “se ndo créssemos na existéncia do mundo externo
nem na possibilidade de conhecé-lo, mesmo que em parte, ndo nos esforgcariamos por fazer
teorias nem experimentos, ou a0 menos ndo alcancariamos nenhum éxito em nossa exploragdo”.
De fato, como Bunge (1969) também ja menciona, Galileu, embora bem referido como pai da
modelagem matematica, efetivamente, ndo matematizou a natureza, mas sim as técnicas
experimentais que usou para entendé-la.

No contexto educacional, a modelagem matematica, ainda que ndo rigorosa e
univocamente caracterizada, em termos gerais, segue um design de atividades que incluem
etapas bem definidas (em geral associadas a um ciclo de modelagem): (1) entender a situacao
da realidade; (2) simplificar o que for necesséario (ou conveniente) nesta situacdo; (3)
matematizar a situacdo; (4) construir um modelo matematico e realizar resolu¢fes matematicas;
(5) Interpretar a solucéo e a resposta; (6) Validar o modelo e a resposta; (7) comunicar, na sala
de aula, os resultados obtidos (Almeida, 2022).

Administrar as expectativas de que o aluno inclua essas etapas em seu fazer modelagem
e como ele se movimenta ao percorré-las é relevante para o professor que vislumbra entender e
identificar as acGes dos alunos. Ndo obstante essa expectativa, o professor precisa considerar
que h& uma certa idiossincrasia dos alunos na sequéncia dessas etapas (Ferri, 2018) e que
experiéncias anteriores com modelagem bem como com a Matematica usada na atividade
influenciam as acGes dos alunos (Almeida, 2018; Niss, 2010).

Os modelos matematicos, como unidades de conhecimento resultantes da manipulacdo
da realidade, podem constituir o que Bunge (1969), denomina de metéforas sugestivas. Mas,
conforme sugere Almeida (2010), o pensamento metaférico é valioso para a modelagem
matematica e os modelos dele resultantes sdo gerados de forma recursiva e com recorréncias a
dois dominios, a Matematica e a realidade. Modelos matematicos assim construidos s&o,
segundo Lesh et al. (2000), sistemas que: (a) incluem variaveis; (b) incluem relacdes entre
variaveis; (c) requerem operagdes que indicam como essas variaveis se relacionam; (d) seguem
regras e padrdes bem definidos.

Esses modelos, por um lado, refletem decisdes dos modeladores relativamente as
simplificacOes, as varidveis, a matematizacdo consideradas para a situacdo da realidade e, por
outro lado, sdo os instrumentos em que se baseiam as interpretacdes e as respostas matematicas
e ndo-matematicas para o que se pretende conhecer relativamente a essa situacdo. Considerando
0 modelo, o0 processo de sua construgdo e a resposta por ele produzida, a validacdo na
modelagem tem nesses aspectos o0 seu objeto principal e é ela (a validagdo) um procedimento

crucial dentre as etapas de um ciclo de modelagem.
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Mas em que consiste a validagdo? Como realizd-1a? Qual a sua finalidade na atividade
de modelagem? Deliberar sobre respostas a estas questdes ¢ um caminho para orientar as buscas
por modos de realizar a validagdo na modelagem matematica.

Para além do significado expresso em dicionarios “fazer com que se torne valido a partir
das regras em vigor” (Houaiss, 2021, p.1) e tornar algo legitimo (Ferreira, 2009), a validacao
tem recebido significacbes em areas como a Matematica, a Computacdo, a Filosofia e, a que
mais diretamente nos interessa, a Modelagem Matematica.

Thacker et al. (2006), referindo-se a validacdo no ambito da Matematica, sugerem que
se trata de um processo que visa quantificar a eficiéncia de técnicas, métodos e resultados
matematicos em relacdo ao que se propGe avaliar ou medir. Essas técnicas e métodos podem
ser como ferramentas que subsidiam a construcdo de modelos (matematicos) e assim,
indiretamente, constituem a totalidade a que se dirige algum tipo de julgamento do modelo.

Mas, como sugere Parker (2020), os modelos, inclusive os modelos matematicos, nao
podem ser validados considerando as premissas de sua construcdo como certas e
invariavelmente verdadeiras e nem se pode valida-los usando sua boa performance em situagdes
anteriores para lhes garantir eficiéncia em novas situacGes. Ainda que possam se tornar
confidveis quando os resultados que proporcionam se ajustam aos dados observados, o que 0s
modelos indicam sdo sempre respostas inerentemente parciais e, como sugerem Almeida,
Sousa e Tortola (2021), sdo respostas provisorias de modo que, no que se pode dizer de uma
situacdo da realidade a partir de um modelo matematico ha uma certa temporalidade.

A questdo, a partir da qual Parker (2020, p. 4) apresenta uma intepretacdo por ele
denominada de filosofica para a validagdo é: o que se deveria avaliar —e, portanto, confirmar,
ou refutar no processo de validacdo de um modelo se ndo o proprio modelo em si? Suas
ponderacbes sobre a validacdo levam o autor a deliberar que para a validacdo (sob esta
perspectiva filoséfica), o que o modelador deve ter em mente é denominado de adequacéo ao
proposito de modo que a validacdo do modelo se d& mediante um “processo de decisdo para
definir sob quais circunstancias e quando o modelo é adequado para um determinado prop6sito”
(Parker, 2020, p. 5). Isso implica, entdo, em ponderar que a validagéo ndo pode focar somente
no modelo e tampouco somente na resposta, devendo levar em consideracdo a pergunta, ou
seja, 0 que o modelo deve responder, isto €, 0 propdsito de sua construcao.

Alvarado (2017), na mesma linha das assertivas de Parker (2020), ndo desvincula a
validagdo do modelo com os propositos de sua construcdo. Para o autor, como estimulo ao
pensamento critico, a validagdo ¢ relativa ao “um dominio de aplicabilidade e dentro de uma

faixa satisfatoria de precisao” (Alvarado, 2017, p. 32), sendo a validade do modelo determinada
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em concordancia com os propositos da prépria modelagem da qual esse modelo é resultante.
Neste sentido, este mesmo autor também sugere que “a validacdo absoluta ndo existe, mas
existem técnicas particulares que sao estabelecidas para validar aspectos da atividade”
(Alvorado, 2017 p. 33).

Esta visdo mais ampla para validacdo parece estar sinalizada em trabalhos que tratam
da temética na Matemaética e na Computacdo, por exemplo. Com efeito, Thacker et al. (2006),
Hallerstede et al. (2018) Pace (2004), Marchi (2015) e Elaasar (2018), identificam dois
procedimentos distintos na avaliacdo de modelos matematicos e de seu processo de construcéo:
a validacdo e a verificagdo. A primeira diz respeito a quantificacdo da precisdo do modelo
quando avaliado em relacdo aos dados experimentais ou em relacéo a situacdo da realidade a
que ele se associa, considerando o que dessa situacdo foi incluido no modelo; a segunda visa
avaliar e remover erros numéricos ou conceituais e, em geral, internos ao modelo e a
Matematica em que esta baseado. Assim, 0 modelo em si ndo € o Unico objeto ao qual se dirige
a validacdo, mas ela também inclui o proprio processo de modelagem em que ele € construido.

No ambito da modelagem matematica compreendida como atividade cuja realizagdo
segue algumas etapas, a validacdo € reconhecidamente incluida como uma delas, sendo
identificada, entretanto, tradicionalmente, como etapa final e interpretada, na maior parte das
vezes, como checagem dirigida tanto ao modelo quanto a resposta por ele produzida (Blum &
Leisp, 2007; Ferri, 2018; Almeida, Silva & Vertuan, 2012; Ferreira & Silva, 2019).

Hidiroglu e Giizel (2013) indicam que o foco da validagdo na modelagem matematica
deve ser a analise de quao bem o modelo e a solucéo se ajustam as particularidades da situacao
a qual se dirige o modelo. Esses autores também identificam a verificacdo, sendo essa dirigida
a avaliacdo do modelo e, decorre dela a avaliagdo da resposta, sendo, portanto, na visdo dos
autores, a verificacdo um subprocesso da validacdo. Da pesquisa empirica realizada, os autores
concluem que os professores participantes, em termos gerais, esperam dos seus alunos
procedimentos de comparacao, tanto do modelo com os dados experimentais quanto da resposta
obtida para o problema em relaco a expectativas dos préprios alunos e do professor.

Pesquisas recentes, como por exemplo Geiger et al. (2022) e Castro e Almeida (2023),
tém evidenciado que a tomada de decisdo permeia as diferentes etapas da modelagem como
atividade orientada por um objetivo e sem esquemas e respostas a priori vislumbradas. Estes
processos decisdrios ja sdo também sinalizados na pesquisa de Czocher (2018), tendo essa
autora caracterizado a validagdo como um processo continuo que se alastra por diferentes etapas

da modelagem e fomenta essas tomadas de deciséo dos alunos.
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Considerando essa expansao do processo de validagdo, Czocher (2018), com base em
uma pesquisa empirica com estudantes de um curso de engenharia, caracteriza cinco tipos
distintos de validag&o (V1, V2, V3, V4, e Vs), 0s aloca as agdes dos alunos entre diferentes etapas
de um ciclo de modelagem (Figura 1) e os caracteriza assim: no tipo V1 as a¢des incidem sobre
0s resultados matematicos e o que é avaliado sdo os célculos e procedimentos matematicos; no
tipo V2 as agdes incluem avaliar o modelo matematico, seus parametros e variaveis bem como
a sua articulacdo com o que no ciclo de modelagem se caracteriza como modelo da situacéo e
corresponde a situacéo idealizada; no tipo V3 estdo agOes diferem daquelas de V2 uma vez que
avaliam o modelo matematico em relacdo as caracteristicas do problema real; no tipo Vi as
acOes visam avaliar a resposta obtida em relacdo a situacdo da realidade considerando as
expectativas empiricas e as informacdes sobre a situacao; por fim o tipo Vs compreende acdes
de avaliar os resultados em relacdo aos dados e as informacgdes conhecidas sobre a situacdo da

realidade.

a Sitnagio - problema da realidade

b Idealizagio da situagdo da
realidade

i Matematizagiio
d Modelo matemdtico

€ Resultados mateméticos

f  Resposta para o problema

< Agbes associadas 4 validagiio

Conjunto de agdes da

atividade de medelagem

matemitica O Conjunto das agbcs associadas a
validagiio

=" Acbes nfio associadas 2
validagdo

Figura 1.
Tipos de validacao (adaptado de Czocher, 2018 p. 151)

A validacdo se figura desse modo, como um processo para analisar os procedimentos,

0 modelo, os resultados e a resposta para o problema relativo a situagdo que esta em estudo.

Ishibasshi e Uegatani (2019) a partir de atividades de modelagem matematica
desenvolvidas por alunos da Educacdo Basica em escolas do Japédo e buscando identificar os
tipos de validacdo apontados por Czocher (2018), concluiram que os alunos parecem criar o
que os autores denominam de mundo ficticio e validar os resultados obtidos pela modelagem
em relacdo a esse mundo de modo que uma situacdo idealizada passa a ser o pardmetro de

analise da precisdo do modelo. Dando continuidade a essa pesquisa, em Ishibasshi e Uegatani,
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(2022), esses mesmos autores, concluem que, ainda que se possa falar em validagcdo em um
mundo ficticio, o validar pode ser fonte de sentido para os alunos, ndo apenas no dominio
pessoal, mas também no dominio social, de modo que a modelagem matematica extrapola a

sala de aula.

As acbes multifacetadas indicadas nos estudos apontados, nem sempre sdo
espontaneamente realizadas pelos alunos. Assim, € fundamental que se reconheca que a
validacao requer do aluno, procedimentos complexos que, sem a intervencdo do professor
podem néo ser bem-sucedidos (Cakmak & Bekdemir, 2022). Ou seja, a validagdo ndo pode ser
negligenciada pelo professor, mas ele, em alguma medida, pode oferecer meios para que na
atividade de modelagem o aluno valide, verifique e tome decisoes.

A pesquisa empirica

A pesquisa empirica foi realizada com alunos do quarto ano de um curso de Licenciatura
em Matemaética no decorrer da disciplina de Modelagem Matematica na Perspectiva de
Educacdo Matematica ministrada por uma das autoras do presente artigo no segundo semestre
do ano de 2021, tendo a outra autora participado de todas as aulas como estagiaria de docéncia
no Ensino Superior®. O cenério pandémico do Covid-19 vigente & época levou a realizacio de
aulas em ambiente virtual utilizando os recursos Google Meet e Google Classroom. Os dados
em que se apoia o0 processo analitico foram obtidos pelas transcri¢cBes das gravacdes das aulas
geradas pelo Google Meet, pelos relatdrios das atividades entregues pelos alunos no Google
Classroom e das respostas dos alunos a um questionario respondido pelos grupos
imediatamente ap6s o desenvolvimento de cada atividade e também entregues neste ambiente
virtual.

Participaram das atividades os vinte e quatro alunos matriculados na disciplina os quais
sdo identificados por Ai, 1< i < 24 e que formaram sete grupos identificados como Gi, com
1<i<7. Uma atividade foi desenvolvida por todos os grupos e, além disso, os alunos também se
organizaram em grupos para desenvolver uma atividade especifica por grupo. Considerando a
extensdo possivel para o texto bem como a quantidade de dados obtidos com cada grupo,
referimo-nos a duas dessas atividades, especificadas na Tabela 1.

Tabela 1.

As atividades de modelagem matematica (produzida pelas autoras)

® Trata-se de atividade obrigatdria para alunos de programas de mestrado e doutorado e beneficiados com bolsa de
estudo da CAPES.
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Temética da atividade Alunos

Are A (Gl)
Atividade 1 Az, Ag, As, As, A7, Ag (G2
O movimento da maré na praia deCamborii A Arr, Agp (G3)

Ausz, A1s (Ga)
Aus, As, Az7, Ais (Gs)
Aug, Az, Az (Ge)
Az, Az, Az (G7)

Atividade 2
O ziper gigante As, Ass, A1g, Asg, Ao

Atividade 1: o movimento da maré na praia de camboriu®

Esta foi a primeira atividade de modelagem desenvolvida pelos alunos na disciplina.
Entretanto, eles ja haviam lido textos relativos a modelagem matemética bem como haviam
conhecido atividades ja realizadas por outros alunos, tendo assim informacao sobre possiveis
etapas de uma atividade de modelagem, por exemplo. A tematica foi sugerida aos alunos pela
professora. Face as noticias sobre o alargamento da praia na cidade de Camboriu, prontamente
os alunos se interessaram pelo tema, mesmo que, em um primeiro momento, ndo tenham
identificado na situacdo do movimento da maré um problema passivel de abordagem por meio
da Matematica.

A possibilidade de entender, explicar ou prever especificidades relativamente a esta
situacéo foi sendo percebida pelos alunos na medida em que informacdes e dados sobre a obra
de alargamento foram sendo compartilhadas. Um aspecto fundamental para que, conjuntamente
professora e alunos, identificassem um problema nesta situacdo foi a informacdo (Figura 2)
sobre 0 monitoramento da obra por meio de cameras instaladas pelo poder publico daquela
cidade ao longo da extensdo da obra. Da interacdo com estas informacdes e dos dialogos entre
todos os participantes da aula, foi definido o problema: considerando a altura da maré, em que
horéario os operarios podem progredir mais intensamente nas obras de alargamento da faixa de

areia da praia?

& Camborit é uma cidade praiana do estado de Santa Catarina - Brasil
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O MOVIMENTO DA MARE Tabua das marés para alguns dias do més de
Maré alta e maré baixa constituem um fendmeno associado as alteragdes do nivel da agua agosto de 2021 na praia de Camborit
Qo mar e resultam em variagdes na e\tensﬂ(j da areia ndo cobems pela agua. Este fenomeno Data Horério Altura
¢ relacionado com o ciclo lunar. A explicagdo deste fato foi dada apos Isaac Newton (metros)
formular a Lei da Gravitagdo Universal. em 1687 (Qualquer corpo exerce sobre um outro
corpo uma forga gravitacional que o atrai). As massas do Sol e da Lua exercem forgas que 6h41min 0.3
atraem a agua dos oceanos. provocando assim. o fenomeno das marés. A variagdo das oh36min 0.7
posigdes da Lua e do Sol comandam o ciclo das marés, isto ¢, a variagdo entre maré baixa e 02-08-2021 -
maré alta. (lua minguante) 19h18min 0.4
Desde que se iniciaram as obras, diversos canais de comunicagdo apresentam noticias 21h53min 0.6
sobre o andamento das obras. Mas um diferencial é a instalagio de 13 cameras que 3h17min 1.0
mostram em tempo real para a populagdo o andamento dos trabalhos. Pelas imagens das 09-08-2021 35 oL
cameras € possivel observar como ¢ feito o trabalho que consiste no aumento da praia (Ina nova) 11h35min B
central por meio de aterro em que areia ¢ transportada ao local por meio tubos ligados a 16h01min 1.0
uma draga, para toda a extensdo desde o ponto extremo da Barra Sul ao final da Barra 5 >
z e 4 feea 7 23h57min 0.2
Norte. A areia para o aterro vira de uma jazida situada no fundo do mar. a 15km de
distancia. Também é possivel observar os fatores que influenciam a obra. 5h49min 0.4
. ) . . , 16-08-2021 R FE
Problema: Considerando a altura da maré, em que hordrio os operarios podem progredir (lua crescente) h49min s
. . N o -
mais intensamente nas obras de alargamento da faixa de areia da praia? 19h03min 0.4
Modelo matemdtico construido (fé a altura da ondae x é o horario) 20hS0min 0.6
2h58min 0.9
3r
‘U.ﬁl: +0,137sen(7x ) paral<x<5e 9<x<l13; 11h25min 0.1
iyl 2 23-08-2021
. | 3z ) (lua cheia) 15h50min 0.9
0,539 +0,411sen(rx ) paraS<x<9e 13<sx<17;
\ 2 23h40mn 0.2

Figura 2.
Informacdes da atividade 1 (produzida pelas autoras)

A partir da definigdo do problema os alunos formaram sete grupos. No decorrer de seis
aulas (realizadas duas a cada semana) estes grupos progrediram no desenvolvimento da
atividade. Em cada dia de aula, parte do horario era com todos 0s grupos e outra parte era para
o trabalho especifico de cada grupo em salas criadas no Google Meet e cuja gravacao era
disponibilizada a professora.

O processo analitico dirigido aos dados (transcri¢fes das gravagdes das aulas, relatorio
entregue pelos grupos e respostas ao questionario) nesta atividade visa buscar indicios em cada
grupo em relacdo: (i) ao o que alunos entendem por validacdo; (ii) a importancia que atribuem
a validacdo; (iii) a0 modo como realizam a validag&o.

Para inferir sobre o que entendem por validacdo, olhamos para o relatério entregue uma
vez que foram solicitados a incluir neste texto o que foi referente a cada etapa da modelagem
que identificaram. Na Tabela 2 consta a informacdo de cinco grupos. Dois grupos néo incluiram
essa informacé&o no relatério.

Tabela 2.
O que alunos entendem por validacao (relatérios entregues pelos grupos)

Grupo Trecho do relatorio

G1 Podemos dizer que a validagdo é um momento para tomar consciéncia de erros que passaram
despercebidos tanto na parte matematica quanto na formulacéo da resposta para o problema.

G2 A validacdo consiste em um meio de andlise da resposta encontrada e de mostrar a pertinéncia das
hipoteses e simplificacOes.

G4 A validacdo envolve a andlise critica da resposta para o problema, para evidenciar se ela é consistente
e adequada para o problema.

G6 A validacdo ¢ a etapa da modelagem em que se faz necessaria a analise da representagdo matematica,
0 modelo matemético, encontrado para o problema.
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G7 A validagéo consiste em uma revisao olhando para os dados iniciais juntamente com as hip6teses e 0s
processos matematicos utilizados no desenvolvimento do modelo. O modelo deve ser aplicavel e
compreensivel.

Considerando os dados da Tabela 2, podemos concluir que nesta atividade os alunos
entendem que a validacdo: (a) constitui um momento para detectar possiveis equivocos, seja
na matematizacao da situacao, seja na elaboracdoda resposta para o problema (Gz1); (b) consiste
na avaliagdo da resposta obtida para o problema (G2,G4); (c) consiste na analise do modelo
matematico (Gs); (d) deve incluir uma revisdo mais ampla, incluindo os dados e 0s processos
matematicos usados (G7).

Para capturar a importancia que os alunos atribuem a validacdo, analisamos as respostas
de cada questionario respondido imediatamente ap6s o término da atividade. Respostas dos
alunos constam na Tabela 3.

Tabela 3.

Importéncia da validacdo na atividade de modelagem matematica (respostas dos alunos ao

questionario)

Grupo Resposta ao questionario

Gl  Avalidagdo é importante para corrigir erros, principalmente na elaboragio do modelo, ja que
0 modelo deve ter o comportamento semelhante aos dados reais que se conhece. Por isso, a
validagdo permite obtermos uma garantia de que os resultados encontrados estdo condizentes,
ndo s6 pela matematica, mas também para o problema resolvido pela modelagem.

G2 A validagdo é necesséria porque a avaliagdo feita pode nos levar a retomar etapas,
reanalisando os dados, alterando hip6teses ou modificando o modelo, podendo, portanto,
ser realizada diversas vezes durante a atividade.

G3 E importante validar os resultados encontrados para o problema, mas para isso é necessario
verificar se 0 modelo matematico esta correto. Pois se 0 modelo ndo é bom, entdo ndo serve
para responder ao problema.

G4 E importante validar os resultados obtidos para evidenciar que a solucdo encontrada é
razoavel e consistente, sendo, portanto, confidvel e adequada para o problema.

G5 Os resultados da validacdo sao importantes porque detectam que modelo pode ndo ser o mais
adequado para essa situagdo; ele pode se ajustar apenas a uma parte dos dados, podendo gerar
resultados diferentes dos esperados.

Ge Validar os resultados encontrados para o problema esta intimamente ligado com a validacéo
do modelo matematico; caso os resultados ndo sejam satisfatorios de acordo com a situacao
real, precisa-se rever o modelo, corrigir ou reconstruir, de modo que os resultados por ele
obtidos sejam mais préximos dos dados reais.

G7 A validacdo do modelo é necessaria para viabilizar a percepcdo de erros e a realizacdo de
ajustes necessarios.

De modo geral, os alunos associam a importancia da validacao a necessidade de validar
0 modelo matematico e os resultados por ele obtidos. Alguns grupos também se referem a
analise dos procedimentos usados na construcdo do modelo. A necessidade de validar
procedimentos no decorrer da atividade e ndo somente ao final, também foi mencionada por

um grupo. Outro grupo se refere & importancia da validagdo como meio que oferece a garantia
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de que 0 modelo bem como a resposta sédo adequados. Em todas as respostas a importancia da

validacdo é dirigida a resposta do problema e a verossimilhanga dos resultados do modelo com

o0s dados observados, como se fosse uma comparacéao.

Finalmente, com relacdo ao modo como o0s alunos realizam a validacdo, nosso

movimento analitico considera as informacdes do relatorio entregue e um ciclo de modelagem

matematica que os alunos foram solicitados a incluir no relatério, especificando o que foi

realizado em cada etapa (Tabela 4).

Tabela 4.

Modos de realizacéo da validacéo pelos alunos (elaborada pelas autoras)

Grupo

Modo de avaliacao

G

Validamos o modelo matematico de modo a obter o erro entre os dados observados e os dados
estimados pelo modelo. Também interpretamos e analisamos a resposta para o problema
proposto e a validamos a partir da comparagéo com os dados da internet obtidos pelas cdmeras
instaladas em toda a extensdo em que estavam acontecendo as obras.

Como resultados encontramos que:

Para dias de lua minguante e de lua crescente os horarios em que o trabalho dos operarios pode
ser mais eficiente e intenso €é: entre 6h41 min e 8h8min e entre 14h30 min e 20h 36 min.

Para dias de lua cheia e de lua nova os horarios em que o trabalho dos operarios pode ser mais
eficiente e intenso é: entre 7h26min e 13h 47min e 20h e 23h 57 min.

Isso € o que nds obtivemos pelo modelo, mas na interpretacdo nds ficamos em divida se nesse
horério da lua nova o trabalho acontecia de noite mesmo. Entdo nos sé validamos o modelo
por comparacéo.

Nos validamos o modelo para as quatro fases da lua. (o quadro aqui inserido é da lua minguante
e da lua crescente) e ai nés olhamos para o relatério do trabalho dos operarios para ver se
trabalhavam nos horarios que nés encontramos. O modelo esta bom, ai entdo nds supomos que
a resposta que ele vai dar também é.

Data Horario Horari | Altura Meédia x Emo
(horas/minutos) (metros)

02082021 6:41 6.68 0.3 0375 0375 0

9| =

9:36 9.6 0.7 0,65 0,649 0,15%

19:18 193 0.4 0375 0375 0

4 21:53 21.88 0.6 0.65 0649 0,15%

16082021 | 9 5:49 5.81 0.4 0375 0375 0

10 8:49 8,81 0.7 065 0,649 0.15%

11 19:03 19.05 0.4 0375 0375 0

12 20:50 20,83 0.6 065 0.649 0,15%

G4

Nos fizemos:

Interpretacdo e validacdo da resposta para o problema - comparacao dos horarios de trabalho
dos operarios obtidos pelo modelo com aqueles das cdmeras instaladas pela prefeitura.
Validacdo do modelo: analise do erro da altura das marés (dados observados) em relagdo
aosresultados obtidos pelo modelo para esta altura.

A validagdo do modelo foi feita por uma comparacdo entre os dados da realidade e os
encontrados pelo modelo e ocorreu na fase interpretagéo de resultados e validacdo. Vimos
que o modelo é eficiente para responder ao problema proposto, pois chegamos a um erro de
menos de 1%, o que é aceito, e deixamos claro que desconsideramos os dias em que ha
mudancas climaticas que sdo fatores para que o horério de trabalho dos operérios mude por
conta das marés.

Para a resposta n6s olhamos alguns dias da cadmera e ai vimos que no dia 14 de setembro

mostrou que as maquinas estavam realizando trabalhos de alargamento no periodo da manha

até por volta de 15h e isso coincide com o deu no modelo entre lua crescente e lua cheia.
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Gs  Validamos a resposta utilizando dados de como os operarios trabalhavam; o modelo
validamos comparando valor encontrado e valor observado. Mas é importante lembrar que
ha outros fatores que podem interferir nos resultados, mas consideramos 0 modelo obtido
adequado.

G7 Paraa validacdo do modelo e a confirmacgéo da resposta realizamos as seguintes etapas:

- Revisdo dos dados iniciais juntamente aos processos matematicos utilizados no
desenvolvimento do modelo;
- Analisamos se 0 modelo é aplicavel e compreensivel;
- Comparando os dados encontrados no inicio da atividade e os dados obtidos pelo modelo
observamos pouca ou nenhuma variacao;
- Concluimos que a implementagdo do modelo é confiavel, assim a resposta para o problema
é confidvel.

Os excertos dos relatorios e do ciclo de modelagem construido para essa atividade

indicam que em suas acdes referentes a validacdo, os alunos incluem a avaliacdo do modelo
matematico bem como a avaliacdo da resposta. Relativamente a validacdo do modelo, os
alunos comparam os resultados com os dados referentes a altura da maré nas diferentes fases
da lua obtidos no inicio da atividade.

Para a validacdo da resposta, todavia, as informacdes que Ihes dariam condicdes de
validar (ou ndo) a resposta, eram externas a atividade. De fato, os resultados obtidos com
modelo foram submetidos a uma comparagdo com informacdes que estavam disponiveis no site
da prefeitura da cidade. Neste sentido, ha nesta etapa da atividade um alto grau de autenticidade,
conforme indicam Almeida e Omodei (2022). A validacéo se volta ao proposito da construgédo
do modelo: determinar o horério de trabalho dos operarios da obra. N&o houve, entretanto, para
a resposta em particular, um olhar sobre a precisdo dessa resposta, mas, frente a técnica
disponivel de avaliar a resposta em termos das imagens de videos disponiveis sobre o horario
dos trabalhadores, a validacdo, embora ndo absoluta, foi um momento de deciséo e de reflexdo
sobra a situacdo em estudo.

Em termos gerais, os dados obtidos, indicam que as acdes referentes a validacdo
ocorreram no momento final da atividade. Usaram, entretanto a expresséo verificagdo para se
referir a analise do modelo matematico. Na Figura 3 apresentamos uma sintese relativa aos

trés aspectos analisados nessa atividade.
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Validagdo

Como os alunos a
reallzaram na atividade
Importancia atribuida
pelos alunos

Entendimento dos
alunos Validam o modelo
< comparando os
o e 2 RN Anilise do dadoser
Andlise criticada |,/ | b it / \ Permite a ‘ lados reais aos
resposta para o / \ ) S | 4 dados estimados
p p / ) - / identificagdo de erros
bl / \ matematico { \ | pelo modelo
problema / , f | na construgdo do 11
v / 1
Revisdo dos dados e Verificam se a resolugdo

Momento de identificagdo
ou de tomada de
consciéncia de possiveis

modelo.
dos processos ‘ (’

4| Serve:icomorevisioe matematica apresenta erros

verificagdo dos

matematicos usados na v

erros na matematizagio e elaboragéo dlo.modelo i procedimentos Validam a resposta por meio da
na elaboragéo da reposta. matematico realizados ao longo da analise da resposta em relagéo a
atividade. informacGes disponiveis (na
'3 internet) sobre o funcionamento
Evidencia se o modelo e a — da situacdo
& 5 Gera confiabilidade i
solugdo encontrada sao : v
e % (garantia) na resposta
razoaveis, consistente e s o1
F 3 e no modelo Ponderam que as informag&es usadas
adequados para a situagdo. 3 4 N
construido. para construir o modelo podem né&o ser

a Unica variavel que influencia na
situagdo (o horario de trabalho dos
operarios)

Figura 3.

Aspectos da validacao investigados na atividade 1 (produzido pelas autoras)
Atividade 2: o ziper gigante

A atividade com a tematica O ziper gigante foi sugerida pela professora para o grupo de
seis alunos (As, As, A4, A9, A2 € Az1). A situacdo se refere a um monumento situado na
entrada da cidade de Cianorte’, conhecida como Capital do Vestuario. O monumento é
conhecido como Portal da Moda e contém um ziper aberto sobre a rodovia PR-323 sustentado
em um lado por uma agulha e um alfinete e no outro lado por um cone.

Os alunos ja tinham experiéncias anteriores com modelagem e para a atividade foi
disponibilizada ao grupo de alunos a imagem (Figura 4) juntamente com algumas questdes entre
as quais esta: qual é o comprimento desse ziper? Reunidos em sala do Google Meet, cuja
gravacdo foi disponibilizada a professora, no primeiro dia de aula os alunos se inteiraram do
tema e definiram encaminhamentos tais como a busca de dados auxiliares necessarios,
hipoteses, simplificagbes, possiveis resolu¢cdes bem como deliberaram sobre como sua resposta
poderia ser validada. Os alunos se reuniram mais duas vezes fora do horério da aula, coletaram
dados complementares sobre a rodovia em que se localiza o portal, propuseram uma resolucéo
e uma resposta para o problema, validaram-na e, posteriormente, em uma terceira aula, fizeram

uma apresentacdo para os demais alunos da disciplina.

7 Cianorte ¢ uma cidade do norte do estado do Parand, estado da regido sul do Brasil. Uma das principais atividades
econdmicas da cidade é a confeccdo de roupas. Provavelmente por essa razdo na entrada da cidade ha um portal
que inclui varios utensilios do ramo da costura.
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O ziper gigante

Disponivel em:
https.//canaldacidade.com.br/monumento-ao-tropeiro-

completou-55- anos/portal-cianorte-efc6e5c0-1/

Figura 4.
A tematica da atividade de modelagem (dados da pesquisa)
Para esta atividade o olhar, dirigido as gravagdes das aulas e dos encontros dos alunos

do grupo, ao relatorio entregue e ao questionario respondido imediatamente apos a Gltima aula,
visa capturar o modo como os alunos realizaram a validacdo uma vez que os dois outros itens
(o que entendem por validacdo e qual é a sua importancia em atividades de modelagem) esses
alunos ja haviam respondido na atividade relativa a0 movimento das marés.

Tabela 5.

Modos de avaliacédo dos alunos (organizado pelas autoras)

Fonte do Finalidade e acéo Descricdo
dado

A20: Esse valor parece estar errado! N&o pode ser s6 isso.
A5: E, usar a altura do radar ndo vai dar certo. (A5 se refere ao
Definir a medida radar que aprece na imagem da Figura 4)
de referéncia A20: Ndo! Eu acho que o radar esta antes do portal, entdo da essa
diferenca na proporcao.
Ab5: Verdade! Séo distancias diferentes.
A10: Acho que o radar estando mais a frente, ndo € um bom ponto
de referéncia.
A20: E, temos que considerar outro ponto de referéncia
A10: Tem que ser a largura da rodovia, veja na foto (referindo-se
a imagem da figura 3).
Relatorio  Definir a medida Para determinar o comprimento real do ziper, com base na
de referéncia imagem dada, € necessario, primeiramente, estabelecer um
referencial, que serd base para a determinacdo das medidas
necessarias para resolver o problema. Inicialmente pensamos em
tomar o radar como referéncia, porém verificamos que a medida
do comprimento do radar ndo seria 0 mais adequado visto que,
na imagem, o radar se encontra em uma posicdo a frente do
portal, 0 que possivelmente altera seu tamanho na foto. Por isso
noés pesquisamos e encontramos os dados sobre a rodovia.

KA XTI

Transcri¢éo
da Gravagéo

"-v/
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Relatorio  Determinar Para verificar os procedimentos de medicdo usados na imagem
largura da rodovia para obter a largura da rodovia buscou-se encontrar a largura real
da via. Para tanto, inicialmente pesquisamos a
localizacdo/endereco do portal. Os resultados da pesquisa
apontaram que a via esta localizada na PR-323 - Zona 3, Cianorte
- PR, 87200-000 (Rodovia Jodo Jorge Saad). Sabendo que o
portal se encontra na PR-323, isto €, em uma via urbana estadual,
procurou-se determinar qual o tipo desta via. [...]. Determinou-
se, assim, que a largura de cada faixa de rolamento da via arterial
corresponde a 3,50 m.

Relatorio  Validar a Assim, sabendo que o comprimento real da via é de 3,5+3,5=7 m,
resposta fizemos as proporgbes com as medidas obtidas na imagem e
obtivemos que o comprimento do ziper € de aproximadamente 28

m

Para validar o tamanho do ziper utilizamos o0 Google Earth pelo
qual encontramos o comprimento real do ziper, utilizando a régua
do préprio sistema. Foi obtido o valor de aproximadamente
28,05m, o que se aproxima do comprimento obtido através dos
calculos de proporcéo realizados.

Transcri¢do Explicar a A validagdo foi primeiro dos nossos procedimentos para obtengao

de gravacdo validacéo da medida de 28m e fizemos isso de duas maneiras (0 grupo se
referia as duas resolugdes, uma usando régua para obter as
medidas e outra inserindo a imagem no software Geogebra).
Depois ndés usamos a medicéo pelo Google Earth para conferir
essa medida. Porgque nosso interesse era saber mesmo se estava
correto porque 28m é bastante para um portal que fica sobre uma
rodovia de 7m. Mas ai tem uma coisa que a professora falou para
nos: sera que a nossa modelagem nao serve para validar a medida
do Google Earth?

As informac0es da Tabela 5 indicam que indicios de validacdo podem ser observados desde o

inicio da atividade, ainda que isso possa ter se dado de forma inconsciente pelos alunos. Nestes
momentos, entretanto, os alunos se refeririam a verificagbes (de informacdes e de procedimentos).
Validar a resposta obtida (28m) foi importante para o grupo, considerando que o valor por si s6, ndo
tinha um significado para eles, mas associa-lo com o tamanho da rodovia, por exemplo, dava um indicio

do tamanho do portal. Para a validagdo da resposta propriamente dita, 0 grupo recorreu também a uma
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informacdo externa — a medicdo usando o Google Earth. A reflexdo a partir de uma questdo da
professora foi importante também para o grupo valorizar seus procedimentos e gerar confianga nos

métodos usados para a obtencao da resposta.

Resultados - em busca de um Framework

A reunido de argumentos ja compartilhados na literatura, trazidos a discussdo no
presente artigo, com os resultados da pesquisa empirica dirigida a validacdo em atividades de
modelagem matematica, sustenta a organizacdo do framework relativo a entendimentos,
importancia e modos de realizar a validacdo em atividades de modelagem matematica.

Os resultados relativos a como os alunos entendem a validacdo, que importancia lhe
atribuem e como a realizam nas atividades de modelagem que desenvolveram, em alguns
aspectos refletem elementos ja apontados em pesquisas anteriores, mas em outros trazem a tona
especificidades da validacdo ainda nao sinalizadas.

Os entendimentos e a importancia da validacdo para os alunos, investigados nas
atividades por eles desenvolvidas, refletem, por um lado, ac6es sinalizadoras de verificagéo,
como identificacdo de erros e sua corre¢do dirigida a procedimentos matematicos bem como a
andlise de adequacéo de dados e hip6teses. Por outro lado, revelam a énfase que os alunos dao
a validacdo, conferindo-lhe expressdes como garantia, confiabilidade e pertinéncia dos meios
usados e da resposta obtida.

Aspectos sinalizadores de que os modelos matematicos produzem resultados
inerentemente parciais, como adverte Parker (2020), de que ndo héa validagdo absoluta como
indica Alvarado (2017) e de que a modelagem € relativa ao mundo como experienciado pelo
modelador (Hestenes, 2010), conferindo ao modelo uma certa temporalidade, como advertem
Almeida, Sousa e Tortola (2021), ndo foram identificados nos dados coletados com os alunos,
ainda que possam ter sido, implicitamente, considerados por eles.

H4, todavia, uma manifestacdo de entusiasmo pelos alunos o que os faz, por meio dos
modos com que realizam a validacdo, fomentar suas decisdes com base nos meios que usam
para validar. Em ambas as atividades, 0 modelo matematico é construido com atengdo as
especificidades da situagdo, como por exemplo as fases da lua na atividade do movimento das
marés e a busca por informacdes confiaveis sobre a largura da rodovia na atividade do portal
da cidade de Cianorte. Em ambas as atividades, modelo e resposta séo validados e incluem
procedimentos especificos. Enquanto na validacdo do modelo nas duas atividades os alunos

consideram aspectos matematicos e aspectos da situacdo, na validacdo da resposta o fazem
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associado a pesquisas para além da modelagem em si, mas buscando informacgdes em contextos
externos a sala de aula e pertinentes a situacédo em estudo.

Assim, a validacdo ao mesmo tempo em que levou os alunos a validar seus
procedimentos internos e o produto final deles decorrentes (modelo e resposta), os levou a
reflexdes sobre fatores externos relativos a atividade, como é o caso de informagdes em site da
prefeitura e do Google Earth. Este aspecto da validacdo ndo foi identificado nas pesquisas da
literatura, sendo, portanto, especificidade da pesquisa empirica aqui realizada e oposta ao que
sugere o trabalho de Ishibasshi e Uegatani (2019) em que mundos ficticios sustentaram o
processo de validagéo.

O que a pesquisa empirica sinaliza é que a eficacia do modelo é associada a um proposito
(determinar o horario de trabalho dos operarios e determinar o tamanho do ziper) e a validacéo
deve apontar evidéncias de que ele atende a este propdsito. Ou seja, a aceitacdo ou a refutacdo
do modelo depende dos propdésitos de sua construcdo. Esta questao desloca o foco da validacao
do modelo em si para a validacdo do processo de modelagem como um todo, uma vez que 0
que se poderia considerar como proposito € algo definido, ou mesmo conjecturado, no decorrer
das diferentes etapas da atividade de modelagem matematica, sendo assim, a totalidade da
modelagem a quem se deve dirigir a validagéo.

Ainda que a analise das atividades de modelagem aqui referidas ndo se tenha dirigido a
identificacdo de tipos de validacdo como especificados em Czocher (2018), as informacdes da
Tabela 4 e da Tabela 5, fornecem elementos que sinalizam que os alunos validaram
procedimentos, matematicos e ndo-matematicos, no decorrer da atividade, verificaram calculos
e dados usados, validando aspectos pontuais da modelagem para além da resposta obtida.

Um framework relativo a validacdo em atividades de modelagem incluindo as
estratégias de pesquisa empreendidas no artigo é apresentada na Figura 5, revelando dos

entendimentos, da importancia e dos modos de realizar a validacdo em atividades desse tipo.
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Validag¢ao em atividades de modelagem matematica
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do professor. Inclui a verificagdo como sub-processo da validagio:

Busca pela interlocugdo com a realidade, extrapolando a sala de aula (aumenta a autenticidade da atividade);

Figura 5.
Framework para a validacdo na modelagem matematica (produzido pelas autoras)
O framework aqui construido mostra qualificacdes e modos de fazer a validagdo. O que

se pode observar é que, por um lado, ele engloba diferentes pontos de vista, incluindo
justificativa para alguns, mas ndo para outros. Assim, pode servir de guia para estudos
posteriores relativos a validacdo em atividades de modelagem matematica. Por outro lado, o0s
elementos desse framework podem também ser objeto de problematizacdo em pesquisas futuras
para, no &mbito das pesquisas em modelagem matematica, manter a flexibilidade e o debate.
De fato, baseado em varias teorizacdes ja percebidas na literatura e em praticas de
modelagem, o framework da validacdo em atividades de modelagem aqui proposto indica o que
sobre ela se diz no atual momento historico, cultural e reflete a rede argumentativa que decorre

da presente pesquisa.

Consideracoes finais

Embora sejam reconhecidos movimentos para promover a inclusdo da modelagem
matematica na sala de aula, essa inclusdo, como proposta que requer construgdes e decisdes
para as quais ndo ha esquemas a priori definidos (Geiger et al. 2022; Almeida, 2018), ainda
encontra resisténcia, inclusive em indicagdes, que podem ser observadas em materiais didaticos
para o ensino de Matematica (Doerr & Lesh, 2011; Mutti & Kluber, 2021).

Trazer para discussao e conhecimento o design ciclico, de modo geral, associado as
atividades de modelagem, pode ser uma maneira de combater essa resisténcia, colaborando para

o0 enfretamento dos desafios que a modelagem propde. Mesmo tendo cada etapa do ciclo suas
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proprias especificidades, a validagéo, em alguma medida, funciona como agédo reguladora que
demanda tomadas de decisdo e da qual decorrem julgamentos. Assim, se a modelagem
matematica busca entender, explicar ou propor previsdes para uma situacdo da realidade, quéo
bem essa explicacdo e previsdes sdo efetivadas é o que a validagéo vai indicar.

O proposito do artigo de organizar e apresentar um framework € viabilizado a partir de
uma triangulacéo de dados que acrescenta ao que ja é reconhecido na literatura relativamente a
validacdo, resultados de uma pesquisa empirica em que, com alunos de um curso de
Licenciatura em Matematica foram coletados dados mediante diferentes tipos de instrumentos.
O resultado aponta para entendimentos, modos de fazer e a importancia que a validagdo tem na
modelagem matematica.

Embora a validacdo possa ser reconhecida como etapa final nos ciclos de modelagem,
ndo se pode té-la como processo cumulativo que so6 se inicia ao final da atividade e do qual
apenas decorre aceitacdo ou refutacdo. Ao invés disso, a validagdo pode atuar como agente de
iteratividade e promover reflexdo, critica, retomadas, revisdes e pode fomentar o sucesso dos
alunos.

De fato, os resultados apontam que mecanismos de validacdo podem ser ativados em
diferentes etapas do ciclo de modelagem e podem se dirigir, em alguns momentos mais aos
procedimentos e avaliacdes matematicas, em outros mais a resposta e em outros ainda articular,
como é pretendido, as analises da matematica e sua repercussao sobre a resposta. Assim, se
distingue o processo de verificacdo do processo de validagéo.

O modelo matematico construido, embora apoiado na premissas e hipoteses relativas a
situacdo sO se torna a estrutura sistémica que precisa ser a partir de operacdes e regras da
matematica que, de forma ndo arbitraria, levam em consideracao as especificidades da situacao
a partir das conjecturas dos alunos modeladores. Neste sentido, sdo aproximacdes da realidade
e, portanto, tém status epistemologico aberto a critica e a avaliacdo. A validacdo atua entdo
como quantificacdo da eficiéncia do modelo.

O que se pode concluir, entretanto é que, ainda que agdes pontuais sejam reconhecidas
como processos de validacdo, é na validacdo da totalidade (que inclui a pergunta a ser
respondida, o0 modelo, sua construgdo e a resposta que ele é capaz de produzir) que reside a
eficiéncia da validagdo como meio de gerar confiabilidade e, na expressdo dos alunos
modeladores, garantia de que o que se pode dizer de uma situacdo da realidade mediante a
modelagem matematica constitui uma resposta adequada, ainda que essa adequacao possa ser

circunstancial e provisoria.
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