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Resumo

O objetivo deste estudo foi analisar e descrever as contribuicdes de uma organizagdo de ensino
via resolucdo de problemas para a aprendizagem do conteddo de sistemas lineares. Os
participantes foram 34 alunos do 2° ano do Ensino Médio de uma escola publica. Os
instrumentos e técnicas de registro de dados foram: gravacdo e transcricdo de audios,
fotografias, folhas de registros dos alunos e notas de campo. A analise de dados baseou-se na
pesquisa qualitativa descritiva e interpretativa e abarcou o desempenho e compreensdo dos
alunos nas quatro etapas da organizacéo de ensino proposta: (1) de uso do problema como ponto
de partida; (2) de formacdo do conceito; (3) de definicdo do conteudo; e (4) de aplicacdo em
novos problemas. Os resultados mostraram que inicialmente os grupos de alunos utilizaram
mais a estratégia de tentativa e erro, revelando pouca recorréncia as representacoes algébricas.
Nas etapas seguintes, 0s grupos revelaram compreender 0s aspectos conceituais de equacgdes
lineares e sobretudo de sistema de equag6es, de modo que puderam estabelecer relacdo entre a
linguagem conceitual e a linguagem formal, baseados nas representacdes algébricas. Na etapa
4, os grupos tiveram bom desempenho, porém constatamos dificuldades nas etapas de execucéo

e monitoramento do processo de resolucdo de problemas. Concluimos que os alunos
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demonstraram entendimento da compreensdo conceitual e dos processos algoritmicos de
sistemas lineares, revelando contribuigdes da proposta de organizagdo do ensino para o
favorecimento da construcdo do pensamento algébrico.

Palavras-chave: Ensino de matematica, Sequéncia didatica, Abordagem de ensino,

Sistemas lineares.

Abstract

The aim of this study was to analyze and describe the contributions of teaching via problem
solving organization to learning the content of linear systems. The participants were 34 2nd
year high school students from a public school. The instruments and techniques used to record
the data were: audio recording and transcription, photographs, student record sheets and field
notes. The data analysis was based on descriptive and interpretative qualitative research and
covered the students' performance and understanding in the four stages of the proposed teaching
organization: (1) using the problem as a starting point; (2) concept formation; (3) content
definition; and (4) application in new problems. The results showed that initially the groups of
students used more trial and error, with little recourse to algebraic representations. In the
following stages, the groups showed that they understood the conceptual aspects of linear
equations and, above all, systems of equations, so that they were able to establish a relationship
between conceptual language and formal language, based on algebraic representations. In stage
4, the groups performed well, but we found difficulties in the stages of executing and
monitoring the problem-solving process. We conclude that the students surveyed demonstrated
an understanding of the conceptual understanding and algorithmic processes of linear systems,
revealing contributions from the proposed organization of teaching to encourage the
construction of algebraic thinking.

Keywords: Mathematics teaching, Didactic sequence, Teaching approach, Linear

systems.

Resumen

El objetivo de este estudio fue analizar y describir las contribuciones de una organizacion
docente a través de la resolucion de problemas al aprendizaje del contenido de sistemas lineales.
Los participantes fueron 34 alumnos de 2° afio secundaria de un centro puablico. Los
instrumentos y técnicas utilizados para registrar los datos fueron: grabacion y transcripcion de
audio, fotografias, hojas de registro de los alumnos y notas de campo. El analisis de los datos

se basé en la investigacion cualitativa descriptiva e interpretativa y abarcé el desempefio y la
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comprension de los alumnos en las cuatro etapas de la organizacion didactica propuesta: (1)
uso del problema como punto de partida; (2) formacion del concepto; (3) definicién del
contenido; y (4) aplicaciéon a nuevos problemas. Los resultados mostraron que, inicialmente,
los grupos de alumnos utilizaron méas bien una estrategia de ensayo y error, recurriendo poco a
las representaciones algebraicas. En las etapas siguientes, los grupos mostraron una
comprension de los aspectos conceptuales de las ecuaciones lineales y, especialmente, de los
sistemas de ecuaciones, de modo que fueron capaces de establecer una relacion entre el lenguaje
conceptual y el lenguaje formal, basado en representaciones algebraicas. En la etapa 4, los
grupos tuvieron buen desempefio, pero encontramos dificultades en las etapas de ejecucion y
acompafiamiento del proceso de resolucion de problemas. Concluimos que los alumnos
encuestados demostraron comprensién de los procesos de comprension conceptual y
algoritmica de sistemas lineales, revelando aportes de la organizacion de la ensefianza propuesta
para incentivar la construccion del pensamiento algebraico.

Palabras clave: Ensefianza de las matematicas, Secuencia didactica, Enfoque de

enseflanza, Sistemas lineales.

Résumé

L’objectif de cette étude était d’analyser et de décrire les contributions d’une organisation
enseignante a travers la résolution de problémes a I’apprentissage des systémes linéaires. Les
participants étaient 34 éleves de deuxiéme année de I'enseignement secondaire d'une école
publique. Les instruments et les techniques utilisés pour enregistrer les données étaient les
suivants : enregistrement et transcription audio, photographies, fiches d'éleves et notes de
terrain. L'analyse des données était basée sur une recherche qualitative descriptive et
interprétative et couvrait les performances et la compréhension des éleves dans les quatre étapes
de I'organisation pédagogique proposée : (1) utiliser le probléme comme point de départ ; (2)
former le concept ; (3) définir le contenu ; et (4) I'appliquer a de nouveaux problemes. Les
résultats ont montré que, dans un premier temps, les groupes d'étudiants ont plutdt utilisé une
stratégie d'essai et d'erreur, avec peu de recours aux représentations algébriques. Dans les étapes
suivantes, les groupes ont montré qu'ils comprenaient les aspects conceptuels des equations
linéaires et surtout des systemes d'équations, de sorte qu'ils étaient capables d'établir une
relation entre le langage conceptuel et le langage formel, basé sur des représentations
algébriques. A I'étape 4, les groupes ont obtenu de bons résultats, mais nous avons constaté des
difficultés dans les phases d'exécution et de suivi du processus de résolution de problémes.

Nous concluons que les étudiants ont démontré une compréhension des processus conceptuels
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et algorithmiques des systémes linéaires, révélant les contributions de la proposition
d'organisation de I'enseignement pour encourager la construction de la pensée algébrique.
Mots-clés : Enseignement des mathématiques, Séquence didactique, Approche

pédagogique, Systemes linéaires.
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Contribuicdes de uma organizacao de ensino de sistemas lineares via resolugéo de
problemas no 2° ano do ensino médio

A BNCC — Base Nacional Comum Curricular (Brasil, 2018) orienta que o ensino de
algebra tem como um de seus objetivos o pensamento algébrico, de modo que o aluno venha a
compreender, representar e avaliar problemas envolvendo quantidades, de maneira que possa
representa-los usando a linguagem de simbolos com letras. Nesse sentido, Coelho e Aguiar
(2018) e Kuhn e Lima (2021) defenderam que esse pensamento algébrico venha a possibilitar
resolver problemas em diferentes contextos do cotidiano.

No entanto, as provas do Saeb 2019 (Brasil, 2019) e do Pisa 2018 (Brasil, 2021)
revelaram baixos indices de proficiéncia em Matemaética dos alunos brasileiros tanto no Ensino
Fundamental quanto no Ensino Médio no uso da algebra. Para Kuhn e Lima (2021), esses
resultados evidenciam que possivelmente ha um ensino de algebra fragmentado, mecanico,
descontextualizado e que ndo propicia que o aluno desenvolva habilidades e competéncias
concernentes ao conhecimento algébrico.

Nessa direcao, estudos como de Borges (2018) e Proenca et al. (2022), ambos de cunho
bibliografico referente ao ensino envolvendo algebra, mostraram posturas de professores ainda
a serem superadas. Borges (2018) indicou que os professores sdo presos a livros didaticos e
técnicas algébricas e que ndo é apresentado de maneira interdisciplinar e contextualizada.
Proenca et al. (2022) evidenciaram dificuldades de alunos para compreenséo e resolucdo de
problemas, possivelmente ocasionadas por um processo de ensino que se baseia na retomada
ou revisao de conteddos, sendo necessario aproximar-se da incorporacao de uma abordagem de
ensino que busque em maior grau a formacéo de conceitos e ndo apenas de procedimentos.

Especificamente a respeito do ensino e aprendizagem do conteddo sistemas lineares,
estudos tanto no Ensino Fundamental (Battaglioli, 2008; Cataneo & Rauen, 2018; Negromonte
et al., 2019; Valenzuela, 2007) quanto no Ensino Médio (Cunha Neto, 2020; Jorddo, 2011;
Maharani, 2020; Oktac, 2018) apontaram uma série de obstaculos, tais como: uso de livros
didaticos presos a calculos algébricos e alunos com dificuldades de compreenséao de problemas,
0 que envolve dificuldades na compreensdo conceitual e no uso de técnicas algébricas.

Campos (2019) e Campos e Farias (2020) indicam que um caminho para o
desenvolvimento do pensamento algébrico (e consequentemente de sistemas lineares), esta na
proposicdo de atividades envolvendo aritmética e algebra com foco na resolugdo de problemas,
haja vista que esta permite estabelecer conexdes e relagdes no caminho para se chegar a solucao.

Nesse sentido, o favorecimento do pensamento algébrico pode ser feito pelo uso de uma

metodologia de ensino que envolva a resolucdo de problemas. Proenga (2021) indica uma
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possibilidade para tal, ao apresentar uma proposta de organizagéo de ensino, que tem como base
adotar a resolucdo de problemas com foco no desenvolvimento conceitual, valendo-se das
seguintes quatro etapas: uso do problema como ponto de partida, formagdo do conceito,
definicdo do contetdo, aplicacdo em novos problemas. Em termos do que os estudos, citados
anteriormente, apontam, seguir essas etapas aparece como uma possibilidade contra o foco do
ensino em técnicas e procedimentos matematicos. Conforme destacaram Proenca et al. (2022),
essa proposta traz a oportunidade de o professor abordar o desenvolvimento conceitual em
sintonia com o conhecimento procedimental de conteldos matematicos.

Dessa forma, nosso artigo tem por objetivo responder a seguinte questdo norteadora:
que contribuigdes sdo elencadas de uma organizagdo de ensino via resolucédo de problemas
para a aprendizagem do contetdo de sistemas lineares a alunos do 2° ano do Ensino Médio?
Para tal, estruturamos o artigo na seguinte forma: a primeira a se¢do na qual apresentamos 0s
referenciais tedricos inerentes a nossa pesquisa, na segunda se¢do descrevemos a metodologia

adotada, seguida da terceira secdo de discussdes de resultados, conclusdes e referencias.

O pensamento algébrico para compreender sistemas lineares

Para Ponte, Branco e Matos (2009), o pensamento algebrico se orienta em trés demandas
de competéncias e habilidades: (i) representar - que envolve a leitura, compreenséo, operacéo,
traducéo e representacao algébrica em diferentes contextos; (ii) raciocinar — compreendendo a
capacidade de realizar generalizacGes, compreensdo de regras e deducdes; e (iii) resolver
problemas e modelar situacdes — por meio do uso conhecimentos algébricos, funcdes, graficos,
de resolucdo de problemas matematicos e de outros dominios. Ponte (2006) corrobora com
essas ideias enfatizando que o pensamento algéebrico deve ainda se preocupar em estabelecer
relacdes e representacOes entre objetos concretos e abstratos. Para Coelho e Aguiar (2018), o
pensamento algébrico deve ter por objetivo propiciar que os alunos construam um pensamento
de busca de analogias e padrbes ao se depararem com situacdes problemas do cotidiano.

Nesse contexto, a BNCC — Base Nacional Comum Curricular (Brasil, 2018) infere que
a algebra deve ter por objetivo a construcdo do pensamento algébrico em um caminho que o
permita compreender, representar e avaliar problemas envolvendo quantidades de modo a
representa-los por uma linguagem de simbolos e letras. Kuhn e Lima (2021), ao refletirem sobre
a construcdo do pensamento algébrico na BNCC, inferem que para que ela aconteca, os alunos
devem ser capazes formular, empregar e interpretar a matematica em diferentes contextos.

Nesse panorama, Pinheiro (2019) orienta para a necessidade de que muitas escolas devem
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preparar-se de modo a implantar propostas de ensino que garantam a promogéo de condigdes
que alcancem as habilidades e competéncias mencionadas pela BNCC.

Concernente a sistemas lineares, a BNCC chama a atencdo de que o aluno deve ser capaz
de resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras &reas do
conhecimento, que englobem equacdes lineares fazendo uso de técnicas algébricas e gréficas.
Nesse sentido, Pontes (2021) enfatiza que o ensino de sistemas lineares tem importancia na
medida que os alunos tenham compreensdo e entendimento para resolver problemas
matematicos tendo conhecimento de suas aplica¢cdes no contexto do cotidiano.

Dessa maneira, 0 ensino de sistemas lineares deve permitir uma constru¢do do
pensamento algébrico no sentido de que o aluno seja capaz de alcancar as demandas apontadas
por Ponte, Branco e Matos (2009) na forma de: representar — pela compreenséo, entendimento
e reconhecimento de situacBes matematicas em diferentes contextos que sejam equivalentes a
sistemas lineares; raciocinar — relativas a capacidade de generalizar e planejar estratégias que
permitam resolver sistemas lineares; e, resolver problemas de modo a usar metodos algebricos
como por exemplo, o Teorema de Cramer e o0 escalonamento para resolucgdo de sistemas lineares
de modo a se chegar a solucdo de problemas.

No entanto, no Brasil, o ensino de sistemas lineares apresenta um contexto de
dificuldades, a comecar pelos livros didaticos. Battaglioli (2008) e Cataneo e Rauen (2018) ao
analisarem livros didaticos de Matematica para alunos do 8° ano do Ensino Fundamental,
apontaram a priorizacdo de calculos algébricos deixando de lado problemas contextualizados.
Além disso, perceberam nos livros a auséncia de atividades de elaboracdo de problemas,
interpretacdo grafica e de conversdes inversas.

No trabalho em sala de aula, Delazari (2017), Negromonte et al. (2019) e Valenzuela
(2007) e no Ensino Fundamental e Jordao (2011) no Ensino Médio, apresentam investigacdes
nas quais os alunos pesquisados apresentaram dificuldades em tdpicos de sistemas lineares,
com entraves em interpretacdo de enunciados de problemas, na resolucdo de equacgdes com trés
incdgnitas e para classificar de maneira correta um sistema linear.

Esse panorama brasileiro é semelhante também em apontamentos de pesquisas
internacionais tanto no Ensino Fundamental, no Ensino Médio e no Ensino Superior. Maharani
(2020) e Oktac (2018) ao pesquisarem alunos de Ensino Médio da Indonésia, observaram
alunos com obstaculos para identificarem conceitos e para resolverem problemas que exigiam
raciocinio l6gico mais elaborado no trabalho com sistemas lineares, dificuldades estas com
origem em conteudos algébricos do Ensino Fundamental. Chegando ao Ensino Superior,

também na Indonésia, Dewi et al. (2021) investigaram licenciandos do curso de licenciatura em
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Matematica apontando individuos com dificuldades para construir relagdes entre algoritmos
algébricos na resolucéo de sistemas lineares devido a um conhecimento conceitual imaturo.
Sobre esse fato elencado, os autores salientam a necessidade de pesquisas envolvendo a
compreensdo conceitual de conteddos algébricos, sobretudo de sistema lineares.

No aspecto de ensino e aprendizagem de sistema lineares, a BNCC (Brasil, 2018) orienta
que o ensino de sistemas lineares deve tornar o aluno capaz de “resolver e elaborar problemas
do cotidiano, da Matemaética e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacdes
lineares simultaneas, usando técnicas algébricas e graficas”. Por outro lado, Proenga, Campelo
e Santos (2022) enfatizam que a BNCC néo traz a resolucdo de problemas como uma forma de
ensino, preocupando-se apenas em levar os alunos a uma aplicagdo e/ou utilizacdo da
matematica aprendida no dia a dia da sala de aula. Nesse sentido, Proenga, Campelo e Santos
(2022, p. 17) argumentam que “se a resolucdo de problemas for integrada ao curriculo, entdo
deve ser entendida como estratégia de ensino e aprendizagem, e ndo simplesmente para aplicar
contetudos”.

Tendo em vista esse panorama, acreditamos que a abordagem de ensino por meio da
resolucédo de problemas e com viés na formacdo conceitual pode ser promissora no sentido de
mudar esse quadro de percalcos apontados no ensino de algebra e de sistemas lineares. Sobre

essa abordagem de ensino é que dissertaremos na proxima subsecéo.

A resolucéo de problemas no ensino de matematica

Sobre problema e exercicio, Schoenfeld (1985) aponta que um problema gera um
impasse intelectual na pessoa que tenta resolvé-lo, enquanto no exercicio o esquema de solugéo
é acessado facilmente. Echeverria e Pozo (1998, p. 25) corroboram com essa ideia salientando
que para um exercicio ja “dispomos e utilizamos mecanismos que nos levam de forma imediata,
a solugdo”. Desse modo, percebemos que a fun¢ao de um exercicio no ensino da matematica
esta atrelada a aplicacdo de formulas, algoritmos, regras e modelos. Sobre tais ideias, Proenca
(2018, p.17-18) defende que

[...] uma situacdo de Matematica se torna um problema quando a pessoa precisa
mobilizar conceitos, principios e procedimentos matematicos aprendidos anteriormente
para chegar a uma resposta. N&o se trata, assim, do uso direto de uma formula ou regras
conhecidas — quando isso ocorre, a situacdo tente a se configurar como um exercicio
(Proenca, 2018, pp. 17-18).

Nesse panorama, Proenca (2018) aponta quatro etapas para resolucdo de um problema

e que necessitam do dominio de conhecimentos cognitivos, 0s quais descrevemos a seguir:
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Representacdo — que diz respeito ao momento no qual o aluno compreende ou interpreta
0 problema que estd tentando solucionar. Para isso, toma posse de seus conhecimentos
linguisticos, semanticos e esquematicos. Nesse sentido, os conhecimentos linguisticos
abarcam a compreensao da lingua materna, do reconhecimento das palavras e das relagdes entre
sujeitos e objetos. J& conhecimentos semanticos sao aqueles necessarios para identificacdo dos
termos matematicos e suas relagdes. E, por fim, os conhecimentos esquematicos permitem
reconhecer a esséncia do problema com base em conhecimentos matematicos prévios,
verificando assim se o problema é de geometria, algebra, aritmética, entre outros (Proenca,
2018).

Planejamento — envolve a utilizacdo de uma estratégia para resolugdo do problema. Para
tanto, se faz uso de conhecimentos estratégicos “[...] que sugere o ato de gerar € monitorar um
plano de ag¢ao” (Proenca, 2018, p. 25). Nesse sentido, o aluno pode tragar estratégias como o
uso de tentativa e erro, por desenhos, tabelas etc. Execu¢do — é o momento no qual o aluno
executa a estratégia proposta para resolver o problema. Desse modo, sdo necessarios 0 uso de
conhecimentos procedimentais do individuo para usar seu pensamento lo6gico na busca de
estabelecer relagcdes espaciais e quantitativas (Proenca, 2018). Monitoramento — essa Ultima
etapa refere-se a verificacdo da resposta encontrada em concordancia com a pergunta do
problema e ao ato de rever a solugéo seguida (Proenca, 2018).

Sobre o ensino de matematica que utiliza a resolugcdo de problemas, apresentaremos a
proposta de Proenca (2021) de ensino via resolucdo de problemas, a qual corresponde a uma
proposta de organizacdo de ensino, baseada em quatro etapas que correspondem a uma
sequéncia de aulas a serem abordadas pelo professor em sala de aula, a saber:

Etapa 1 — Uso do problema como ponto de partida: essa primeira etapa envolve o
trabalho de ensino via resolucédo de problemas, na qual um problema é usado como ponto de
partida para um novo conteido/conceito/assunto matematico que se queira ministrar. Para essa
etapa, tomamos como referéncia as cinco a¢bes do Ensino-Aprendizagem de Matematica via
Resolucédo de Problemas (EAMVRP) de Proenca (2018), a saber:

(a) Escolha do problema: nesta acdo, o docente devera realizar a escolha de uma
situacdo de matematica (possivel problema) com objetivo de direcionar os alunos a usarem seus
conhecimentos matematicos prévios, levando-os a construir o contetdo/conceito/assunto que
sera introduzido e que propicie que os alunos estabelecam relaces entre 0s conhecimentos
matematicos que usam e 0 novo conhecimento ministrado. Ainda sobre essa situacdo de
matematica, Proenca (2018) sugere que ela possa apresentar mais de uma resposta e que se

busque prever estratégias diferentes a serem adotadas para sua resolucéo.
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(b) Introducéo do problema: essa acdo envolve 0 momento de contato do professor com
os alunos no ambiente de sala de aula no qual é sugerido a divisdo dos alunos em grupos
menores. Tal fato auxilia os individuos a compartilharem suas ideias, conhecimentos e
experiéncias vivenciados anteriormente. O comando do docente é para que os alunos tentem
resolver da maneira que quiserem ou acreditarem ser mais conveniente, sendo 0 momento que
a situacdo de matematica pode se configurar como um problema.

(c) Auxilio aos alunos durante a resolucdo: Nessa terceira acdo, o professor deve
auxiliar os alunos sobre suas duvidas frequentes, interpretaces equivocadas e a racionalidade
da resposta no caminho de resolug&o. E um momento no qual o professor atua como observador,
incentivador e direcionador do processo de aprendizagem. Caso se faca necessario, o docente
poderd auxiliar os alunos por meio de estratégias de resolucdo pré-estabelecidas na primeira
acdo (de escolha do problema).

(d) Discussao das estratégias dos alunos: essa a¢éo abarca a socializacdo das resolugdes
adotadas pelos grupos. Proenca (2021) infere que esse momento é propicio para que os alunos
possam perceber e construir relagdes entre os conhecimentos que utilizaram. Nessa agéo, 0
docente deve apontar dificuldades e equivocos cometidos durante a resolucao e levar os alunos
para sintetizar o que compreenderam e aprenderam.

(e) Articulacao das estratégias dos alunos ao contetido: nessa Ultima agéo, o professor
deverd buscar articular as estratégias usadas pelos alunos ao conteudo/conceito/assunto
matematico que queira introduzir. Sobre esse momento, Proenca (2018, p. 52) enfatiza que se
busque por pontos centrais na estratégia(s) para articular ao novo contetdo, discutindo com os
alunos a relacdo existente.

Etapa 2 — Formacéao do conceito: Essa é a etapa na qual os alunos desenvolverdo seus
construtos mentais, 0s quais sdo inerentes a construcdo da aprendizagem de cada pessoa.
Proenca (2021, p. 04) salienta que para esse momento “deve-se partir de alguns exemplos e nao
exemplos e elaborar uma atividade para envolver os alunos na identificacdo de caracteristicas
que fazem parte do conceito”. Nesse sentido, o autor enumera alguns pontos a serem seguidos

nas atividades a serem desenvolvidos pelos alunos como:

a) explorarem exemplos e ndo exemplos do conceito para explorar suas caracteristicas;
b) apresentarem uma definicdo para o conceito (construto mental), o que evidenciara as
caracteristicas do conceito que eles mencionam; c) apresentarem outros tipos ou
variacdes do conceito, ou seja, apresentar exemplos do conceito; d) apresentarem nao
exemplos do conceito, 0 que permite ampliar a compreensdo conceitual, pois, por
exemplo, para saber o que é uma equagdo de segundo grau, também é importante saber
0 que ndo é (Proenga, 2021, p. 09).
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Etapa 3 — Definicdo do conteudo: Essa terceira etapa envolve o trabalho do professor
com relacédo a defini¢do e apresentacéo dos algoritmos que dizem respeito ao conteudo. Proenca
(2021) aponta que nesse momento, deve-se abordar a definicdo do conceito matematico e dos
procedimentos algoritmicos de resolugdo. O autor orienta que nessa etapa deve-se ter uma
preocupacdo em estabelecer a relacdo entre a linguagem matematica formal e a linguagem
adotada nas atividades de formacdo conceitual da segunda etapa, com um foco no debate
coletivo sobre seus entendimentos sobre a estrutura matematica até chegar a uma sintese entre
as representacdes adotadas.

Etapa 4 — Aplicacdo em novos problemas: Proenca (2021) infere que essa quarta e
ultima etapa é aquela na qual o docente elabora suas aulas com base no uso de novas e diferentes
situacbes que compreendam novos problemas ou possiveis problemas objetivando a
transferéncia de aprendizagem dos alunos do conceito matematico e dos processos algoritmicos
estudados. Nessa etapa, orienta-se em uma abordagem de ensino para resolugédo de problemas,
porém o foco decorre da formacgdo conceitual, devendo-se observar e avaliar os alunos no
processo de resolucdo de problemas. Por fim, Proenca (2021) salienta que para essa etapa, as
situacbes de matematica trabalhadas devem ser contextualizadas envolvendo temas do

cotidiano, vida social, politica, econdmicas e de diferentes areas das ciéncias.

Metodologia

A presente pesquisa envolve o0 ambiente de sala de aula, em que o pesquisador (primeiro
autor) era o professor da turma envolvida. Assim, o estudo teve como participantes 34 alunos
(22 do género feminino e 12 do género masculino) do 2° ano do Ensino Médio de uma escola
publica no Estado do Parana. Esses participantes e seus responsaveis legais assinaram o TCLE
— Termo de Consentimento Livre e Esclarecido e o TALE — Termo de Assentimento Livre e
Esclarecido. Tal processo foi acompanhado previamente pelo Comité Permanente de Etica em
Pesquisa com Seres Humanos da Universidade Estadual de Maringd — Parana, sob o parecer
consubstanciado nimero 5.716.066 concedido pelo 6rgao. Nesse sentido, a identidade de todos
os alunos investigados foi preservada, em que atribuimos a nomenclatura Al, A2, A3 e assim
por diante.

Os instrumentos de coleta e registro de dados adotados foram: gravacdo e transcri¢ao
das aulas, fotos das realizacdes das atividades, folha de atividades dos alunos e notas de campo.
Nesse panorama, Duranti (1997) enfatiza que a gravacdo e transcricdo de audios abrem
caminhos para o entendimento de como os individuos usam a fala e outros instrumentos do

cotidiano. Segundo Martins (2008), o uso de fotografias em pesquisas sociais ajuda no
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entendimento e compreensdo dos fendmenos humanos e sociais em um processo que abre
caminhos para analises de questionamentos e experimentos. Por fim, Godoy (1995, p. 29)
justifica que o uso de notas de campo permite que o pesquisador identifique “dimensdes,
categorias, tendéncias, padroes e relacdes, desvelando-lhes o significado”.

Em sala de aula, elaboramos e desenvolvemos uma proposta de ensino sobre o contetdo
de sistemas lineares, tomando como norte as quatro etapas da organizacdo de ensino via
resolugéo de problemas, propostas por Proenca (2021). A Tabela 1 mostra o cronograma com
as atividades trabalhadas nas aulas em cada etapa:

Tabela 1.

Cronograma das atividades que foram realizadas em sala de aula (Elaborada pelos autores
2025)

Etapas de

Proenca (2021)  Aulas Conteudos Descricdo das atividades realizadas

matematicos

1,2,3 e Sistemas lineares Situacdo 1: Resolver o problema equivalente a um

Uso do e4  com 3equacbes e 3 sistema linear do tipo 2x2.
problema como incognitas
ponto de partida Situacgdo 2: Resolver o problema equivalente a um

sistema linear escalonado 3x3.

5e6 e Equacdolineare  Atividades 1: Dado o Quadro 1 com equagBes
suas caracteristicas.  lineares e o Quadro 2 com equagfes ndo lineares,
e Solugdo deuma  apontar as caracteristicas observadas de uma
equacio linear. equagdo linear e de uma equagéo néo linear.

Atividades 2: Dados os itens a, b e c, assinalar as
equacles que sdo lineares e justificar as que ndo
sdo.

Atividades 3: Discutir o significado de solugéo de
uma equacdo linear.

Formacdo do 7e8 e Sistemalineare  Atividades 4: Retomar os sistemas lineares das
Conceito suas caracteristicas. situacbes 1 e 2 e apontar as caracteristicas
e Solucdo de um observadas.

sistema linear. o . ]
Atividades 5: Dar exemplos de sistemas lineares do

tipo 2x2 e do tipo 3x3.

Atividades 6: Apresentar a definicdo do conceito da
solucdo de um sistema linear e analisar um
exemplo.

Atividades 7: Realizar a sintese de dos conceitos
estudados de equacdo linear, sistema linear e de
suas solucdes.

A 9e10 e Sistema linear Atividade 8: Ler a definicdo formal de: um sistema
Definicdo do . i « . L2

id mxn. linear mxn; da solugdo de um sistema linear; e de

Contetido e Solucdo de um um sistema linear 3x3. Apresentar as classificagdes

sistema linear.
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e Sistema linear de um sistema linear. Resolver sistemas lineares
3x3. usando o Teorema de Cramer.

o Classificacdo de

um sistema linear.

e Teorema de
Cramer.
13e14 o Escalonamento de Atividade 9: Resolver sistemas lineares usando o
sistemas lineares. Escalonamento.
Aplicagioem  15e16 Problemas Atividade 10: Resolver problemas diversos
novos envolvendo equivalentes a sistemas lineares.
problemas sistemas lineares

A Tabela 2 a seguir mostra sobremaneira as atividades propostas aos alunos durante as

aulas de nossa organizacgéo de ensino:

Tabela 2.

Atividades desenvolvidas nas 4 etapas da organizacéo de ensino (elaborada pelos autores
2025)

ETAPA 1 -USO DO PROBLEMA COMO PONTO DE PARTIDA

Situacdo 1: Na Livraria A, Paulo fez dois orcamentos:

Orcamento 1: uma borracha da marca Pitagoras e um lapis da marca Newton. Total: R$ 8,00.
Orcamento 2: duas borrachas da marca Pitagoras e quatro lapis da marca Newton. Total: R$ 27,50.
Qual o preco da borracha Pitagoras e do lapis Newton na Livraria A?

Situacdo 2: Ja na Livraria B, Paulo fez mais trés orcamentos:

Orcamento 1: uma borracha da marca Pitagoras, dois lapis da marca Newton e uma caneta da marca Leibniz.
Total: R$ 9,00.

Orcamento 2: dois lapis da marca Newton e duas canetas da marca Leibniz. Total: R$ 11,00.
Orgamento 3: trés canetas da marca Leibniz. Total: R$ 10,50.

Qual o preco da borracha Pitagoras, do lapis Newton e da caneta Leibniz na Livraria B?

ETAPA 2 - FORMACAO DO CONCEITO
Atividade 1:
a) No quadro 1 abaixo, observamos exemplos de equac6es que podemos chamar de lineares:

QUADRO 1
Nx+4y=10

H)a+2b—c=_?l

m
1n >~ dn=-25

W)V3x—115y+nz=7

Quais caracteristicas vocé observa que uma equacdo linear PODE ter?

b) Agora, no quadro 2 temos equacdes que NAO SAO lineares:
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QUADRO 2
Nx.yz=8

Mya*+2b*+ec=—-9
5
1) =+ 10u = v* = 0

W)yV3d-95w+mz=7

Quais caracterfsticas vocé observa que uma equacdo linear NAO PODE ter?

Atividade 2: Assinale quais equagfes abaixo sdo lineares, em seguida justifique porque as demais equacGes
n&o sdo lineares.

A Jx+y+z=10 D)( )a®+b*=10 D)( )a®+b*=10
BY( Ja*+ b ++Jc =25 _ 3 , 3
c) ({: Ym +np =10 E)( Jx+y-9z =2 E)(Jx+y-9z=¢

HO2eb=6 OO+ b=6
a a

Atividade 3

a) Na equacdo linear x +y = 10, quais valores para x e para y tornam a equacao linear uma sentenca verdadeira?
b) E na equacdo linear a + b—c =0, quais valores para a, b e ¢ tornam a equacao linear uma sentenca verdadeira?
c) O que significam para as equacd@es lineares os valores numéricos que as tornam em sentencas matematicas
verdadeiras?

d) Observando os itens a e b 0 que vocé pode observar em relacdo a quantidade de solu¢des de uma equacdo
linear?

Atividade 4: Vamos retomar os sistemas de equacdes lineares que vimos nas aulas anteriores:

Sistema linear da Situagéo 1: Sistema linear da Situacéo 2:
{b+l=8 b+2l4+c =9
2b + 41 = 27,50 2l+2c=11

3¢ =10,50

Responda: Quais caracteristicas vocé observa na forma matematica de um sistema linear?

Atividade 5: Dé um exemplo:
a) De um sistema linear com duas equacdes e duas incognitas.
b) De um sistema linear com trés equaces e trés incognitas.

Atividade 6:
Na aula anterior vocé compreendeu o conceito de solucdo de uma equagdo linear, agora como vocé explicaria
0 que ¢ a solugdo de um sistema linear?

Atividade 7:

Tendo por base o que vocé estudou nas duas Ultimas aulas. Escreva com suas palavras, o que vocé compreende
por:

a) Equacdo linear.

b) Solugéo de uma equacéo linear.

c) Sistema Linear.

d) Solugdo de uma equacéo linear.

ETAPA 3 - DEFINICAO DO CONTEUDO
Sistema Linear m x n
Um conjunto de m equacdes lineares e n incdgnitas x1, x»,...,x» € chamado sistema linear m x n (IEZZl et al.,
p. 103, 2016).
Solucéo de um sistema linear
Dizemos que a sequéncia de nimeros reais (a1 az,...,an) é solu¢io de um sistema linear de n incognitas se é
solucdo de cada uma das equagdes do sistema (IEZZI et al., p. 103, 2016).
Classificacé@o de um Sistema Linear
A tabela a seguir apresenta as classificacOes, abreviaturas possiveis de um sistema linear em relacdo a sua
solucdo:
| Classificacéo | Abreviatura | Solugéo |
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Sistema Possivel e Determinado SPD Admite uma Unica solugdo.
Sistema Possivel e Indeterminado SPI Admite infinitas solucdes.
Sistema Impossivel Sl N4&o admite solugdes.

Atividade 8: Resolva os sistemas lineares abaixo usando o Teorema de Cramer
x+y+z =6 x+2y+z =9 2x—y+z =3

A) {2x+y—z= 1 B){ 3x+y= -5 C){x+y+22= 9
dx+y+2z= 12 2y+z=11 —x+3y+z=17

Atividade 9: Escalone, classifique e resolva os sistemas lineares abaixo:
x+2y+z= 8 2x+y—z =8 x+y+z =06

A) {2x+5y—z= 9 B){ x—=3y= 10 0) {3x—y+z= 2
3x+y+z=8 3x—-2y—z= 2 dx+4y+4z= 2

D)y2x+y—z= 3 2x+y—3z= 4

x+2y+z=9 x+y+z=1
0|
3x—y—2z= -4 3x+2y—2z=5

ETAPA 4 — APLICACAO EM NOVOS PROBLEMAS
Atividade 10: Transforme os enunciados das questdes a seguir em um sistema linear (naqueles que ainda néo
tem). Em seguida, resolva os sistemas usando o teorema de Cramer ou a técnica algébrica de escalonamento
que vocé aprendeu nas aulas anteriores.
A) (FUVEST/1992 - Adaptada)
Carlos e sua irmd Andreia foram com seu cachorro Bidu a farmacia de seu avd. L& encontraram uma velha
balanca com defeito, que s6 indicava corretamente pesos superiores a 60 kg. Assim, eles se pesaram dois a dois
e obtiveram as seguintes marcas:
e Carlos e o cdo pesam juntos 87 kg;
o Carlos e Andreia pesam 123 kg;
e Andreia e Bidu pesam 66 kg.
Determine o peso de cada um deles.
B) (UFMS/2018 - Adaptada) O sistema a seguir foi construido com base nas vendas mensais de trés
vendedores (A, B e C), em que os valores de X, y e z sdo as quantidades vendidas por cada vendedor.
Aix+2y+3z=14
B:2x—-3y+2z=2
C:—2x+y—5z=-15
Determine, o produto das vendas dos trés vendedores.
C) (ENEM/2020-Adaptada) Em um pais, as infra¢cBes de transito sdo classificadas de acordo com sua
gravidade. Infragdes dos tipos leves e médias acrescentam, respectivamente, 3 e 4 pontos na carteira de
habilitacdo do infrator, além de multas a serem pagas. Um motorista cometeu 5 infragcBes de transito. Em
consequéncia teve 17 pontos acrescentados em sua carteira de habilitacdo. Qual é a razdo entre o nimero de
infracdes do tipo leve e o nimero de infragBes do tipo média cometidas por esse motorista?
D) (UFRN/2001- Adaptada) Trés amigos, denominados X, Y e Z, utilizam o computador todas as noites. Em
relacdo ao tempo em horas, em que cada um usa o computador, por noite, sabe-se que: * O tempo de X mais o
tempo de Z excede o de Y em 2; ¢ O tempo de X mais o quadruplo do tempo de Z é igual a 3 mais o dobro do
tempo de Y; ¢ O tempo de X mais 9 vezes o tempo de Z excede em 10 o tempo de Y. Determine soma do
ntmero de horas de utilizagdo do computador, pelos trés amigos, em cada noite.

Conforme resume a Tabela 1, destacamos que ocorreram 16 aulas de 50 minutos,
divididas em duas aulas diarias nas tercas e quintas-feiras entre os meses de julho a setembro
de 2022. Entretanto, esses dias abarcaram um periodo chuvoso no qual ndo foi possivel
estabelecer o0 mesmo nimero de equipes participantes nas 4 etapas pesquisadas, devido a falta
de alunos nos dias de nossa pesquisa. Por esse motivo, os quadros de analises da préxima se¢édo

apresentaram diferentes niUmeros de equipes participantes para cada etapa analisada.
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Diante das aulas realizadas em nossa proposta de organizacdo de ensino, a presente
pesquisa € de abordagem qualitativa, tendo em vista que os dados coletados visaram as
compreensdes dos alunos do conceito de sistemas lineares, é de carater indutivo e descritivo,
em que o professor da turma é o principal ator, devido suas interpretacdes (Bogdan; Biklen,
1994). Com isso, os procedimentos de analise dos dados gerados por nosso estudo pautaram-se
na analise descritiva e interpretativa. Para Gil (2007), a pesquisa descritiva objetiva sobretudo
realizar a descricdo das caracteristicas de um fenémeno ou de uma populagédo ou das relagdes
que se estabelecem entre elas. J& o caréater interpretativo, segundo Rosenthal (2014), traz novas
possibilidades ao investigador, permitindo-lhe outros olhares para os fendmenos investigados,

reconstruindo correlagdes e os sentidos de casos particulares concretos.

Resultados e discussdes

Nesta secdo, apresentaremos os resultados e discussdes encontradas em nossa pesquisa.
Para tanto, separamos as analises por etapas de modo a contribuir com melhor entendimento ao

leitor.

Analise da etapa 1 — usando o problema como ponto de partida para o ensino de
sistemas lineares

Em relacdo aos resultados da etapa 1 de uso do problema como ponto de partida de
nossa organizacao de ensino, a Tabela 3 a seguir mostra como se deu o desempenho das 15
equipes participantes relativas as situacfes 1 e 2, no qual o nimero na frente de cada item

representa a quantidade de equipes referentes a esse item:

Tabela 3.

Desempenho das 15 equipes na resolucéo das situacdes 1 e 2 da etapa 1 (Elaborada pelos
autores 2025)

Etapas de Resolucao de Problemas

Atividade Representacdo Planejamento  Execucdo  Monitoramento Estratégia e SF

procedimento de

execucao
Situagdo 1 Y14 714 714 714 TE: 10 714
x 00 x 00 x 00 x 00 EQ+TE+TAB: 01 NF 01

NF 01 NF 01 NF 01 NF 01 SL+MS: 02

TE+SL+MS: 01
Situagéo 2 /14 714 14 /o4 TE: 10 V12
x 00 x 00 x 02 x 02 EQ+MS: 04 x 02
NF 01 NF 01 NF 01 NF 01 NF: 01 NF 01

Legenda:

EQ: Equacdo; MS: Método da Substitui¢do; TE: Tentativa e Erro; TAB: Tabela;
SF: Solugdo Final; v': Correta; x: Incorreta; NF: N&o fez.
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A Tabela 3 mostra que das 15 equipes participantes, 14 acertaram a situagéo 1, obtendo
sucesso nas quatro etapas de resolucdo de problemas (Proencga, 2018). Dentre a estratégia e
procedimento de execucdo adotadas: 10 equipes utilizaram a estratégia por tentativa e erro: duas
equipes escreveram um sistema linear e utilizaram o método da substituicdo para resolvé-lo; e
duas equipes utilizaram mais de uma estratégia como caminho para encontrar a solucdo. Por
fim, uma equipe deixou de realizar a resolucéo da situacgao 1.

Em relacdo a situacdo 2, verificamos que 12 das 15 equipes participantes fizeram
corretamente sua resolucdo chegando a solucdo final correta. Entretanto, assim como ocorreu
com a situacdo 1, na situacdo 2 também 10 equipes privilegiaram a estratégia de resolucéo por
tentativa e erro de modo a chegarem a resolucdo correta do problema proposto. Também
tivemos a ocorréncia de quatro equipes que escolheram escrever equagfes para o problema
proposto e usar 0 método da substituicdo para resolvé-lo. Entretanto, ainda observamos que
duas equipes tiveram dificuldades em conhecimentos procedimentais na etapa de execucao e,
ainda na etapa monitoramento da resolucdo de problemas ao nédo reverem a racionalidade da
resposta encontrada, de modo que ndo conseguiram chegar a solucéo final correta. Por fim,
apenas uma equipe ndo conseguiu realizar a atividade de resolucédo da situacao 2.

Sobre os resultados dessa etapa, vemos que prevaleceu o uso da estratégia da tentativa
e erro, seguida por 10 das 15 equipes participantes para a resolucdo das situacdes 1 e 2. Nesse
sentido, Maharani (2020), em sua pesquisa com 40 alunos do Ensino Meédio da Indonesia,
verificou alunos com limitacbes para escolher estratégias para resolver problemas de sistemas
lineares. Falcon (2009), ao investigar nove alunos de Ensino Médio do Estado do Texas nos
Estados Unidos, observou que preferiam usar a estratégia de tentativa e erro para resolugéo de
problemas equivalente a sistemas lineares antes de terem contato com tal conteudo. Nesse
panorama, Toman e Gokburun (2022) ao investigaram 82 alunos de Ensino Médio da Turquia
quanto ao conhecimento de algebra e ao estabelecimento do pensamento algébrico, perceberam
alunos com baixo nivel de pensamento algébrico associado a entraves na transi¢ao da aritmética
para a algebra.

Ja em nossa pesquisa, a dificuldade do pensamento algébrico se deu nas trés demandas
preconizadas por Ponte, Branco e Matos (2009): na demanda de representar, pois os alunos
ndo foram capazes de traduzir as informacdes da lingua materna para a linguagem algébrica
usando seus conhecimentos prévios; na demanda de raciocinar, pois tiveram dificuldades de
relacionar a situacdo proposta a um conteudo algébrico; e, por fim, na demanda de resolver

problemas, em virtude de ndo adotarem seu conhecimento algébrico para a resolu¢do dos
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problemas propostos. Sobre esse fato, Téman e Gokburun (2022) sugerem com énfase a
necessidade de um processo de ensino e aprendizagem com conexdo entre os contetdos

algébricos pautados em estudos feitos nessa direcao.

Anélise da etapa 2 — formando conceitos de sistemas lineares

A etapa 2, de formacéo do conceito, contou com um momento que os alunos puderam
apontar as caracteristicas, os exemplos e ndo exemplos, a defini¢do do conceito e suas variacdes
para conteldo de equac@es lineares e suas solucdes e de sistemas lineares e suas solucdes. A
Tabela 4 abaixo elucida como se deu o desempenho e a compreensdo das 14 equipes

participantes ao realizarem as atividades 1 a 7 da etapa 2:

Tabela 4.

Desempenho e compreensdo das 14 equipes nas atividades da etapa 2 (Elaborada pelos

autores 2025)
Atividades Aspectos do Respostas/ideias apontadas NE
Conceito
Atividade 1
Apontar caracteristicas de Caracteristicas A variavel deve ter expoente 1. 11
EL pertinentes Os coeficientes numéricos sdo numeros reais 10
As EL podem ter operacdo de adicdo e subtracdo 8
entre 0s termos.
Caracteristicas Podemos usar letras diferentes em uma EL. 8
irrelevantes As variaveis podem ficar no numerador. 5
Temos sinais positivos e negativos na EL. 4
Apontar caracteristicas de Caracteristicas As variaveis podem ter expoente diferente de 1. 12
equagdes ndo-lineares pertinentes As variaveis podem estar no denominador. 10
Podemos multiplicar as variaveis. 10
Atividade 2
2.1 Assinalar as EL e Compreensao Assinalaram corretamente o item a. 14
justificar as equagdes que pertinente
ndo sdo lineares Justificaram corretamente os itens b e c. 10
2.2 Assinalar as EL e Compreensao Assinalaram corretamente o item e. 12
justificar as equacdes que pertinente Justificaram corretamente os itens d e f. 12
ndo sdo lineares
2.3 Assinalar as EL e Compreensao Assinalaram corretamente os itens h e i. 11
justificar as equacdes que pertinente Justificaram corretamente o item g. 11
ndo sdo lineares
Atividade 3
a) Apontar a solucdo de Compreenséo Apresentaram respostas corretas. 14
uma EL pertinente
b) Apontar a solugdo de Compreenséo Apresentaram respostas corretas. 13
uma EL pertinente
c) Apontar significados  Caracteristicas _Tornam a equacéo verdadeira. 2
dos valores que tornam pertinentes As soluces das equacdes. 10
uma EL em uma sentenga Encontrou o resultado. 1
matematica verdadeira Sem resposta Né&o respondeu. 1
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d) Apontar a quantidade  Caracteristicas Possui infinitas solugdes. 8
de solucBes que uma EL pertinentes Possui varias solucdes. 3
possui Tem mais de uma solugéo. 1
Sao vérias e diversas solucdes. 1
Sem resposta Né&o respondeu. 1
Atividade 4
Apontar as caracteristicas  Caracteristicas SL séo formados por EL. 10
observadas nos SL pertinentes As EL do SL s&o agrupadas por chaves. 9
Atividade 5
a) Apresentar um Compreensao Apresentaram 0 exemplo corretamente. 11
exemplo de um SL 2x2 pertinente Apresentaram o exemplo parcialmente correto. 4
b)  Apresentar  um Compreenséo Apresentaram o0 exemplo corretamente. 14
exemplo de um SL 3x3 pertinente
Compreenséo Apresentaram o exemplo parcialmente correto. 1
parcial
Atividade 6
Apontar o0 conceito de Caracteristicas A solucdo torna todas as equaces verdadeiras. 4
solucdo de um SL pertinentes E deixar verdadeira todas as equacoes. 4
A solugdo de um SL é a solugdo de todas as equacdes 2
desse sistema.
Torna uma sentenca verdadeira. 2
Vocé descobrir as incognitas. 1
A solucdo é deixar todas as sentencas verdadeiras. 2
Atividade 7
a) Apresentar com suas  Caracteristicas  S&o equacdes do 1° grau. 13
proprias palavras o que é pertinentes Contém operacdes de adicio e subtracao. 5
uma EL Variavel fica no numerador de uma fracéo. 5
N&o pode existir multiplicacdo entre as incdgnitas. 4
Caracteristicas ~ Podemos usar diferentes letras para as incognitas. 3
irrelevantes
b) Apresentar com suas  Caracteristicas ~ Torna a equacéo verdadeira. 15
préprias palavras o que é pertinentes Substituicdo de nimeros por incognitas que tornam 3
a solucdo de uma EL o resultado verdadeiro.
c) Apresentar com suas  Caracteristicas  E um conjunto de EL. 14
proprias palavras o que é pertinentes Agrupados por uma chave. 3
um SL
d) Apresentar com suas  Caracteristicas ~ Torna todas as EL do SL verdadeiras. 13

préprias palavras o que é
a solucdo de um SL

pertinentes

Legenda:

NE: Numero de equipes que responderam; EL: Equagéo linear; SL: Sistema linear.

A Tabela 4 nos permite verificar que por meio das sete atividades propostas, as equipes
pesquisadas puderam realizar o apontamento de diferentes caracteristicas, exemplos e néao
exemplos tanto de equacdes lineares e suas solu¢fes como de sistemas lineares e suas solugdes,
de modo que ao final apresentaram a definicdo do conceito (construto mental) desse conteudo
estudado. Por outro lado, em um olhar para literatura, Dewi et al. (2021) e Okta¢ (2018) ao
pesquisarem alunos de Ensino Fundamental, Ensino Médio e Ensino Superior apontaram
individuos com obstaculos de identificacdo de conceitos de sistemas lineares e entraves ao

estabelecer relacfes entre os algoritmos inerentes a esse contetdo. Sobre esse fato, 0s autores
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imputam como principal causa o conhecimento conceitual imaturo dos alunos inerentes ao
contetdo de sistemas lineares. Nesse sentido, acreditamos que essa etapa 2 de formacéo
conceitual permitiu amenizar essas dificuldades haja vista que a compreensao e entendimento
dos diferentes conceitos elencados pelo Quadro 4.

Nesse contexto, tal etapa ainda permitiu avancar no desenvolvimento do pensamento
algébricos de nossas equipes investigadas. 1sso pode ser observado na demanda de representar
apontada por Ponte, Branco e Matos (2009), haja vista que os alunos puderam reconhecer e
interpretar os conceitos de sistemas lineares em diferentes contextos, desde caracteristicas,
apresentacdo de exemplos e ndo exemplos e da definicdo para o conceito (construto mental).
Nesse panorama, ainda observamos 0 avanco na demanda de raciocinar, pois as equipes
pesquisadas puderam generalizar o conceito de sistemas lineares por meio do apontamento de

exemplos e ndo exemplos do que era e do que ndo era um sistema linear.

Anélise da etapa 3 - realizando a defini¢cdo do conteudo de sistemas lineares

Essa etapa de nossa organizacdo buscou trazer a definicdo formal e 0s processos
algoritmicos concernentes ao contetdo de sistemas lineares. Nesse sentido, buscamos, segundo
orienta Proenca (2021), estabelecer relacfes entre a linguagem matematica dessa etapa com a
linguagem matematica da etapa de formacdo conceitual (etapa 2) de modo a promover debates
coletivos sobre os entendimentos da estrutura matematica e das diferentes representacoes.

Sobre as aulas da etapa 3, de maneira a apresentar as defini¢cbes formais e 0s processos
algoritmicos inerentes a sistemas lineares, o professor explanou na lousa o item a da atividade
8, referente ao Teorema de Cramer e, da mesma maneira, os itens a, b e ¢ da atividade 9
abarcando o processo resolutivo do escalonamento. Dessa maneira, os alunos ficaram com os
itens b e ¢ da atividade 8 e com os itens d e e da atividade 9 como atividades propostas e
analisadas para essa etapa. A Tabela 5 abaixo mostra o desempenho das 10 equipes de alunos

na realizacdo dos itens propostos nas atividades 9 e 10:

Tabela 5.

Desempenho das 10 equipes na resolucéo das atividades da etapa 3 (Elaborada pelos

autores 2025)
Atividades Desempenho NE Dificuldades
Atividade 8
Resolver e classificar o SL 3x3
usandoo TC
Resolucdo correta 7 -
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x+2y+z =9 Ndo fizeram 3 -
b) { 3x+y= -5
2y+z=11
2x—y+z =3 Resolucdo correta 5 -
c) { x+y+2z= 9 Resolugéo incorreta 3 Erros em célculos
—x+3y+z=7 algébricos.
Né&o fizeram 2 -
Atividade 9
Resolver e classificar o SL 3x3
usando o0 ME
x+2y+z=9 Resolucéo correta 5 -
d) { 2x+y—z= 3 Resolucéo parcialmente 1 N&o escreveu a solucéo
3x—y—2z= —4 correta e ndo classificou o SL.
Resolugéo incorreta 4 Erros em célculos
algébricos.
x+tyt+z=1 Resolucéo correta 5 -
e) {Zx +y—-3z= 4 Resolugéo parcialmente 1 N&o escreveu solugdo e
3x+2y—2z=75 correta nao classificou o SL.
Resolugéo Incorreta 4 Erros em célculos
algébricos.
Legenda:

NE: Numero de equipes; SL: Sistema Linear; TC: Teorema de Cramer; Método do escalonamento.

Por meio da Tabela 5, vemos que na atividade 8, 7 das 10 equipes participantes fizeram
a resolucéo correta do item b, sendo que 3 equipes deixaram de fazer sua resolugéo. Ja para o
item ¢, 5 equipes realizaram a resolugéo correta, 2 deixaram de fazé-la e 3 equipes fizeram o
processo resolutivo de maneira equivocada apontando para entraves em conhecimentos
procedimentais. A Figura 1 abaixo, mostra a dificuldade de resolucao da equipe 3 no item ¢

dessa atividade 8:

Figura 1.

Dificuldades da equipe 3 na atividade 8-c (Elaborada pelos autores 2025)

Por meio da Figura 1, vemos que a equipe 3 errou o calculo dos determinantes D, Dx e
Dz. No determinante D, o erro ocorreu ao colocar o coeficiente 1 para a 0 monémio -y na

primeira linha. Em Dx, o equivoco se deu na terceira linha na qual o coeficiente correto do
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mondmio 3y era 3 e ndo 2 como anotou a equipe. Ja o erro do determinante Dz ocorreu em
virtude de erro de sinal do termo -7 cujo correto seria +7.

Avancando para atividade 9 que envolveu a resolucdo de sistemas lineares por meio do
método algébrico do escalonamento, vemos no Quadro 5 que 5 das 10 equipes pesquisadas
realizaram de maneira correta a resolucdo dos itens d e e. Por outro lado, uma equipe deixou de
apresentar a solucdo e a classificacdo dos sistemas lineares dos itens d e e ocasionando em uma
solucdo parcialmente correta para atividade. Ainda tivemos 4 equipes que realizaram a
resolucdo incorreta desses itens indicando obstaculos também em conhecimentos
procedimentais. A Figura 2 a seguir, mostra os erros de manipulacéo algébrica da equipe 2 na
resolugédo do item e da atividade 9:

Figura 2.

Dificuldades das equipes 2 na atividade 9-e (Elaborada pelos autores 2025)

Na Figura 2 acima verificamos que a equipe 2 cometeu equivocos na eliminacdo da
incognita x na segunda e na terceira linha do sistema linear o que levou a encontrar a equacgéo
-1y-5z=2 na equacdo Il cujo termo independente correto é -2. Do mesmo modo, a equipe
apontou a -1y-1z=2 para equacdo 1l cuja equacao correta seria -1y-5z=2. Todos esses erros de
manipulacgdes algébricas nas atividades 8 e 9 apontam para dificuldades dos alunos pesquisados
convergentes em conhecimentos procedimentais.

Do mesmo modo, dentro desse contexto de dificuldades encontrados por nosso estudo,
Cury (2013) e Freitas e Guadagnini (2013) ao investigarem conteudos algébricos com alunos
do 9° ano do Ensino Fundamental apontaram para alunos com erros algébricos oriundos de
manipulacdo algébrica. Para Cury (2013, p. 17) esses resultados “mostram que esses alunos
ainda nao desenvolveram o pensamento algébrico, pois ndo sabem expressar abstracGes e
generalizagdes”. Avangando para o Ensino Médio, Fonseca (2016) em sua pesquisa com 0

conteudo de progressao aritmética com alunos do 2° ano do Ensino Médio, encontrou erros em
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calculos algébricos nas atividades propostas. Sobre esse fato, a autora aponta para a necessidade
de trabalhos futuros que venham a contornar tais entraves apontados.

Para nossa pesquisa, acreditamos que os entraves encontrados na resolugdo das
atividades feitas pelas equipes pesquisadas nas atividades 8 e 9, podem ser contornados por
meio da melhoria da construcéo do pensamento algébrico dos alunos na demanda de raciocinar
preconizada por Ponte, Branco e Matos (2009). Haja vista a necessidade da compreensao de
regras e algoritmos necessarios para a manipulacao algébrica exigidas pelo método do Teorema

de Cramer e do escalonamento na resolucdo de sistemas lineares.

Analise da etapa 4 — aplicacdo em novos problemas de sistemas lineares

Sobre este momento, os alunos fizeram a resolucédo da atividade 10 que envolveu a
resolucéo de problemas que exigiam uso de sistemas lineares. A Tabela 6 a seguir apresenta o
desempenho das 15 equipes que participaram dessa etapa na atividade 10. Nessa Tabela 6, 0

numero na frente de cada item representa a quantidade de equipes referentes a esse item:

Tabela 6.

Desempenho das 15 equipes na resolucéo da atividade 10 da etapa 4 (Elaborada pelos

autores 2025)
Etapas de Resolucdo de Problemas
Atividade 10 REPRES PLAN EXEC MONIT Estratégia e SF
procedimento de
eXecucao
Item a Y12 Y12 v 08 7/ 08  SL+MS: 09 v 08
SL esperado X 00 X 00 X 04 X 04 SL + ME: 01 X 04
x+y= 87 NF 03 NF 03 NF 03 NF 03 SL + TE: 01 NF 03
x+z=123 SL+TC:01
y+ z= 66 NF: 03
Item b /15 v/ 15 v 13 v 01  SL+ME:15 Y 01
Resposta esperada: x 00 x 00 x 02 x 14 x 14
Produto: x.y.z=6 NF 00 NF 00 NF 00 NF 00 NF 00
Item ¢ v 13 v 13 Y11 v 04  SL+MA:08 v 04
SL e resposta esperada: x 00 x 00 x 02 x 09 SL + MS: 01 x 09
{ L+M=5 L _3 NFO2 NF 02 NF 02 NF02  SL+TC:02  NFO2
3L+4M =17 M 2 TE: 02
NF: 02
Item d v o14 Y14 v o114 v 04  SL+ME: 14 Y04
SL e resposta esperada: x 00 x 00 x 00 x 10 NF: 01 x 10
xtz=y+2 NF 01 NF 01 NF 01 NF 01 NF 01
x+4z=3+2y
x+9z=y+10
X+y+z=16
Legenda:

SL: Sistema Linear; MA: Método da Adicdo; MS: Método da Substituicao;
ME: Método do Escalonamento; TE: Tentativa e Erro; TC: Teorema de Cramer.

SF: Solugdo Final; Y': Correta; x: Incorreta; NF: No fez.
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Pela Tabela 6, verificamos que no item a, 12 das 15 equipes participantes tiveram
sucesso nas etapas de representacédo e de planejamento de resolugéo do problema proposto.
Porém, apenas oito equipes lograram éxito nas etapas de execu¢do e monitoramento sendo que
quatro equipes tiveram dificuldades em calculos algébricos, indicando obstaculos em
conhecimentos procedimentais. Por outro lado, nove equipes adotaram a estratégia de
escrever um sistema linear e utilizar o método da substituicdo para resolugdo do problema,
indicando um amadurecimento nas demandas de representar, raciocinar e resolver
problemas na construgcdo do pensamento algébrico, preconizadas por Ponte, Branco e Matos
(2009).

Esse amadurecimento ficou mais evidente no item b, em que percebemos que as 15
equipes adotaram a estratégia de escrever um sistema linear equivalente ao problema proposto
para, em seguida, usarem o método resolutivo do escalonamento para sua resolugéo, sendo que
todas as 15 equipes tiveram sucesso nas etapas de representacdo e de planejamento de
resolugédo do problema proposto. Entretanto, ao chegarem na etapa de execucdo, duas equipes
cometeram erros em calculos algébricos, revelando, mais uma vez, dificuldades no uso de
conhecimentos procedimentais. Ja na etapa de monitoramento, 14 das 15 equipes investigadas
ndo se atentaram ao fato de o enunciado exigir o valor do produto X.y.z e acabaram errando a
solucéo final do proposto ao nédo reverem se a resposta encontrada estava de acordo com o
comando exigido pelo enunciado.

Semelhantemente no item ¢, 13 equipes tiveram sucesso nas etapas de representacao e
de planejamento de resolucdo do problema proposto e, mais uma vez, 2 equipes tiveram
obstaculos na etapa de execucao e 9 equipes na etapa de monitoramento ao nao apresentarem a
razdo entre o numero de multas leves e media conforme solicitava o enunciado.

Por fim, no item d observamos que 14 das 15 equipes adotaram a estratégia de escrever
um sistema linear e resolvé-lo por meio do escalonamento fazendo de maneira correta as etapas
de representacdo, planejamento e execucdo da resolucdo do problema. Todavia, mais uma vez
ocorreram entraves na etapa de monitoramento, na qual 10 equipes erraram a resposta final ao
ndo observarem que o problema solicitava o valor da soma das variaveis x+y+z.

Sobre as dificuldades na etapa de execucdo (uso de conhecimentos procedimentais)
na atividade 10, observamos de forma semelhante que Ramos e Curi (2015) ao trabalharem
conteudos de algebra com alunos do 1° ano do Ensino Médio também apontaram investigados
com obstaculos para a execucdo de calculos algébricos. Do mesmo modo, Amka (2020)

pesquisou alunos do Ensino Médio da Indonésia quanto a resolugdo de problemas que
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abarcavam sistemas lineares com trés equacdes e trés incognitas, indicando alunos com
obstaculos no processo de execucdo do escalonamento e que ndo conseguiam substituir
variaveis, ndo cumprindo assim, a estratégia de resolucdo planejada para resolugcdo completa e
correta do problema.

Nesse contexto, Rakhmawati et al. (2019) também fizeram uma investigacao
semelhante com 30 alunos do Ensino Médio da Indonésia e apontaram alunos com dificuldades
para resolucdo de calculos matematicos (etapa de execucdo da resolucdo de problemas) e para
verificar a veracidade da resposta encontrada (etapa de monitoramento). Sobre esse fato,
acreditamos que tais entraves precisam investigados e tratados por pesquisas futuras de modo
a serem entendidos e tratados. Como forma de controle dessas dificuldades, Lima (2019) aponta
a necessidade do uso de metodologias diferentes das tradicionais com resgate de contetdos
matematicos do Ensino Fundamental e do Ensino Médio e Ramos e Curi (2015) enfatizam a
demanda de um trabalho focado na analise de erros de modo que o professor possa auxiliar seus
alunos na superacéo dificuldades.

Sobre as dificuldades da etapa de monitoramento nos itens b, ¢ e d, Roberts e Le Roux
(2019, p. 13, traducdo nossa) ao investigarem alunos de 8° e 9° anos do Ensino Fundamental da
Africa do Sul, apontaram que “para todos os alunos, o término do calculo ¢ a aparéncia da
solu¢do”. Nesse sentido, vemos ser necessaria a intervencdo e auxilio do professor na
abordagem de ensino de modo que os alunos possam superar esses obstaculos.

Em uma visdo geral dos resultados dessa etapa 4, observamos um caminho rumo a
construcdo do pensamento algébrico dos alunos pesquisado ocasionado pela transferéncia de
aprendizagem dos contetdos provenientes de nossa abordagem de ensino nas etapas 2
(formacéo do conceito) e na etapa 3 (definicdo do contetido). Tal fato é observado pela escolha
da maioria das equipes da estratégia de escrever um sistema linear e usar um metodo algébrico
para a resolucdo dos problemas propostos, o que caminha sobremaneira para as demandas de
representar, raciocinar e resolver problemas apontadas por Ponte, Branco e Matos (2009).
Entretanto, as dificuldades encontradas nas etapas de execucdo e monitoramento na resolucédo
de problemas com obstaculos em conhecimentos procedimentais necessitam ser pesquisadas

de maneira a serem contornadas e reconstruidas.

Conclusotes

Esse trabalho teve por objetivo responder a seguinte questdo norteadora: que
contribuicBes sdo elencadas de uma organizacao de ensino via resolucdo de problemas para a

aprendizagem do contetdo de sistemas lineares a alunos do 2° ano do Ensino Médio? Assim,
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nossa pesquisa teve como norte as quatro etapas de organizagdo de ensino via resolugéo de
problemas, proposta por Proenca (2021).

A primeira etapa, de uso do problema como ponto de partida, apontou para equipes que,
em sua maioria, optaram por estratégias de resolucdo de problemas por meio da tentativa e erro,
sendo ausente a demanda de representar do pensamento algébrico orientada por Ponte, Branco
e Matos (2009). Nesse sentido, tivemos duas equipes com dificuldades nas etapas de execucao
e de monitoramento na resolucdo dos problemas propostos com entraves em conhecimentos
procedimentais. Todavia, vimos que 14 e 12 equipes acertaram, respectivamente, a resolucéo
das situacOes 1 e 2 mostrando sucesso em todas as etapas de resolucéo de problemas.

Avancando para a segunda etapa, de formacao do conceito, pudemos observar que 0s
alunos foram capazes de apresentar uma definicdo (construto mental) do conceito de sistema
linear, revelando o desenvolvimento do pensamento algébrico no &mbito do representar. Isso
foi evidenciado na realizacdo das atividades, nas quais alunos indicaram sua compreenséo e
entendimento ao apontarem de maneira correta caracteristicas, exemplos e ndo exemplos desse
conceito aprendido.

Partindo para a terceira etapa, de definicdo do contetdo, verificamos que 0s alunos
conseguiram estabelecer relagbes entre a linguagem matematica formal e a linguagem
matematica usada na etapa de formacdo conceitual, o que podemos apontar que ampliou a
compreensdo desses alunos do representar do pensamento algébrico. Entretanto, os entraves
em manipulacdes algébricas com origem no uso de conhecimentos procedimentais (proprios
de célculos algoritmicos) foram encontrados nas atividades realizadas. Essas dificuldades
ocorreram prioritariamente no trabalho do processo resolutivo de sistemas lineares com trés
equacOes e trés incognitas ao se usar os algoritmos do escalonamento e da Regra de Cramer,
revelando dificuldades referentes ao raciocinar do pensamento algébrico.

Por fim, a quarta e Ultima etapa, de aplicacdo em novos problemas, mostrou que a
maioria dos alunos adotaram a estratégia de escrever um sistema linear orientando para
construcdo da demanda de representar do pensamento algébrico. Em seguida, para resolucao
dos problemas propostos, vemos que as equipes adotaram em sua maioria uma estratégia
algébrica (Teorema de Cramer, escalonamento, método da adicdo ou da substituicdo)
demonstrando a construcdo da demanda raciocinar do pensamento algébrico. Por ultimo, a
maioria das equipes pesquisadas realizou a resolucdo percorrendo as etapas de representacao,
planejamento, execucdo e monitoramento da resolucdo de problemas de modo a chegar a
solucéo do problema matematico orientando, assim, para as demandas de raciocinar e resolver

problemas rumo a construcao do pensamento algébrico.
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Contudo, em resposta a nossa questdo de pesquisa, podemos elencar contribui¢bes do
ensino proposto do conteudo de sistemas lineares que tangem a contribui¢des para o campo da
pesquisa, a saber: a) no ensino da algebra e para construcéo do pensamento algébrico, o estudo
possibilitou a compreensdo e entendimento dos alunos de conceitos matematicos de EL e de SL
e a capacidade de relaciond-los com processos algoritmicos de manipulagBes algébricas
permitindo, assim, a resolucdo de problemas de diferentes contextos; b) no ensino de sistemas
lineares, a contribuicdo aponta para uma abordagem de ensino ndo fragmentada, que privilegiou
a realizacdo de atividades contextualizadas e ndo apenas presa a calculos algébricos, de forma
que amenizamos entraves supracitados em nossos referenciais tedricos, culminando para o
desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos; ¢) em relacdo a resolucao de problemas
no ensino, uma das contribuicGes que observamos é a de formacgdo conceitual proposta pelo
trabalho de Proenca (2021) e que ndo foi abordada por outros estudos abarcando o ensino e
aprendizagem de sistemas lineares, o que contribuiu fortemente para o desenvolvimento do
pensamento algébrico no ambito do representar; c) por fim, uma das contribuigdes importantes
desse estudo foram apontamentos de dificuldades relativas as etapas de execugdo inerentes a
conhecimentos procedimentais e de monitoramento na resolucdo de problemas de sistemas
lineares, as quais necessitam serem estudadas, a fim de serem reconstruidas para um avanco
ainda maior nas demandas de raciocinar e resolver problemas concernentes ao pensamento
algébrico.

Sobre os limites encontrados na pesquisa, uma limitacdo decorreu do fato de que como
investigamos alunos do 2° ano do Ensino Médio que tiveram o 9° ano do Ensino Fundamental
e grande parte do 1° ano do Ensino Médio por meio do ensino remoto emergencial devido a
pandemia de Covid-19, os alunos revelaram dificuldades de mobilizar conhecimentos prévios,
sobretudo com uso de estratégias algébricas. Desse modo, 0s entraves citados por autores de
nossa revisao bibliografica sobre o ensino de algebra e de sistemas lineares foram, em nosso
estudo, revistos e 0s conhecimentos conceituais e procedimentais foram potencializados.

Portanto, esperamos que esse estudo sirva de base para novas pesquisas que sustentem
a investigacdo na elaboracdo e realizacdo de propostas de ensino via resolucdo de problemas
nas quatro etapas de organizacdo de ensino de Proenca (2021). Isso porque essa organizagdo de
ensino serve de base para alicercar fundamentos do desenvolvimento do pensamento algébrico
desde a resolucdo de um problema como ponto de partida, passando, sobretudo, pela formacao
conceitual (ainda pouca explorada nas aulas e em trabalhos presentes na literatura cientifica) e

favorecendo o uso do conceito e procedimentos matematicos na resolucao de novos problemas.
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