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Resumo

O intuito deste artigo é inserir a dimensdo da linguagem na analise do problema didatico com
0 mesmo grau de relevancia atribuido as dimensdes epistemoldgica, ecolégica e econébmica ao
estudar um objeto matematico. Delineamos um encontro com doze estudantes de Engenharias
e de Licenciatura em Matemaética de duas universidades publicas do interior da Bahia e
propomos uma tarefa com o tema Integral Dupla, para o calculo da medida do volume de uma
Superficie Quadrica, o paraboloide hiperbolico. Como pressupostos tedricos tomamos como
aporte a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) e a Semidtica Peirceana e o constructo
elaborado pelos autores das quatro linguagens: contrafactual, dictarizada, em curso, em
(dis)curso. Cinco dos estudantes resolveram a tarefa, trés das Engenharias, que criaram uma
questdo no contexto de sua graduacdo, os outros dois, da Licenciatura em Matematica, se
atentaram ao desenvolvimento de calculos. Os resultados obtidos revelaram que os futuros

engenheiros aplicaram de forma acentuada a linguagem contrafactual e em (dis)curso,
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enquanto, os da Licenciatura, a linguagem dictarizada e em curso; os dozes estudantes sentiram
dificuldades na coautoria da elaboracéo, solucédo e andlise das atividades, por ndo encontrarem
modelos semelhantes nos livros didaticos e nas midias. Inferimos que a dimensao da linguagem
foi relevante para o desenvolvimento do raciocinio abdutivo e para a coautoria dos estudantes
quanto a criagéo e solucdo dos enunciados de questdes de Integral Dupla.

Palavras-chave: Dimensdo da linguagem, Problema didético, Integral dupla.

Abstract

The purpose of this article is to insert the language dimension into the analysis of the didactic
problem with the same degree of relevance attributed to the epistemological, ecological and
economic dimensions when studying a mathematical object. We planned a meeting with twelve
Engineering and Mathematics students from two public universities in the interior of Bahia and
proposed a task with the theme Double Integral of a Quadric Surface, the hyperbolic paraboloid.
As theoretical assumptions we take as a contribution the Anthropological Theory of Didactics
(TAD) and Peircean Semiotics and the construct elaborated by the authors of the four
languages: counterfactual, dictated, in course, in (dis) course. Five of the students solved the
task, three from Engineering, who created a question in the context of their degree, the other
two, from the Mathematics Degree, focused on developing calculations. The results obstained
revealed that future engineers strongly applied counterfactual and (dis)course language, while
those in the bacherlor’s degree used dictated and in course language; the twelvw students
experienced difficulties in co-authoring the elaboration, solution, and analysis of the activities,
as they did not find similar models in textbooks and the media. We infer that the language
dimension was relevant for the development of abductive reasoning and for the student’s co-
authorship in the creation and solution of Double Integral question statements.
Keywords: Language dimension, Didactic problem, Double integral.

Resumen

El propdsito de este articulo es insertar la dimensién del lenguaje en el analisis del problema
didactico con el mismo grado de relevancia que se atribuye a las dimensiones epistemoldgica,
ecologica y econémica al estudiar un objeto matematico. Planificamos un encuentro con doce
estudiantes de Ingenieria y Matematicas de dos universidades publicas del interior de Bahia 'y
propusimos una tarea con el tema Doble Integral, para calcular la medida del volumen de una
Superficie Cuadrica, el paraboloide hiperbdlico. Como presupuestos tedricos tomamos como
aporte la Teoria Antropologica de la Didactica (TAD) y la Semidtica peirceana y el constructo
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elaborado por los autores de los cuatro lenguajes: contrafactual, dictado, en curso, en (dis)curso.
Cinco de los estudiantes resolvieron la tarea, tres de Ingenieria, quienes crearon una pregunta
en el contexto de su carrera, los otros dos, de la Licenciatura en Matematicas, se enfocaron en
desarrollar célculos. Los resultados obtenidos revelaron que los futuros ingenieros aplicaron
fuertemente el lenguaje contrafactico y (dis)curso, mientras que los de Licenciatura utilizaron
un lenguaje dictado y continuo; los doce estudiantes experimentaron dificultades en la coautoria
de la elaboracion, solucion y andlisis de las actividades, al no encontrar modelos similares en
los libros de texto y los medios de comunicacion. Inferimos que la dimensidn del lenguaje fue
relevante para el desarrollo del razonamiento abductivo y para la coautoria de los estudiantes
en la creacion y solucion de enunciados interrogativos Doble Integral.

Palabras clave: Dimension del lenguaje, Problema didactico, Doble integral.

Résumé

Le but de cet article est d’insérer la dimension linguistique dans 1’analyse du probléme
didactique avec le méme degré de pertinence attribué aux dimensions épistémologique,
écologique et économique lors de 1’étude d’um objet mathématique. Nous avons prévu une
reencontre avec douze étudiants em ingénierie et mathématiques de deux universités publiques
de I’intérieur de Bahia et avons proposé¢ une tache sur le theme Double Intégrale, pour calculer
la mensure du volume d’une Surface Quadrique, le paraboloide hyperboliqgue. Comme
hypothéses théoriques, nous prenons comme contribution la Théorie Anthropologique de la
Didactique (TAD) et la Sémiotique Peircéenne et la construction élaborée par les auteurs des
quatre langages : contrefactuel, dicté, em cours, em (dis)cours. Cing des étudiantes ont résolu
le probléme, trois em ingénierie, qui ont créé une question dans le cadre de leur dipléme, les
deux autres, en mathématiques, se sont concentrés sur le développement de calculs. Les
résultats obtenus ont révélé que les futurs ingénieurs appliquaient fortement le langage
contrefactuel et de (dis)cours, tandis que ceux du bachelor utilisaient un langage dicté et continu
; les douze étudiants ont éprouve des difficultés a corédiger 1’élaboration, la solution et I’analyse
des activités, car ils n’ont pas trouvé de modeles similaires dans les manuels scolaires et dans
les médias. Nous em déduisons que la dimension linguistique était pertinente pour le
développement du raisonnement abductif et pour la co-auteure des étudiants dans la création et
la solution des énoncés de questions a double integrale.

Mots-clés : Dimension linguistique, Probléme didactique, Intégrale double.
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A inserc¢do da dimensao da linguagem na analise do problema didatico

Discutir a linguagem em um mundo que a representa de forma ampliada e em diferentes
matizes nos parece algo simplério devido as inimeras publicacdes a respeito desse tema.
Todavia, ainda é possivel detectar que, em areas especificas do conhecimento, existem lacunas
ou espaco pouco explorados acerca do poder que ela exerce nas relagfes humanas. Uma delas,
¢ a area das ciéncias “concebida” como exatas, especificamente, a linguagem na Matematica.

Abordar este tema nos conduz a entender como a linguagem € discutida nos espagos
educacionais e como influencia o processo de ensino de algum objeto matemaético. As relaces
no tridngulo didatico, proposto por Brousseau (1996), composto por trés elementos: o professor,
0 estudante e um determinado saber (objeto matematico) ndo ocorre de forma pacifica, pois as
interacdes estabelecidas entre o professor e o estudante, mediadas por um objeto, passam por
processos de regulacdo subjetivos, que podem ser determinantes para a compreensao
epistemoldgica do saber.

Esta relagdo nem sempre é transparente e a falta de assimilacdo de algumas nuances do
objeto matematico conduz a interpretacfes equivocadas, como por exemplo, a representacao
algébrica das funcgdes definidas por f(x) = cos (3x) e g(x) = 3cos(x) que, embora envolva o
mesmo objeto matematico, ha diferencas no dominio e na imagem das respectivas funcdes e
guando explicadas no Ensino Médio, geralmente, sdo feitas por meio da representacéo gréafica.

Entretanto, se associarmos esta problematica ao estudo de Algebra Linear verificamos
que o objeto matematico, fungdo cosseno, ndo é uma transformacao linear, pois nao satisfaz as
condicBes que consideram V e W como espacgos vetoriais e uma aplicacdo T: V —» W é uma
transformacao linear se: (i)T(u + v) = T(u) + T(v), com Vu, ve V e V é um espaco vetorial; (ii)
T(ku) = kT(u), comk € R.

Se considerarmos a situacdo problematica da fungdo cosseno como uma praxeologia
matematica* podemos considerar o tipo de tarefa T, provar que cos (kx) # kcosx (Tabela 1)

para validar a hipdtese de que as funcdes f(x) e g(x) sao diferentes.

4 As praxeologias ou organizagGes matematicas sdo constructos tedricos da TAD que centralizam o estudo de
atividades matematicas analisando as tarefas. As técnicas sdo os procedimentos ou algoritmos empregados para
resolvé-las; as tecnologias s3o os teoremas, axiomas, definigdes matematicas e a teoria € o “ramo” da matematica
em que a tarefa esta situada.
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Tabela 1.

Praxeologias da funcéo cosseno por meio da Algebra Linear

Tarefa Técnica Tecnologia Teoria
Considerando os dois membros da
inequagdo como fungdes e a segunda
condicdo para transformacfes lineares:
T(kx) = kT(x) com k e x € R obtemos a

igualdade cos(3x) = 3cos (x) 0,:
TP Fazendo 3x como a soma 3x = 2x + X temos | Transformacao O
- rrovar que ? linear Algebra Linear

cos (3x) # 3 cosx | aigualdade cos(2u + u) = 3 cos(u).2
Aplicando a técnica para a soma de dois
arcos da funcdo cosseno, vem que

cos 2u cos(u) — sen2u sen (u)
da qual a desigualdade
cos(2u)cos(u) — sen(2u)sen(u)# 3 cos (u)

0,:Funcbes | ®2: Trigonometria
trigonométricas

Nota: @ Estamos usando esta notacdo, pois a igualdade estd sendo posta em hipotese para verificar a sua
veracidade ou ndo.

Desse exemplo é possivel verificar que o objeto funcéo cosseno pode ser justificado por
técnicas, tecnologias e teorias que ndo sdo do nivel de escolaridade do estudante e o professor
(ou o livro didatico), na tentativa de utilizar uma explicacdo coerente, na série a que pertence o
aluno, suprime conhecimentos ndo previstos como saberes para aquele nivel, o que provoca
lacunas na compreensdo do objeto pelos discente. Neste sentido, Bosch, Fonseca e Gascén
(2004) pontuam:

a importancia das restri¢cGes institucionais que pesam sobre a atividade matematica
escolar e que nos conduz a situar as incompletudes das organizacdes matematicas
escolares do ensino secundario e a origem das descontinuidades didaticas entre o
secundario e a universidade.

A afirmativa tem respaldo no ensino brasileiro no que concerne a auséncia de articulagao
entre os niveis — Ensino Médio e Superior — no que tange ao processo formativo dos docentes.
A descontinuidade didatica é um tema esvaziado de discussdes nas instituicdes e, muitas vezes,
0 professor ndo tem consciéncia ou ndo questiona o saber do livro didatico e o reproduz, sem
relaciona-lo com sua origem.

Analisamos dois livros didaticos, adotados no Ensino Médio brasileiro sobre o tema
calculo da medida da area de um circulo. Na Tabela 2 apresentamos a representacéo algébrica
escolhida pelos autores, desprovida de explicagdo sobre sua origem e de uma articulagdo com
outros niveis pedagdgicos. O que nos fez questionar: como este objeto matematico “vive” em

uma institui¢do de Ensino Superior (ES)?
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Tabela 2.
Referéncia do livro analisado e o tema

Referéncia Bibliografica

Exposicdo do Tema

Dante, L.R. (2000). Matematica:
contextos & aplicagdes. (2%d. Vol.2))
Editora Atica. p.264

[...] Como a area da regido limitada por
um poligono regular é dada pelo produto
do semi perimetro pelo ap6tema (A = pa),
entédo area do circulo é:

AZ%(ZnR)R = A= nR?

Paiva, M.R. (1995). Matematica. (Vol. 2)
Moderna p.483.

A érea de um circulo de raio r é igual a nr?

Para responder essa pergunta podemos relacionar a medida da area do circulo com o

polares:

A= [[ f (r, B)rdrdo.

A Tabela 3 descreve a praxeologia matematica para o calculo da medida da area por

estudo de Integrais Mdltiplas, especificamente, a Integral Dupla. Se consideramos que o circulo
estabelece uma relacdo com duas variaveis, o angulo e o raio, e tomando uma fungéo geral de
duas varidveis definida por f(r, 0) = 1, em que r representa o raio e 6 um angulo situado entre 0°

e 360°, pode-se obter a medida da area do circulo por meio da Integral Dupla em coordenadas

meio de Integral Dupla.

Tabela 3.

Praxeologias Matematicas para o calculo da Integral Dupla
Tarefa Técnica Tecnologia Teoria
t1. Estabelecer o dominio de integracéo, a partir
do raio e do angulo, expresso por
D={0<r<Re0<60<2m}.
to: Substituir o dominio na Integral Dupla,
2 R
A= [ [ 1rdrdo )
2
ts: Integrar em relagao ao raior: A= [ =| d6 0;:
. _ 210 Coordenadas
ts: Aplicar proplrleczigdes de Integral para uma polares
T: Calculara | constante: A = ;fo |5 do 6,: Teorema o
1 . H A . 1
medidada | t5: Aplicar o Teorema Fundamental do Célculo: | Fundamentaldo | ..\~ 5ie oo o)
area de um A :leH(RZ —0%)do Célculo e Intearal
circulo. 270 - ) 05: Integrais g
ts: Considerar R? como constante, pois a Simples
mteg;azga(z)ﬂsera em relagdo ao angulo 6. 9, Integrais
A=—["do Mdltiplas
t7: Integrar em relag8o ao &ngulo 6
RZ
A==, 6|3
2

tg: Aplicar o TFC*: A= R? (2r - 0)
to: Aplicar a distributiva: A = ©R?

Nota: 2 Teorema Fundamental do Calculo (TFC)
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A articulacdo entre 0 mesmo objeto matematico com o uso de técnicas e tecnologias
distintas viabiliza conhecer a razéo de existir daquele objeto e sua origem. Ela favorece,
também, o estudo das dimensdes ecoldgica e econdmica e permite detectar como um
determinado objeto matematico “vive” em diferentes instituicdes e quais leis, regras e
documentos garantem a existéncia e a divulgacdo daquele saber.

A incompletude das organizagbes matematicas escolares, destacadas nos exemplos
anteriores, causa obstaculos na compreensdo do saber. Por exemplo, os signos da linguagem
matematica ndo sdo interpretados e/ou representados corretamente e podem ndo produzir
significados tanto para o professor, quanto para o estudante.

Uma analise critica ao curriculo escolar e as praxeologias didaticas e matematicas nos
livros didaticos nas instituicbes, permite identificar a presenca de um paradigma
“monumentalista” (Chevallard, 2005) em que o estudante “visita a obra” (Chevallard, 2012),
para aplicar técnicas e resolver atividades sem construir significado. Se tivéssemos o ensino
voltado para a investigacdo, para a construgdo do saber, as articulagfes que salientamos nos
exemplos, poderiam fazer emergir, enriquecer o debate e a aprendizagem, agucar a curiosidade
e desenvolver novas ideias ou conhecimentos.

Chevallard (2012) destaca que a mudanca para o paradigma de questionamento do
mundo favorece o estudante a promover questdes e buscar respondé-las (internamente ao campo
da matematica ou exterior a ele) utilizando como ferramentas praxeologias matematicas
(tarefas, técnicas, tecnologia e teoria), expressas por diferentes tipos de linguagem: escrita, oral,
gestual, imagética, pictdrica, entre outras.

Um objeto matematico sofre intensas interpretacdes, em que a linguagem matematica
se adapta aos contextos em que se insere. Inicia com a elaboracdo de uma estrutura validada
pelos matematicos até chegar na sala de aula. Durante este processo, as dimensdes
epistemoldgica, econémica e ecoldgica (Gascon, 2011) afetam diretamente o sistema didatico
(professor, estudante e objeto). A dimensao epistemologica tem o papel de estudar o objeto
matematico em seu desenvolvimento historico (Almouloud, 2022) e suas diferentes formas de
concepgdo e abordagem. A dimensdo econémica abrange o contexto institucional, as leis, 0s
curriculos, os livros didaticos adotados e, a dimensdo ecologica estuda as condi¢des e
“restrigdes transpositivas” (Chevallard, 1991) a que sdo submetidas as organizacoes
matematicas e didaticas, em diferentes etapas.

Contudo, ha intrinsecamente algumas dimensdes denominadas por Gascon (2011) como
“secundarias — por exemplo, as dimensdes cognitivas, pessoais, ostensivas, instrumental etc.”,

em que “o desenvolvimento posterior da investiga¢ao pode originar a formulacao e o estudo de
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outros aspectos nas outras dimensdes ou sua conexao com outros problemas didaticos™ (ibid,
2011).

A possibilidade da existéncia de dimensGes secundarias, nos motivou a acrescentar a
dimensdo da linguagem, tendo em vista, que o registro de um objeto matematico ocorre por
intermédio de representacdes, simbolos, técnicas, tecnologias e teorias especificas que
proporcionam unicidade ao campo cientifico e ao expandir, sdo inseridos signos originais e
internos a propria matematica. Todavia, a matematica nao vive isolada no mundo e 0 homem,
como um ser social, mobiliza diferentes conhecimentos para sobreviver e comunicar. E nesse
sentido que a linguagem matemaética circunscreve areas de conhecimentos diversos, como nas
Engenharias e na arte.

A relevancia da dimenséo da linguagem nestes dois movimentos, o de insercdo e o de
circuncisdo, contribui para a ruptura que propde o paradigma do questionamento do mundo e
para a formulagéo criativa e original de questfes abertas no dispositivo do Percurso de Estudo
e Pesquisa (PEP), o que favorece transitar na fronteira entre uma linguagem externa e interna a
matematica. Neste sentido “a fronteira define-se, entdo, como um mecanismo de semiotizacédo
capaz de traduzir as mensagens externas em linguagem interna, transformando a informacéo
(ndo texto) em texto.” (Machado, 2003)

O intuito do que se segue é apresentar a dimensdo da linguagem como um constructo
teodrico de analise para o problema didatico, situando-a como uma dimensao fundamental, com

0 mesmo grau de relevancia atribuida as dimensdes epistemolégica, ecoldgica e econémica.

Dimenséo da linguagem

O problema didatico € um conjunto de quest@es feitas ao sistema - professor, estudante,
saber - para 0 ensino de um objeto matematico. Ao buscar respostas para tais questdes €
necessario verificar as condices e restricdes para as organizacdes didaticas e matematicas e a
producdo de significados para os saberes, que caracterizam as dimensdes epistemoldgicas,
econdmicas e ecoldgicas (Gascon, 2011) do saber a ser ensinado.

Tal intento exige um sistema de referéncias que registra as caracteristicas dos objetos
matematicos com uma linguagem especifica (os simbolos, as representacdes) tornando-os
manipulaveis e visiveis e comunicando o que a mente quer expressar. Sao 0s objetos ostensivos
(representacdes, simbolos) que acedem um teorema, uma defini¢cdo, um axioma (objetos néo
ostensivos).

Estudar a dimensdo da linguagem, com o grau de relevancia que Ihe cabe, é fundamental

para compreender os acordos (supressoes e inclusdes de termos) nem sempre explicitados nas
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trés dimensdes defendidas por Gascén (2011), como por exemplo, os raciocinios abdutivos dos
estudantes e dos professores, que os levam a produzir algo diferente do que esta posto. A
existéncia do raciocinio, como forma de organizar o pensamento, era defendido por Aristoteles
(2016) que o tipificou em: dedutivo, indutivo e abdutivo. Posteriormente, Peirce (2005) define
0 raciocinio abdutivo como aquele espontaneo, insights livres de julgamentos e por isso
original.

Na TAD a presenca deste raciocinio se encontra no desenvolvimento da pedagogia do
PEP e no paradigma didatico de questionamento do mundo, pois estdo pautados em promover
indagacGes em torno de uma questdo original, que pode ter raizes no &mbito da propria
matematica ou ndo. No entanto, o processo de interpretacdo, significacdo ou representacdo é a
base da Semidtica, que se preocupa em estudar a linguagem. Santaella (2009) afirma que “a
semidtica € a ciéncia que tem por objeto de investigacao todas as linguagens possiveis, ou seja,
que tem por objetivo 0 exame de modos de constituicdo de todo e qualquer fenbmeno como
fenomeno de produgdo de significagdo e sentido”.

Quando a questdo aberta proposta se encontra no campo exclusivo da matematica, ha
uma demanda por uma linguagem especifica, tomada por simbolos, representacdes, técnicas,
tecnologias e teorias apropriadas que sdo topologicamente situadas na propria matematica.
Todavia, se a questdo adquire uma amplitude externa a matematica, com uma problematica do
mundo em que as indagacBes conduzem a mobilizacdo de varios objetos cientificos e de areas
distintas, a linguagem excede o limite matematico.

Neste sentido, a dimens&o da linguagem é a0 mesmo tempo um campo externo e interno
ao problema didatico, ¢ uma “dimensédo de fronteira” em que os movimentos sdo dindmicos,
em expansdo ou em zona de interrelacGes entre diferentes meios. A linguagem presente no
ensino de um campo cientifico adquire um perfil proprio ou extrapola os muros do
conhecimento fragmentado a depender da intencionalidade do ensino, das organizacfes
didaticas e das organizac¢des dos objetos especificos de cada area.

Branddo (2021) defende a existéncia de quatro tipos de linguagem matematica que
circunscrevem e inscrevem um problema didatico: dictarizada, contrafactual, em curso e em
(dis)curso. Para a autora, os trés componentes do sistema didatico mobilizam estas linguagens
a depender do problema didatico institucionalizado. O fluxo entre elas cria uma relacdo de
dependéncia com um dos paradigmas (“visitas as obras” ou questionamento do mundo), recorre
as organizacdes didaticas e matemaéticas e solicita acbes para as solucBes levantadas na

problematica.

368 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v. 26, n. 1, p. 360-389, 2024



A linguagem dictarizada, para Branddo (2021), é a linguagem especifica da matematica,
composta por técnicas, tecnologias e teorias do proprio campo do saber. Sdo simbolos, regras,
procedimentos que fazem parte do escopo do canone matematico. Teoremas, definicdes,
demonstragdes, axiomas e representacdes sdo essenciais para que a linguagem matematica seja
compartilhada. Por ser uma linguagem especifica de um saber hd um predominio no seu ensino
e h& peculiaridades inerentes aos objetos matematicos que podem causar conflitos em sua
interpretacdo e equivocos epistemoldgicos, pois “em cada contexto, a regra pode adquirir um
significado diferente e o aluno, que deveria aplicar a mesma regra, aplica outra em seu lugar”
(Silveira, 2015).

Esta situacdo pode ser verificada quando, no Ensino Fundamental Il (EF 1), os alunos
sdo ensinados a dividir dois polindmios por técnicas apropriadas para a aprendizagem. No
entanto, quando esta divisdo aparece no Ensino Superior (ES), em um tema especifico, como
por exemplo uma Integral Dupla de funcbes de varias variaveis, em que deveriam aplicar a
mesma regra, muitos alunos ndo associam o que aprenderam no EF Il em uma situacdo
problema no ES.

Na Tabela 4 mostramos como a divisdo de polindmios se apresenta em um contexto

especifico do EF 11 e em uma situacdo do ES, ora como tecnologia ora como técnica.
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Tabela 4.

Comparagcao entre polindmios no livro didatico (Dante, 2008) e em um Protocolo de um
estudante de Engenharia

Divisdo de polindmios como tecnologia em um livro didatico

Diviséo de polinémio por polinémio

Analise os exemplos com atengdo. Junto com um colega procurem justificar cada etapa
da resolugdo. Vamos usar o processo da chave, que esta descrito no Tabela abaixo

~

Exemplo 1
{15%7 + 2% - 8) £ (G + 4) | €] Repesimo: o processo dividinde o 1° termo de
. i -10x - & pelo 1® termo de 5% + 4, ou seja,
&) Dividimos o 12 termo do dividen- & oy 0 g5y = 2
do pelo 10 termo do divisor:
{1527} : {5x) = 3m: 15xt+2x - B |Ex+ 4

1557 + 2x - &| 5x+ 4 et L
}k =10z -8

3 #1084 8~ _—2{5% + &) = -10% - 8
B} Multiplicamos o | Tomando o oposto: +10x + 8
3x - (8% + 4) = 16%% + 12%
¢ subtraimas o valor obtide de  |D) Entao:

15%° + 2x. Para isso, mudamos {(15%% + 22 - B) : {Bx + 4)=3x -2
of sinais de 15%° + 12% e soma- Como o resto & zaro, a verificagio fra zssim:
mes a 152° + 2x: {3x—2) - (5x+4)= 150+ 120 — 10x - 8= 152 + 2% - 8

155%4 22~ B 5K+ 4 quocierits % diviser - eiwidande
—15x® - 12x 3x
-10x -8

Divisdo de polindmios como técnica em Integral Dupla

p.

O primeiro registro mostra um recorte de um livro didatico do 8° ano em que o tema
divisdo de polinbmios se apresenta como uma tecnologia a ser apreendida. O algoritmo conduz
aum método denominado processo da chave, em que a técnica é semelhante a técnica de divisao
de ndmeros inteiros. O segundo, consiste em um protocolo de um estudante do curso de
engenharia civil, que ao resolver uma Integral Dupla, se depara com a necessidade de dividir
polindmios por uma técnica e ndo o faz, alegando “ndo se recordar do procedimento.®”

Tal problema é especifico da linguagem dictarizada em que a sintaxe, a semantica e o
pragmatismo (Machado, 1993) do objeto matematico revelam dificuldades inerentes a este
conhecimento. Quando nos referimos a sintaxe matematica nos referimos a forma como é
expresso o0 objeto; a semantica, ao sentido atribuido ao contexto e o pragmatismo ao uso em
uma situacao especifica. Assim, para a argumentacéo tecida € possivel identificar modificacoes

sintaticas, pois ha diferencas na forma como a divisao se apresenta no protocolo do aluno e no

° O pronunciamento da fala aqui registrada ocorreu durante a avaliacdo de CDI-IlI realizada no dia 5 de maio de
2023.
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livro didatico e, pragmaticas, quando empregadas em situacdes distintas (um como tecnologia
e 0 outro como técnica).

Ha o uso dos trés tipos de raciocinios. Inicialmente, o estudante do EF-11 processa a
semiose para aprendizagem do objeto, uma ideia nova presente como um raciocinio abdutivo,
em seguida, utiliza as regras da linguagem dictarizada para a deducéo das técnicas e tecnologias
a serem aplicadas. No entanto, quando o discente estd no ES e precisa mobilizar o raciocinio
indutivo, para transitar do particular (a divisao de polinbmios do EF-I1), para a generalizacéo
(a técnica necessaria para solucéo de uma Integral Dupla) ele ndo consegue identificar as regras
necessarias para realizar a divisdo neste contexto.

Brand&o (2021) alerta quanto ao emprego em sala de aula e pela sociedade da linguagem
dictarizada, pois ela pode ser comunicada ou divulgada por meio de discursos excludentes,
elitistas e de poder, com consequéncias danosas para a aprendizagem de conceitos matematicos.
O emprego excessivo daquela linguagem tem “inibido” o desenvolvimento de outras
matematicas e/ou a descoberta de métodos diversificados de ensinar e aprender a discipling;
restringido a divulgacdo e expansdo da aplicacdo de seus objetos matematicos na evolugéao
cientifica (ou no cotidiano) que extrapola o espaco escolar e imposto a equabilidade do ensino
para matematicos e ndo matematicos.

Né&o defendemos a exclusdo da linguagem dictarizada, pois isso desconstituiria a ciéncia
matematica como um corpo de conhecimento. Inferimos a necessidade de expansdo da
linguagem matematica para um mundo de intensas modificacdes, em que se exige habilidades
numeéricas que estdo para além da memorizagdo de formulas e conceitos matematicos em
situacOes distintas da época em que foram criados. Para Branddo (2021, p.99), a linguagem

contrafactual € aquela que:

ndo tem regras, ndo tem convencdo, apenas imprime uma qualidade original, uma
intuicdo. Para caracteriza-la tomamos do hindu a expressdo: “ver com o terceiro olho”,
que imprime a capacidade humana de ir além da realidade fisica, ou enxergar para além
das aparéncias. [...]. A linguagem contrafactual percorre um caminho em intensas
transformacdes, é autorregulavel, autocorretiva e, portanto, cientifica também. [...]. Ela
é circunstancial quando a percepcdo dos fendmenos exige posturas, percepcdes e
movimentos transformadores, agregando conhecimentos originais emergentes de outras
ideias e técnicas.

Esta linguagem surge quando os matematicos, os artistas, 0s cientistas desenvolvem
ideias novas, conceitos, experiéncias em que a criatividade se revela de maneira distinta do que

esta posto institucionalmente. O estudante que realiza um caminho distinto do professor para
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responder a uma tarefa, desenvolve a linguagem contrafactual, livre de imposicdes para abrir

caminho para a descoberta. Neste sentido, Brandao (2021, p.98) assevera que

ndo se revela como fatos, comprovaveis e concretos, mas algo virtualmente existente na
mente humana, um conjunto de especulagdes que emergem de uma teia de relagdes
irracionais, que se apresentam como raciocinios sem nexos, sem preocupacao de atentar
para a certeza da ficgdo especulativa. Por isso sdo livres e sdo internos a cada ser
humano, sdo organizacbes simbdlicas do proprio sujeito, que tece uma malha de
relacdes, interpretacOes, significados e representagdes dele com o mundo.

Quando a autora afirma ser uma linguagem autorregulavel e autocorretiva, ela relativiza
o0 julgamento de valor em que se atribui o certo ou o errado que permite a existéncia do terceiro
excluido. Ou seja, pode haver uma fase de transicdo entre a linguagem dictarizada e a
contrafactual em um fluxo continuo, sem direcdo fixa, em que as duas transitam de forma

complementar. Brandédo (2021, p.98) explica:

As duas linguagens - dictarizada e contrafactual - sdo instrumentos, com finalidades
distintas: na primeira o fim é externar e aplicar as regras, deducbes e inducdes
reconhecidas pela comunidade matematica expressas em praxeologias matematicas e
didaticas. Toma o instrumento como um simbolo, que serve de convengdo para se
provar algo, um habito. Na segunda, ela ¢ um instrumento que nos “faz ver”
(Herrero,1988, p.31), contemplar, refletir, criar.

Diante desta distingdo percebemos que a linguagem contrafactual propde uma “nova
ordem” a Matematica, em que a criatividade guia 0s caminhos e “o insight iluminante tende a
ser olhado como ameaca de desordem ou desestabilizagdo, antes de ser reconhecido como
contributo valido no sentido de crescimento da pluralidade singular dos homens” (Vergani,
2009, p. 180). Podemos citar um exemplo matematico, quando 0s conjuntos numericos se

ampliam com a introducdo dos nimeros complexos.

Para Branddo (2021), ha duas outras linguagens restritas a sala de aula: a linguagem em
curso e a em (dis) curso. A linguagem em curso se apresenta na elaboracao feita pelo docente
em torno de organizagcdes matematicas e didaticas para explicar um determinado assunto e, ao
colocar em acdo o que propds para o desenvolvimento de sua exposicdo frente a uma turma.
Este novo texto, em que o docente escreve ou explicita oralmente sua propria interpretacao € o
que Chevallard (1991) denomina “metatexto” que ¢ mais dificil de ser exemplificado, pois
acontece no “ato da fala” (Austin, 1990) ou nas anotagdes feitas por cada professor. A
linguagem em curso se baseia na repeticdo de livros didaticos e de metodologias de ensino

pautadas no paradigma de “visita a obras”.
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A autora afirma que a linguagem em (dis)curso €, a revelia, a linguagem em curso, pois
é por intermédio de um conhecimento mais amplo e profundo das organiza¢cGes matematicas

que é possivel estabelecer organizacdes didaticas que viabilizam

lidar com o mesmo assunto por varios pontos de vista. [...]. toma o conceito de
relatividade do conhecimento no sentido filosofico, em que atribui ao conhecimento um
carater necessariamente limitado por depender de fatores varidveis, como a
particularidade do sujeito, o contexto que é produzido, entre outros (Brand&o, p. 109).

Cada uma das quatro linguagens é composta por saberes que as relacionam. De forma
sucinta, a linguagem contrafactual tem vinculo com o saber abdutivo que tem um papel
fundamental na percepcéo sensivel, atribuida a uma visdo transcendental que emerge do
processo criativo na elaboracdo de novas praxeologias matematicas e didaticas de forma néo
convencional e ndo normatizada para perceber os objetos matematicos. Em relacéo a linguagem
dictarizada, optamos por dois tipos de saberes: o advindo da construgdo epistemoldgica do
matematico e o saber social, cultural e histérico que participa desta constru¢cdo com o0s
problemas propostos.

Para a linguagem em curso, elencamos dois saberes: o institucional oriundo de livros
didaticos, dos curriculos, da noosfera que influenciam as interpretacdes do objeto matematico
e o saber ensinado pelo professor, que realiza a transposicdo didatica interna e imprime suas
interpretacdes individuais ao objeto. Para finalizar, a linguagem em (dis)curso estabelece o
saber das interpretacGes subjetivas e pragmaticas, para construir uma interpretacdo individual
e critica, que se posiciona diante das relacbes de poder embutidas nos discursos, nas
instituicdes. Na Figura 1, sintetizamos os quatro tipos de linguagens e alguns dos multiplos
saberes que as circunscrevem.

Saber
Tnstitucional
(livros, curmiculos

ESTUDANTE |

cnsinado pelo

profiessor
Linguagem
em (dis)cursefe © !
/!
'

Saber das
mterpretagdes
subjetivas e
pragmaticas

social ¢
histérico
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Figura 1.
Sintese dos quatro tipos de linguagens e os saberes relacionados (Brandédo, 2021)
Os saberes na Figura 1 sdo pessoais, culturais, historicos, sociais, matematicos,

abdutivos e estdo envolvidos no processo formativo de um estudante. E na acdo em sala de aula
que o professor buscara o equilibrio entre as quatro linguagens. No entanto, Brand&o (2021)
esclarece que, entre 0os quatro tipos de linguagem, existe uma proporcionalidade inversa
desenvolvida em contextos de uso e que pode ser analisada em duas dire¢des: na verticalidade,
quanto mais se aplica a linguagem dictarizada, menos linguagem contrafactual é produzida; de
forma analoga, quanto mais linguagem em (dis)curso, menos linguagem em curso. Na
horizontalidade, quanto mais baixo for o emprego da linguagem dictarizada mais elevada sera
a linguagem em (dis) curso; quanto mais baixa for a linguagem contrafactual seré elevada a

linguagem em (curso), como pode ser visualizado na Figura 2.

Elevado |
|
Linguagem | Linguagem
Dictanizada . em
: (Dis)curso
p
_______ @ ————— -
: [
Linguagem 1 Linguagem
| em
contrafactual : Curso
|
Barxo ' : I
Baixo Elevado
Figura 2.

Movimento proporcional das quatro linguagens (Branddo, 2021, p.117)

O ponto de equilibrio como a forma ideal do uso das quatro linguagens ¢ marcado pelo
ponto P na Figura 2, onde os niveis de proporcionalidade atingem um nivel de imbricamento
ideal para o ensino e a aprendizagem de Matematica. Entretanto, ao acrescentar uma dimenséo
ao problema didatico, alguns questionamentos advindos das quatro linguagens precisam ser
considerados como guias para a observacdo dos fendmenos, que emergem da sala de aula
durante a realizacdo de tarefas e institucionalizacdo de conceitos. Assim, elaboramos algumas

perguntas para cada uma das linguagens na Tabela 5.
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Tabela 5.
Sintese das perguntas formuladas para o problema didatico sob a vertente da linguagem (Brandao,

2021)
Tipo de Caracteristicas Perguntas Formuladas
Linguagem
1. Quais expressdes ou palavras estdo diretamente relacionadas com
0 objeto matemaético em estudo?
« Simbdlica 2. Quais sigrlificados' eles geram que facilitam/ dificultam a
_ « Regras e normas compreensdo dq objetoleplstemologlcq?_
Linguagem L 3. Qual a relevancia dos simbolos matematicos para a compreensdo
Dictarizada * Ramogmo do objeto matematico?
_dedu'qvo €1 4. como e quando aplicar uma regra matematica em tarefas
indutivo distintas?
. Qual o sentido coletivo do ensino de um determinado objeto
matematico?
e Raciocinio . De qual mundo é retirado a razéo de existir do objeto matematico
Linguagem abduj[i\./q pleiteado? _ _ -
Contrafactual Sen5|b|!|dade . Oque eu posso criar com esse objeto matematico? .
perceptiva . O que ja existe no mundo que eu possa usar para ensinar esse
Criatividade objeto matematico?

. Quais registros me permitem extrapolar a visao limitada que o

“eu” tem da matematica?

Linguagem em
Curso

Interpretacdes
simbdlicas
Contexto de uso
interno a
matematica

. Quais as variacOes do objeto matemaético em contextos de uso no

préprio campo da matematica podem ser verificadas?

. Como sdo interpretadas as varia¢fes das regras envolvendo o

objeto matematico em estudo?

Linguagem em
(Dis)curso

Interpretaces
subjetivas e
intersubjetivas
do estudante e
do professor
Criticas as
relacOes de
poder

Propbe  novas
praxeologias
matematicas e
didaticas

. Como o objeto matemético

. Quais as interpretagdes possiveis que podem emergir do objeto

matematico, por parte dos estudantes e dos professores?

. Quais atividades podem ser construidas que possibilitem

discussdo e acgles vidveis para a interpretacdo do objeto
matematico?

. Como pode o sujeito sujeitado criticar? (Aradjo, 2004, p.243);
. Qual é a importancia desse objeto matematico para a sociedade?
. Quais significados podem ser produzidos a partir do contexto de

uso desse objeto matemético?

. Qual o “mundo vivo” que estdo inseridos os estudantes ao qual

vou apresentar o objeto matematico?

pode contribuir para o
desenvolvimento social do “mundo vivo” ao qual os estudantes
pertencem?

Enfatizamos que € a acdo, em sala de aula promovida pelo didlogo entre os agentes do
sistema didatico, que possibilitara a ruptura do paradigma monumentalista. Neste movimento é
necessario propor tarefas que permitam aos discentes empregar o raciocinio abdutivo para criar
perguntas e buscar diferentes respostas, 0 que nos fez recordar uma propaganda publicitéaria a
respeito de ciéncia, que apresentava a afirmag¢ao de Einstein (1955) de que “nao sio as respostas

que movem o mundo, sdo as perguntas”.
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Por este motivo elaboramos algumas tarefas em que as quatro linguagens podem ser
organizadas, no intuito de por em acdo os constructos tedricos criados. Bem como, mostrar que
as dimens@es do problema didatico tém a linguagem como um ponto de fronteira capaz de
fundamentar todas as outras. Na proxima secao, indicaremos o0s processos metodoldgicos
escolhidos para o desenvolvimento das a¢bGes que foram limitrofes para o uso das quatro

linguagens.

Cenario e participantes da pesquisa®

Esta pesquisa é de cunho qualitativo, e as interpretacfes sdo provenientes daquele que
atribui um significado aos dados coletados. Para Creswell (2010), a pesquisa qualitativa ¢ “o
processo de pesquisa que envolve as questdes e os procedimentos que emergem, os dados
tipicamente coletados no ambiente do participante, a analise dos dados honra um estilo indutivo
e as interpretagdes feitas pelo pesquisador acerca do significado dos dados”. Para a coleta
fidedigna das discussbes realizadas durante as atividades propostas os encontros foram
gravados em audio e video.

Contamos com a participacdo de doze estudantes, seis de cursos de Engenharias e seis,
da Licenciatura em Matematica de duas instituicGes publicas de uma cidade do interior da
Bahia, em um curso presencial extracurricular denominado: “Se Integre Duplamente as
Superficies Quadricas”, que ocorreu em cinco encontros aos sabados, dois deles nos dois
periodos, matutino e vespertino e 0os demais, apenas no matutino.

Um dos critérios para a sele¢do dos participantes era ter cursado a componente curricular
Célculo Diferencial e Integral I11 (em cuja ementa consta a Integral Dupla como um dos temas
a ser estudado), pois tinhamos como objetivo verificar se os estudantes produziam significados
para 0 conhecimento previamente adquirido e se os relacionavam a outros contextos nao
abordados nos livros didaticos.

Para isto, entregamos em papel A4 uma tarefa escrita e original, que primava por
enunciados diferentes dos que sdo apresentados nos livros adotados pelos cursos das graduacgdes
citadas. A atividade intitulada “Vaga de emprego” foi entregue no final do segundo encontro e

os estudantes a devolveriam até um dia antes do Gltimo encontro, com o objetivo de investigar

6 Os participantes da pesquisa assinaram o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE), pois esta
pesquisa faz parte de um projeto maior do Grupo de pesquisa “Processo de Ensino e Aprendizagem em Matematica
— PEAMAT” do Programa de Estudos P6s-graduados em Educagdo Matematica da PUC-SP, que foi submetido ao
comité de Etica da PUC-SP. PEAMAT. Portanto, os autores deste artigo eximem explicitamente a Acta Scientiae
de quaisquer consequéncias dai decorrentes, incluindo a plena assisténcia e eventual ressarcimento a qualquer
dano resultante a quaisquer dos participantes da pesquisa, de acordo com a Resolugdo n°510, de 07 de abril de
2016, do Conselho Nacional de Saude do Brasil.
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se 0s conhecimentos adquiridos no processo formativo dos estudantes os possibilitariam
desenvolver um raciocinio abdutivo para a formulagéo da questao de autoria prépria.

Em uma andlise a priori, suscitamos que teriam dificuldades em empregar os conceitos
matematicos com a graduacdo em que estavam matriculados, por trés motivos: o primeiro, é
que os livros didaticos nas bibliotecas ndo promovem essa articula¢do; o segundo, a abordagem
das organizacfes matematicas e didaticas elaboradas pelos docentes ndo tém contemplado esta
vacancia ou se contemplam ndo ha divulgacdo do material produzido e, em terceiro, a
inexisténcia em sites de busca online de modelos que possam contribuir para a execucdo da
tarefa, o que demanda criatividade para elaboracdo e solucdo da questéo.

Findo o prazo destinado a execucgédo da tarefa os estudantes socializaram suas respostas.
Na secdo seguinte, apresentamos as respostas para a tarefa analisando-as a luz da dimenséo da

linguagem.

As acbes em ato

O ineditismo da tarefa se explica por trés motivacGes: a pretensdo da autora de romper
com os tipos de enunciados dos livros didaticos adotados pelas duas universidades;
proporcionar uma situagdo problema em que o raciocinio abdutivo estivesse presente deste a
elaboracdo até o desenvolvimento pelos estudantes; e em Gltimo, a construgdo de uma teia de
significados em que os quatro tipos da linguagem fossem incitados durante a execu¢do. Com

tal intento, apresentamos a Atividade 1 (Figura 3) intitulada “Vaga de Emprego”.
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VAGA DE EMPREGO PARA
PESSOASCRIATIVAS

Vool foi escolhido para ministrar uma aula sobre o tema: Integral Dupla aplicada
aos parabo ldides hiperbdlioos, o seu desempenbo te garambe uma vaga de emprego

AT Wma Empnes gque ekl esorevendo liveos de Caloulo Diferencial & ntegral.

Remuneracio: RS 2500000 mensais, mais uma comissio de 2% em cada livro vendido
eum wlor rdativo aos sews direitos autoris.

Banca examinadora: & formada poo cinoo pescogs mai ohativas do mondo,
certificadas por agdios intemacionais de credibilidade id onea.

Critério de selecdo: formulagio de uma guestio ingdita sobre o tema e aplicada a

graduacio emgue esiE matrioulado.

Crie a questdo e garanta esse empregol

Figura 3.

Atividade 1 (Brandéo, 2021)

Para as andlises dos dados coletados escolhemos trés categorias: 0 uso do raciocinio
abdutivo, os significados produzidos e a dimensdo da linguagem. Neste sentido, primamos em
responder ao seguinte problema didatico: a atividade matematica que envolve a Integral Dupla
possibilitou aos estudantes mobilizarem o raciocinio abdutivo e as dimensfes da linguagem
para a producdo de significados em contextos diversos e no &mbito da Matematica?

Dos doze estudantes que participaram do curso, apenas cinco deles (E2, Es, Es, Es, E11)
responderam a tarefa e tiveram seus protocolos analisados de acordo com as categorias ja
explicitadas.

O estudante E> apresentou a solugdo (Figura 4) por meio dos registros das
representacdes algébricas e gréaficas para expressar o raciocinio abdutivo na associacao que fez
entre os elementos da sua graduacdo e o objeto matematico o que possibilitou articular a
linguagem contrafactual com a linguagem dictarizada e em curso. Ao utiliza-las é verificavel
seu conhecimento de tecnologias, técnicas e teorias a serem aplicadas na atividade, bem como,
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as semioses em acdo, ao encadear procedimentos lineares expressos por simbolos que orientam
a representacdo escrita do raciocinio dedutivo.

Embora o estudante ndo tenha apresentado uma solucéo para o problema no ambito da
linguagem dictarizada e em curso, teve éxito para a linguagem contrafactual e em (dis)curso.
Isto nos faz inferir que o estudante, ao ser desafiado diante de uma situacdo inédita, conseguiu
acessar elementos de suas experiéncias anteriores para construir com criatividade um problema.

Questio “vaga de emprego”

A densidade de carga linear, superficial e volumetrica € uma quantidade de carga
elétrica em uma linha, superficie ou volume respectivamente. Ela 3 medida em
coulombs por metro (C/m). metro quadrado (C/m®), ou metro cubico (C/m%).
respectivamente. Como existem cargas positivas e negativas, a densidade pode tomar
também valores negativos. Assim como qualquer densidade, ela depende da sua

posicido. Quando temos uma superficie de
] 2
z =J——:-—2 e uma regifio D limitada por v = x-1 e ¥* = 2x + 6, qual a densidade da

al

carga elétrica da regido D, que esta contida no paraboloide hiperbolico?

@-{

, (il da desilk s canga e
- oo o }I Sixpdar = ” 24da
s N2tb ) 4] b
C— A-we20:36 .
Figura 4.

Protocolo de solugdo da Atividade 1 do estudante E,’ (Brandao, 2021, p.360)®

" Todos os estudantes assinaram o Termo de Consentimento Livre Esclarecido e os documentos exigidos pelo
Conselho de Etica.

8 Foi necessario transcrever as solugdes dos protocolos dos estudantes, fidedignamente, pois as imagens ao serem
digitalizadas ficaram ilegiveis.
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Duas formas de responder:

y=x—1
|{ x—1=+2x+6 A=16+ 20 = 36
)y=\,"2x+6 v
2 ¥ "=
(x—1)* = (V2x +6) x=+4ﬂ+6= X 51
= x:—

x*—2x+1=2x+6
x*—4x—5=0

D={(x,y)/-1<x<5V2x+te6<y< x—1

x=y+1 2
1) ¥2 y+1=%L-3 A=4+48=36
x=?—3 2z
}JI=4
2 2=+vi_pg —ix6_ 7
v+ y ST -

y:—2y—8=0

.2
D ={(x,v)/ —2c:y€4e}?—3{:x{:y+1

O estudante Eg do curso de Engenharia Civil prop6s uma situacdo-problema (Figura 5)
gue envolvia a construcdo de uma usina hidrelétrica entre o rio Negro e o rio Solimdes em que

precisava calcular a vazédo de agua.

O Rio Negro e o Rio Solimdes sfo dois rios localizados no estado do Amazonas que
constituem o chamado Encontro das Agua& inicialmente, devido a varios fatores, as
aguas nio se misturam, esse fendmeno dura por cerca de 6km. Fo1 introduzido nesse
encontro uma vsina hidroelétrica no formato de um paraboloide hiperbodlico.

A usina foi1 construida de modo em que um dos lados da hipérbole € a barragem do
Rio Negro, enquanto o outro lado € a barragem do Rio Solimées. E entre o solo e o
wvértice da parabola existe uma vazdo d’agua que formara um novo curso para o gue
vira a ser o Rio Amazonas. Nesta vazio ocorre queda d’agua de ambos os rios
fazendo com gque os geradores centrais funcionem, gerando assim energia elétrica
Utilizando integral dupla, calcule o volume maximo permitido para a vazio d’dgua
entre uma das barragens e as turbinas de geragiio de energia.

Solucio:
Tomandoca=1;b=1;c=1;k=2 curva 1— -x2
F(x,y) = y* —x* curva 2— x2 + k2
y3 —x2+4
J.f y? —x¥dydx — J-— —xWy dx
3 2

r (-]
—x<+4 - X
I=(x*-8x"+16) — ( 3 }-I—x"'—él—x' —(—?+x4}
_ (—a%+axt+ext-32x 1607 +64)
3
12x*—48x2+64 2
- 4x*

I=
I=4x' =203+

&
I +x4—4x2+%—x"

20
3

1 4

64 4 44 12+220 232
x3+—x| -t —=—=—
3 a 5 3 15 15

frax* —20x* + £;}—4)dx -+ gxs u.v

Figura 5.
Protocolo do Estudante Eg da Atividade 1 (Brand&o, 2021)

O estudante Es empregou conhecimentos de Integral Dupla para o calculo da medida do
volume, ou da vazédo da agua entre uma das barragens e as turbinas de geracéo de energia. Esta

aplicacdo nos remete a razdo de existir do objeto matematico, que é um dos principios da
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dimensdo epistemoldgica do problema didatico. Ha o emprego das linguagens dictarizadas em
curso, quando as tecnologias, técnicas e teorias sdo empregadas na execucdo da tarefa e a
linguagem contrafactual e em (dis)curso quando articula outros contextos para promover a
mobilizacdo dos raciocinios abdutivos e dedutivos.

Para o desenvolvimento da situacdo-problema o estudante Eg cria uma fungédo F(x, y) e
os limites de integracdo quando identifica cada barragem como uma curva, representada pelas
equagbes y = -x% e y = -x? + 4 e quando estabelece um intervalo de variagdo para X pertencente
ao conjunto dos reais e expresso por 0 <x < 1. Se analisarmos os dados fornecidos no enunciado
da situacdo, ndo é possivel detectar esses elementos. Assim, para a linguagem dictarizada e em
curso o enunciado ndo condiz com os calculos realizados, o que seria um equivoco da
linguagem empregada e na matematica nao teria qualquer validade cientifica. No entanto, se
observarmos a linguagem contrafactual e em (dis)curso é possivel verificar o rompimento dos
parametros das atividades dos livros didaticos ao introduzir uma versdo bem peculiar em que a
criatividade se revela em momentos distintos.

O modelo matematico proposto por Es ndo tem convencionalismos, esta livre de
julgamento e expressa, de forma bem particular, o raciocinio abdutivo empregado pelo
estudante. Nos da também uma orientacdo de como algumas tarefas podem ser organizadas em
torno de praxeologias matematicas para o alcance do paradigma do questionamento do mundo
e da formulacédo de questdes que atendam ao dispositivo do PEP. Para além, a questdo proposta
por Eg nos fez refletir o quanto a educacéo tem desperdicado talentos e criatividade em sala de
aula ao ndo permitir que os estudantes construam e resolvam seus proprios problemas.
Continuamos reproduzindo modelos matematicos elaborados em uma vertente que ndo atende
aos nao matematicos e quando 0s objetos matematicos precisam ser acessados em contextos
extra matematicos os envolvidos ndo se sentem capacitados, pois ndo foram preparados para
isso em seu processo formativo.

A terceira solucdo foi do estudante Ees que apresentou uma situacdo-problema que
envolvia um contexto da Engenharia Civil na construgdo da cobertura do Pavilhdo dos Raios
Cosmicos (Figura 6) situado em uma cidade universitaria do México, do arquiteto Feliz Condela
em 1951. Realizamos uma busca em sites de pesquisa e identificamos que a proposta ndo é
inédita, embora possa ser trabalhada como um modelo de questdo aberta para o
desenvolvimento de um PEP com algumas adaptacdes e pesquisas que promovam mobilizar

praxeologias matematicas em torno da Integral Dupla.
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Tentativa de uma questdo aplicada a integral dupla nos paraboloides
hiperbdlicos!

Questado: Para economizar cimento armado, utilizam-se coberturas que auxiliem tal
economia. Para isso, uma cobertura pode se utilizar de paraboloides hiperbdlicos,
como no caso do Pavilhdo dos Raios Césmicos em 1951 que faz uso dessas
superficies regradas. O arquiteto responsavel foi o espanhol Felix Condela (1910-
1997).

Este pavilhdo, situado na Cidade Universitaria, na cidade do México, tinha como fim
albergar um laboratério que requeria uma cobertura n@&oc ultrapassasse 1.5

centimetros. A cobertura é dada por dois paraboloides hiperbdlicos acoplados a uma
parabola principal.

Diante disso, deseja-se calcular qual a quantidade de cimento armado utilizado na
area dessa superficie.

Porém, ndo achei nada a respeito da equagdo especifica que rege essa
cobertura, sendo impossivel a realizacdo do calculo.

Figura 6.
Protocolo da solucéo do estudante Es da Atividade 1 (Branddo, 2021)

Inferimos que o estudante usou a linguagem contrafactual e em (dis)curso quando se
afastou dos enunciados dos livros adotados e relacionou a Atividade 1 com um contexto externo
a Matematica. Ele procurou a linguagem dictarizada e em curso, por meio de uma “equacao
especifica que rege essa cobertura” para indicar que era “impossivel a realiza¢dao do calculo”.
Tal conclusdo nos fez refletir que ele poderia ter criado ou simulado conjecturas para a
aplicacdo de praxeologias matematicas que “alimentam” a linguagem dictarizada.

As duas solucbes que registramos a seguir sao dos estudantes Ez e E11 ambos da
Licenciatura em Matematica. Identificamos que as aplicagdes ndo sdo inéditas, pois
encontramos trabalhos cientificos publicados e exemplos semelhantes em sites de busca na
Internet. No entanto, destacaremos as adaptacfes que os estudantes fizeram, pois acreditamos
serem essenciais para a analise das categorias escolhidas.

O estudante E11 trouxe como solucdo da atividade um modelo de uma batata frita
industrializada que tem o formato de um paraboloide hiperbolico (Figura7) que é vendida em
uma embalagem cilindrica. E necessario pontuar que durante o quarto encontro a pesquisadora
levou a batata frita, como é comercializada, para o lanche e destacou a semelhancga do formato

da batata frita com o paraboloide hiperbdlico.

382 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v. 26, n. 1, p. 360-389, 2024



Suponhamos que uma batata, da marca Pringles, € descrita pela formula p(x,v) =
2
y? — % (aproximadamente) e que sua lata cilindrica possui 7 cm de didmetro na base

e 25 cm de altura. A batata intersepta um cilindrb de 6cm para que, ao entrar na lata,
ela possa se locomover. Dado que as batatas deixam um espago entre elas e a vasilha
de 5 cm em relaciio a altura e que as batatas possuem ?mm de espessura. Quantas
batatas ha nessa lata? Qual a superficie total que essas batatas possuem? (Considere
apenas um lado da batata).

Solucio:

Precisamos delimitar um maximo global e um minimo global na funcio para
encontrar a altura de cada batata e por consequéncia a quantidade de batatas no
pacote.

Com a quantidade de batatas, calculamos a area de cada batata e depois a area total
que essas batatas possuem jumntos (ao total).

z x2 . 4 z\2 =\2
=fix =L -= cilindro 0=+ 3 <3 A9 =[], [1+(5) +(§—J)

x=rcos B, y=rsend; dA=rdrd®; 0 =B =2n;0<r <3
azy> —xy 2 1 Bzy* 1
) =) = gd 2] =2
(ax) (4) 16" ' (ay) 16~

A = I, [r+2x+ 2y

= 1,2 1oz
Als) = ffg 1+-rirdrdf —r=u
_ am »3 — 1 L
A(s) = [, J, Vu.8duds Srdr =du rdr=8du

a3
8. g f;“ni dé = % .3,19.2r = 55,36wm? 4rea da superficie da batata (um lado)
0

Geometricamente e algebricamente podemos verificar que na fungio
J2 z . . . o
plx,y) = "? - '% a funcfo tera maximo para x = 0 e v = 3, pois o coeficiente x? ¢

negativo e terd minimo para v = 0 e x = 3, pois o coeficiente de v? ¢ positivo
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Figura 7.
Protocolo do estudante E1; da Atividade 1 (Brandéo, 2021)

Na analise das praxeologias matematicas abordadas por E11 houve o emprego do
raciocinio abdutivo para a elaboracdo da funcado definida por f(X, y) a ser integrada, os dominios
da integracdo, o uso de representacdes algébricas para o cdlculo da medida da &rea da superficie
da batata, o célculo de valores maximos e minimos, o uso de coordenadas polares em Integral
Dupla.

Identificamos uma ponte entre a linguagem dictarizada e em curso com a linguagem
contrafactual e em (dis)curso, embora, a énfase do estudante Ei; estivesse em torno da
linguagem dictarizada e em curso, pois abordou alguns objetos matematicos com profundidade
e 0s empregou mediando técnicas e tecnologias inerentes a Integral Dupla. Inferimos que tal

olhar se justifica pela graduacdo proxima daquele discente.
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Quanto ao raciocinio abdutivo ele nasce da elaboracéo da funcdo de duas variaveis, da
associacao com um modelo de formato do paraboloide hiperbdlico e da forma que determina a
quantidade de batatas que serdo armazenadas na vasilha cilindrica. Mas se prolonga para o
raciocinio dedutivo, presente na técnica, nos simbolos mediados e na imagem do cilindro
representado.

A quarta solugéo foi do discente Ez que abordou a Integral Dupla em um projeto
arquiteténico de um hangar em um aeroporto da cidade de Kansas (Figura 8). Encontramos na
Internet um exemplo explorado por Fontes (2005), que o associou ao formato de um

paraboloide hiperbolico.

Embora ndo seja original analisamos a proposta do estudante Es, que apresentou
dominio das praxeologias matematicas que foram empregadas na solucdo e usou, de forma
acentuada, a linguagem dictarizada e em curso. No entanto, nos comentarios no final do
protocolo é possivel identificar indicios do raciocinio abdutivo, como: registrar que as
dimensdes ndo sdo fiéis a estrutura original; ter usado o software GeoGebra para a obten¢édo da
representacdo grafica da equacdo matematica utilizada por ele; colocar a fonte da pesquisa

online que realizou e levantar futuras possibilidades de trabalhar com a questao elaborada.

Atividade Integral dupla aplicada aos paraboloides

Imagem disponivel em: https://groucho-karl-marx.blogspot.com/2011/11/american-airlines-files-for-
bankruptey.html

A maior casca PH (paraboloide hiperbélico) tipo sep foi arquitetada por Milo Ketchum para o hangar de
manutencdo de TWA no aeroporto da cidade de kansas. Esta estrutura é composta pela intersecéo de duas selas,
com um vao entre apoios de aproximadamente, 17,5m com espessura de 10 cm de concreto. Tal estrutura permitiu
que naquele lugar fosse usado como hangar para aviGes, e mais, o perfil PH possibilitou a adaptacdo ao volume a
ser protegido. Vamos eshogar um volume para tal estrutura. Considere o vado de 100m e pelas imagens estimamos

gue o prédio formado tenha um formato quadrangular. Calcule o volume do sélido que se encontra abaixo do
2

2
paraboloide hiperbolico z = :2—4 — 3y2—4 e acima do retangulo R = [-100,100] x [-100,100]

Resolucéo:

Para calcularmos tal volume (volume citado no texto) iremos utilizar dos artificios da integral dupla, como tal
paraboloide tem forma simétrica nos 4 primeiros octantes iremos calcular a integral sobre o seguinte dominio de
integracdo R’=[0,100] x [0,100] e o resultado multiplicar por 4.

100 100 100 100 100

P , 3 100
fj 324 dd 324_[ f(x v )dxdy = 324_[[ @y

0 0
f 1007 100 — 0| d ! i 1007 100y? | d
_ = — + =
324 v Y= 30 3 N e
0
1 (100 , 1o 100y 1004+1004 1 2 1004
324\ 3 2 37 . 324\ 3 3 324 3
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m? = —m3 = 206.761,32m
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Como calculamos no 1° octante iremos multiplicar o valor por 4 e obter o volume correspondente aos octantes
correspondentes a z positivo. Assim uma estimativa do volume para essa estrutura parecida como a acima citada
é
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Figura 8.
Protocolo do estudante Ez da atividade 1 (Brandéo, 2021)

Nos comentarios tecidos pelo estudante verificamos uma preocupacdo com o
julgamento, pois apresenta sua importancia quando afirma que a “questdo tem muito a
melhorar”. Esta percep¢do vem da crenca instituida de que o bom professor ¢ aquele que ndo
erra, o que € um dos entraves ao paradigma de questionamento do mundo, pois ao propor uma
questdo aberta o estudante pode trazer respostas que ndo estdo nas pesquisas realizadas
previamente pelo professor, algo que passou despercebido e que o retira da “zona de conforto”
(Borba & Penteado, 2007).

Tal posicionamento diante de juizos de valores impostos pela sociedade, nos fez refletir
a respeito de algumas restricdes subjetivas em que os docentes estdo imersos e que se tornam
barreiras na implementacdo de organizagdes didaticas de cunho mais libertador e autbnomo.
Desafiar a tradicdo escolar € um caminho de muitos tropegos, mas com resultados inovadores
e surpreendentes.

Apds analisar os protocolos dos cinco estudantes foi possivel identificar que produziram
significados associados aos cursos de graduacdo a que pertencem. Assim, 0s estudantes das
Engenharias criaram situacdes externas a matematica, para apresentar, com proeminéncia, a
linguagem contrafactual e em (dis)curso, enquanto os Licenciandos em Matematica se

detiveram na linguagem dictarizada e em curso.
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Entretanto, outros significados se apresentaram quando o pesquisador interrogou oS
estudantes acerca do motivo de ndo terem respondido a Atividade 1. O primeiro deles, é que a
atividade proposta pela professora exigia criatividade para elaboracédo, enquanto, as dos livros
requerem procedimentos técnicos para resolvé-las. Apresentamos 0S outros, nos recortes da
linguagem oral dos estudantes gravada em audio durante o encontro.

Os estudantes Eg, E7 e E11 respondem:

E7: A meu ver, temos muitas questoes nos livros que sdo, basicamente, “calcule”. Nao
temos de pensar como iremos aplicar o CDI. Foi por isso talvez que ndo tenha
conseguido fazer a questao.

Es: A atividade se diferencia quando “vaga de emprego”, faz o estudante elaborar e
relacionar uma questdo com o mundo real e aplicavel, no livro é s6 resolver uma dada
equacao.

E11: Foi uma atividade contextualizada, que conduz o aluno a sua criagdo, edicéo e
resolucdo. J& nos livros sdo questdes mecanicas, que exigem apenas o calculo.

Fonte: Brandéo, 2021.

A comparacdo feita pelos estudantes caracteriza a importancia atribuida pela
pesquisadora em estimular a criatividade dos cursistas para proporcionar uma atividade de
coautoria. Esse rompimento, com os modelos das tarefas proporcionadas pelos livros adotados,
séo causas de estranhamentos por parte dos estudantes que se sentem desestabilizados ou, em
alguns casos, estimulados com a autonomia facultada. Quanto ao sentimento gerado ao criarem
uma questdo de CDI relacionada ao curso de graduacdo do qual sdo egressos, todos citaram ter
dificuldades. Trés estudantes ndo responderam, cinco apenas citaram que tiveram dificuldades,

mas ndo justificaram e, quatro responderam:

Es: Foi complicado, mas conseguir desenvolver. Aquilo me mostrou que estou no curso
certo.

E11: Primeiramente senti dificuldades, pois sair da zona de conforto de apenas resolver,
mas depois de elaborado uma aplicacdo a atividade fluiu tranquilamente.

E7: Bem, meu caso é Matematica. Tenho que quebrar algumas barreiras para ver melhor
como aplicar todo o CDI.

Eio: Criar uma questdo € mais dificil do que responder, exige criatividade além do
conhecimento.

Os participantes foram solicitados a relatarem as dificuldades que sentiram para resolver
a questdo elaborada, os resultados foram: dois estudantes ndo conseguiram encontrar um
modelo matematico para a descri¢cdo da situacdo elaborada; um dos cursista achou restrito as

fontes para uso de dados reais; um outro, descreveu que a associacao do paraboloide hiperbdlico
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com a Engenharia Elétrica foi seu maior desafio e os seis participantes restantes mencionaram

a falta de memoria para empregar as técnicas de Integracéo na tarefa criada.

Algumas consideracdes

O texto propde a andlise do problema didatico sob uma quarta dimensdo, a da
linguagem. Nesta perspectiva mostramos que ela pode ser considerada como um campo de
fronteira que propicia elementos externos a matematica para produzir significados distintos dos
que sdo encontrados nos livros adotados para CDI nas universidades. Analisamos também como
a linguagem dictarizada e em curso trazem obstaculos epistemoldgicos decorrentes de recortes
realizados para adequar o saber aos diferentes niveis escolares.

Optamos em expor protocolos respondidos por estudantes das Engenharias e da
Licenciatura em Matemadtica para uma atividade denominada “Vaga de Emprego” em que eles
eram solicitados a criarem uma questdo de Integral Dupla aplicada aos paraboloides
hiperbolicos. Dos 12 participantes do curso, apenas cinco responderam e nos dados coletados
foi possivel identificar que a atividade proposta mobilizou o raciocinio abdutivo em sua
elaboracdo, nas conjecturas tecidas e que as quatro linguagens se apresentaram de forma
contundente.

Quanto aos significados, os estudantes mencionam a diferenca da Atividade 1 com as
atividades encontradas em livros didaticos, em que sdo explorados apenas técnicas e
tecnologias, com um minimo de aplicacdes em outras areas de conhecimento. Em seus relatos
orais afirmaram que ndo encontraram fontes de pesquisa que os apoiassem na elaboracgéo das
questdes; a dificuldade de recordar técnicas e tecnologias da Integral Dupla e dos paraboloides
hiperbdlicos, mesmo com a intervengdo da pesquisadora em alguns momentos relembrando-os
algumas técnicas e tecnologias referentes a Integral Dupla e superficies Quadricas; a dificuldade
de articular os objetos matematicos da atividade com a graduacdo, pois ndo sdo assim
abordados.

Para pesquisas futuras sugerimos que as atividades criadas sejam analisadas e retornadas
com os estudantes para que possam fazer adaptagdes mais precisas e avaliar o uso da linguagem
dictarizada e em curso no ambito interno a matematica, como no que tange a linguagem

contrafactual e em (dis)curso, em que o raciocinio abdutivo emerge com mais frequéncia.
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