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Resumo

Este artigo se propde a contribuir com a discussao deste nimero da revista EMP em torno da
questdo “Como desenvolver um Modelo de Referéncia Epistemolégico (MER) para o ensino
de Calculo?”, considerando especificamente o ensino da derivada. Os argumentos aqui eXpostos
norteiam-se pela defesa da inclusdo de constructos teoricos, como os desenvolvidos por Tall
para o ensino de derivada, pelas potencialidades que eles tém de agregar contribuicdes de ordem
cognitiva e didatica aos aprendizes e aos professores respectivamente. Os constructos aos quais
nos referimos foram denominados por Tall por organizador genérico e a raiz cognitiva da
retiddo local. Para os autores deste texto a inclusdo desses constructos, em um MER, pode
favorecer a integracdo teoria e pratica importante ao desenvolvimento do ensino da Matematica.
Organizamos as reflexfes encadeando ideias sobre: integracdo teoria e préatica; concepcao de
um MER; ensino da derivada e os construtos teéricos de Tall. Finalizamos a apresentacéo do

artigo reforcando a importancia da vigilancia sobre a epistemologia dominante do conceito de
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derivada para 0 ensino, com vista & busca de contribuicbes & emancipacdo da Didatica da
Matematica com o favorecimento do ensino do Calculo.

Palavras-chave: Modelo epistemolégico de Referéncia, Ensino do célculo, Constructos
tedricos propostos por David Tall.

Abstract

This article aims to contribute to the discussion in this issue, centered around the question “How
to develop a Reference Epistemological Model (REM) for the teaching of Calculus?”’, more
specifically considering the teaching of derivatives. The arguments presented here advocate the
inclusion of theoretical constructs, such as the ones developed by Tall for the teaching of
derivatives, due to their potential to make cognitive and didactical contributions to students and
teachers, respectively. The constructs that we refer to in this text were called generic organizer
and cognitive root of local straightness by Tall. The authors of this text consider that adding
these constructs to an REM may foster integration between theory and practice, which is
important for the development of Mathematics teaching. We organized our reflections by
linking ideas related to the integration between theory and practice, the conception of an REM,
the teaching of derivatives and Tall’s theoretical constructs. We concluded the article
emphasizing the importance of continuously observing the prevailing epistemology of the
concept of derivatives for teaching, aiming to find contributions that support the emancipation
of Didactics of Mathematics and promote effective Calculus teaching.

Keywords: Reference Epistemological model; Calculus teaching; Theoretical
constructs proposed by David Tall.

Resumen

Este articulo se propone contribuir a la discusion de este nimero en torno a la cuestion “;Como
desarrollar un Modelo de Referencia Epistemologico (MER) para la ensefianza de Calculo?”,
considerando especificamente la ensefianza de la derivada. Los argumentos aqui expuestos se
guian por la defensa de la inclusion de constructos tedricos, como los desarrollados por Tall
para la ensefianza de la derivada, debido a las potencialidades que tienen para agregar
contribuciones de orden cognitivo y didactico a los aprendices y a los profesores
respectivamente. Los constructos a los que nos referimos fueron denominados por Tall como
organizador genérico y la raiz cognitiva de la rectitud local. Para los autores de este texto, la
inclusion de estos constructos en un MER puede favorecer la integracion de teoria y préctica,

importante para el desarrollo de la ensefianza de la Matemaética. Organizamos las reflexiones
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encadenando ideas sobre: integracion de teoria y practica; concepcion de un MER; ensefianza
de la derivada y los constructos teéricos de Tall. Concluimos la presentacion del articulo
reforzando la importancia de la vigilancia sobre la epistemologia dominante del concepto de
derivada para la ensefianza, con vistas a la basqueda de contribuciones a la emancipaciéon de la
Didactica de la Matematica y el favorecimiento de la ensefianza del Célculo.

Palabras clave: Modelo epistemologico de referencia; Ensefianza del calculo;

Constructos tedricos propuestos por David Tall.

Résumé

Cet article vise a contribuer a la discussion de ce numéro autour de la question : Comment
développer un Modéle de Référence Epistémologique (MER) pour I'enseignement du calcul ?
en considérant spécifiqguement I'enseignement de la dérivée. Les arguments présentés ici sont
guidés par la défense de I'inclusion de construits théoriques, tels que ceux développés par Tall
pour I'enseignement de la dérivée, en raison de leur potentiel a apporter des contributions
d'ordre cognitif et didactique aux apprenants et aux enseignants respectivement. Les construits
auxquels nous nous référons ont été nommeés par Tall comme organisateur générique et la racine
cognitive de la rectitude locale. Pour les auteurs de ce texte, l'inclusion de ces construits dans
un MER peut favoriser lI'intégration de la théorie et de la pratique, ce qui est important pour le
développement de I'enseignement des Mathématiques. Nous avons organisé nos réflexions en
enchainant des idées sur I'intégration de la théorie et de la pratique ; la conception d'un MER ;
I'enseignement de la dérivée et les construits théoriques de Tall. Nous concluons la présentation
de l'article en renforcant I'importance de la vigilance sur I'épistémologie dominante du concept
de dérivée pour I'enseignement, dans le but de rechercher des contributions a I'émancipation de
la Didactique des Mathématiques et de favoriser I'enseignement du Calcul.

Mots-clés : Modele épistémologique de référence ; Enseignement du calcul ; Construits

théoriques proposés par David Tall.
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Constructos teoricos de Tall para o ensino de derivada: consideragdes sobre a
elaboracdo de um modelo epistemoldgico de referéncia

Com este artigo pretendemos contribuir com a area da Didatica da Matematica no que
se refere ao questionamento sobre a elaboracdo de um Modelo Epistemoldgico de Referéncia
(MER) para o ensino de Célculo®. Para tal, direcionamos nossos argumentos ao conceito de
derivada e a discussdo da utilizacdo de elementos tedricos, como 0s constructos tedricos
propostos por Tall, no ambito da Didatica da Matematica. Consideramos que a proposi¢do de
Tall enriquece a relacdo entre teoria e pratica, bem como agrega reflexdes cognitivas e didaticas
que favorecem o ensino e a aprendizagem da Matematica. Com essa intencdo, organizamos esse
texto apresentando elementos que compdem a integracdo teoria e pratica; concepcdo de um
MER; ensino da derivada e os construtos teéricos de Tall.

Sobre a problematica da integracdo entre teoria e pratica, Jaworski (2006) aponta sobre
a necessidade de se refletir sobre essa integracdo e se preocupar com a forma como as pesquisas
podem auxiliar o aprimoramento do ensino e da aprendizagem da Matematica. Para essa
pesquisadora, o campo da Educacdo Matematica:

[...] tem se tornado maduro em suas proposicdes tedricas. No entanto, para ela a posicéo
do ensino de Matemética permanece, teoricamente, ndo bem configurada e pouco
desenvolvida. Enquanto teorias proveem-nos lentes para analisar o ensino (Lerman,
2001), as “grandes teorias” ndo parecem oferecer percepgdes claras para o ensino e
maneiras nas quais 0 ensino vise a promocao da aprendizagem na Matematica (Jaworski,
2006, p. 188, traducgéo nossa, adaptado).

Ela entende que é necessario promover interacdo entre a teoria e préatica, assim como a

integracdo entre professores e pesquisadores, pois a utilizagédo de uma teoria

[...] ndo é capaz de mostrar para n6s 0 que o ensino deve envolver, mas professores e
educadores podem busca-las para compreender mais claramente o que o0 ensino poderia
envolver; entdo n6s aprendemos sobre o ensino com a possibilidade de desenvolver o
ensino (Jaworski, 2006, p. 189, traducdo nossa, grifo da autora).

Nesse sentido, pensamos como Jaworski (2006), uma vez que o papel das teorias é
auxiliar na analise e contribuir com exemplos, j& que as teorias por si s6 ndo oferecem
orientacdo pratica nem prescrevem acdes especificas. E um fato que, quando uma teoria é
desenvolvida e apresentada, ndo ha garantias de sua aplicabilidade direta as situagGes praticas.
Assim sendo, como Jaworski (2006), ressaltamos a necessidade de fomentar a integracao entre

3 Nesse texto utilizaremos o termo “Calculo” para indicar que estamos considerando o Calculo Diferencial e
Integral em uma variavel real.
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teoria e pratica no campo da Educacdo Matematica, especificamente, em termos de estabelecer
uma conexdo entre educadores e pesquisadores.

Para o entendimento do conceito de MER, recorremos a Gascon (2014) para o qual um
MER é um conjunto de ideias, abordagens e principios que podem ser tomados para compor
um quadro tedrico e/ou metodoldgico para o estudo de uma area especifica do conhecimento,
nesse caso, 0 ensino da Matematica. Esse modelo fornece uma estrutura conceitual para
compreender como o conhecimento matematico é gerado e desenvolvido, bem como analisar
fendmenos didaticos no contexto educacional.

Um MER desempenha um papel crucial na emancipacao da didatica da matematica, ao
permitir a libertacdo da pesquisa didatica da sujeicdo aos codigos escolares e aos Modelos
Epistemoldgicos Dominantes (MED) em instituicdes educacionais. O que, por sua vez, permite-
nos construir e tornar visiveis fendmenos que permanecem invisiveis no contexto educativo e
que podem ser revelados em pesquisas académicas. Gascon (2014) entende que € necesséria a
emancipacdo da didatica da matematica em dois niveis: o institucional e o epistemolégico.

O primeiro nivel pode ser caracterizado quando o pesquisador tem por objetivo se
libertar das dependéncias que acompanham a posicdo de “professor” (sujeito inserido em
institui¢cdo), a de “noosfera” (sujeito da noosfera, que podem ser, por exemplo, um autor de
livros didaticos, planos de estudo, documentos curriculares, textos de formacao de professores
etc.) e, ainda, o de matematico (sujeito da instituicdo que produz e preserva conhecimento). 1sso
permite aos educadores matematicos analisar, criticamente, tais modelos e construir outros que
possibilitem a interpretacdo de fen6menos didaticos, contribuindo para a autonomia na
construcdo do objeto de estudo do campo da Didatica da Matematica. Para Gascon, na

emancipacao epistemoldgica é necessario considerar:

[...] os processos de transposicdo didatica como objeto de estudo, o didata precisa
analisar criticamente os modelos epistemologicos da matemética dominantes nas
instituicBes envolvidas e, assim, libertar-se do pressuposto acritico de tais modelos.
(Gascon, 2014, p. 100, traducdo nossa).

Gascon propGe uma abordagem critica para a pesquisa em didatica, enfatizando a
necessidade de uma emancipacdo de um determinado modelo epistemoldgico dominante em
uma instituicdo. Isso implica que o pesquisador deve examinar criticamente os processos de
transposicéo didatica. Ao fazer isso, o didata ndo apenas identifica as limitacdes e influéncias
desses modelos, mas também busca libertar-se da aceitacdo passiva e ndo critica de paradigmas
propostos por esses modelos. Essa postura critica é essencial para promover novas perspectivas

e metodologias livres das imposic¢des tradicionais e dominantes.

32 Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v. 26, n. 3, p. 028-046, 2024



Além disso, a utilizacdo de modelos especificos para estudar fenémenos didaticos
permite aos pesquisadores avaliarem, corrigirem e contrastarem esses modelos com dados
histdricos e didaticos da pratica docente, contribuindo para a emancipacéo epistemoldgica da
Ciéncia Didatica. Dessa forma, entendemos que € possivel incorporar contribui¢cGes de David
Tall no desenvolvimento de um Modelo Epistemoldgico de Referéncia (MER) para o ensino
do conceito de derivada.

Sobre o ensino de derivada

A pesquisa sobre o ensino e a aprendizagem do Célculo tem sido de interesse de
pesquisadores de varias partes do mundo, isso indica que os resultados relativamente a
aprendizagem ndo tém sido bons. Esse fato também é demonstrado pelas avaliagfes de cursos
em que Célculo é componente curricular. Ha, por isso, razbes para se questionar as formas de
ensino e suas influéncias na atribuicéo de significado aos conceitos do Célculo, em particular
ao conceito de derivada.

Escarlate (2008), em um levantamento bibliografico sobre o ensino de derivada,
identificou que esse conceito € normalmente apresentado por meio da analogia “derivada / reta
tangente”, a qual pode resultar em compreensdo ndo compativel com sua definigdo formal. A
Tabela 1 indica essa analogia.

Tabela 1.

Analogias entre derivada / reta tangente a curva (adaptado de Escarlate, 2008, p. 34)

DERIVADA / RETA TANGENTE
A nogdo de tangéncia do Ensino Basico (sobre nimero de pontos de contato) ndo é suficiente para
o0 contexto do Célculo.
E necessario um argumento infinitesimal (derivada) para definir tangéncia em toda a sua
generalidade.
Na forma como o Célculo tem sido estruturado atualmente, o conceito de derivada é apresentado
antes de tangéncia de uma fungdo em um ponto.
“A derivada ¢ a inclinag@o da reta tangente”. A inclinagdo pode ser admitida como uma definigéo
para o coeficiente angular da reta tangente em um dado ponto, mas ndo como derivada em um ponto.
Dificuldades na aprendizagem de derivada surgem em virtude dessa relacdo equivocada entre
derivada e coeficiente angular da reta tangente.

A analogia entre “derivada/ reta tangente” apresenta desafios para a aprendizagem que
precisam ser considerados. Um deles relaciona-se ao fato de os conceitos de tangente
trigonométrica e geométrica serem introduzidos durante a Educagdo Bésica. Esse fato pode,
potencialmente, limitar a compreensdo do conceito de derivada. A relacao de reta tangente com
a funcdo trigonométrica pode ser estabelecida e ha ainda uma compreensdo de reta tangente a

uma curva pouco rigorosa, com a interpretacao de intercepcao entre a reta e o grafico em um
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Unico ponto, ou seja, ndo se discute a natureza local dessa interseccdo. Além disso, de acordo
com Escarlate (2008), a analogia (coeficiente angular da reta tangente em um ponto/derivada
no ponto) ndo favorecem o conhecimento de aplicacGes da derivada, como o estudo dos
intervalos de crescimento e decrescimento de uma funcdo real. Assim, torna-se imperativo
examinar criticamente e expandir a definicdo de derivada de uma fungdo em um ponto para
alem dessa analogia.

Com esse pressuposto, vale levar em conta um debate sobre a maneira de apresentar os
conceitos de derivada e de limite em cursos iniciais de Calculo, em virtude da defini¢do formal
desses conceitos. Uma questdo importante levantada por Monaghan et al. (2023) é se a

definicdo do conceito de limite € necessaria ao se ensinar a diferenciacdo. Eles afirmam que:

Se o limite (como um conceito formal) € necessario ou ndo na apresentacdo da
diferenciacdo em um curso introdutério de Célculo é uma questdo de debate. [...], ndo é
se os limites sdo importantes ou nao (eles sdo importantes!), mas se os limites precisam
ser formalmente introduzidos no ensino e aprendizagem da derivada em um curso
introdutério de calculo. (p. 92, tradugdo nossa).

Monaghan et al. (2023) indicam que, em pesquisas relacionadas ao ensino de derivada,
sdo propostas quatro abordagens: a abordagem por aproximacoes (traducdo do termo original
the rough and ready approach); a abordagem com limites; abordagem diferencial e
infinitesimal, além da abordagem cinematica.

Destacamos que a abordagem por aproximacgdo envolve o trabalho com taxas de
variacdo medias, como uma forma intuitiva de apresentacdo dos conceitos de derivada. Ela
utiliza funcGes e suas representacdes algébricas e graficas, enfatizando a utilizacdo de
tecnologias digitais no ensino de Calculo. Segundo os autores, essa abordagem “permite que
professores e alunos desenvolvam diretamente as ideias de derivabilidade em um ponto sem
trabalho preparatorio sobre limites, infinitesimais ou com ideia da abordagem cinematica.”
(Monaghan et al., 2023, p. 92, traducdo nossa).

O conceito de derivada é definido partindo-se do conceito de limite da razdo
incremental. Segundo Monaghan et al. (2023), essa definicao satisfaz

[...] as exigéncias do rigor matematico, mas, como foi mencionado, os alunos tém
dificuldades consideraveis com limites, por isso, deveriamos construir uma primeira
abordagem a diferenciacdo pontual a partir de um conceito matematico que os alunos
consideram particularmente dificil? (Monaghan et al., 2023, p. 99, traducdo nossa).
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Para exemplificar as dificuldades com o conceito de limite, destacamos o trabalho de
Cornu (1991), segundo o qual, aspectos cognitivos ndo podem ser derivados, exclusivamente,
da definicdo matematica.

Esse pesquisador destaca negligéncia, por parte de professores, em levar em conta as
“concepgoes espontaneas” de seus alunos, pois elas abrangem uma ampla gama de ideias,
imagens, intuicdes e conhecimentos adquiridos por meio de suas experiéncias diarias. Essas
experiéncias ndo sao, necessariamente, influenciadas por métodos formais de ensino, por isso
leva os alunos a modificarem e alinharem suas concepg¢des individuais & defini¢do do conceito.
Isso pode, potencialmente, criar dificuldades ao processo de aprendizagem. Por exemplo,
podem surgir equivocos, quando o aluno considera um limite como uma “barreira
intransponivel” ou o limite de uma sequéncia como um valor estaciondrio, em que os termos
da sequéncia permanecem 0s mesmos para indices suficientemente grandes (Cornu, 1991, p.
155).

Além disso, é fundamental estar ciente do desenvolvimento historico do conceito de
derivada e dos conflitos ocorridos, pois eles podem fornecer informacgbes valiosas sobre a
natureza desse conceito e suas implicagdes para o ensino e a aprendizagem. Nesse sentido, o

pesquisador francés adverte:

E dificil introduzir os conceitos de limite na matematica porque parecem ter mais a ver
com a metafisica ou filosofia. Os matematicos s&o muitas vezes reticentes em falar de
tais conceitos, desde o tempo dos gregos até D'Alembert, que escreveu: “Pode-se
facilmente fazer sem o resto de tudo isso a metafisica do infinito no calculo diferencial”.
Lagrange expressa um horror semelhante aos aspectos metafisicos (Cornu, 1991, p. 161,
traducdo nossa).

Essa resisténcia historica & metafisica do infinito e aos conceitos abstratos associados
ao calculo diferencial reflete a complexidade envolvida na compreensdo e no ensino da
derivada. A nocéo de limite, essencial para o desenvolvimento do conceito de derivada, revela-
se um ponto de tensdo entre a matematica pura e suas implicaces filoséficas. Para lidar com
essa complexidade, é crucial que os educadores adotem abordagens que tornem esses conceitos
mais acessiveis aos alunos. Isso pode ser feito por uma combinacdo de métodos visuais e
intuitivos que possa desmistificar a abstracdo do limite e da derivada. A integracao de exemplos
concretos e 0 uso de ferramentas tecnoldgicas como softwares de visualizacdo podem ajudar a
construir uma compreensdo mais tangivel desses conceitos, mitigando as dificuldades historicas
e oferecendo aos alunos elementos para explorar e aplicar o conceito de derivada de maneira

contextualizada. Assim, compreender as raizes historicas e os desafios conceituais do célculo
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diferencial pode enriquecer a préatica pedagogica e promover novas abordagens para 0 ensino
de derivada.

A abordagem diferencial e infinitesimal do Calculo, segundo Ely (2021), é aquela que
se baseia no uso de diferenciais e infinitesimais como elementos fundamentais para o ensino e
compreensdo do Calculo. Essa abordagem busca restaurar a nogdo de referencial direto da
notacdo diferencial, permitindo uma interpretacdo intuitiva e profunda dos conceitos
matematicos envolvidos.

Os infinitesimais podem ser entendidos como quantidades extremamente pequenas que,
embora ndo tenham sido rigorosamente definidas no século XIX, foram reintroduzidas na
matematica por meio do desenvolvimento da Analise Nao-standard (Robinson, 1966), na
década de 1960. Essa abordagem permite uma definicdo formal dos infinitesimais e possibilita
a realizacdo rigorosa do Calculo com base neles.

A Anélise Nao-standard considera formalmente os infinitesimais no d&mbito de um
conjunto de axiomas, oferecendo uma base rigorosa para a realizacdo de calculos com essas
quantidades ‘extremamente’ pequenas. Essa abordagem fornece aos matematicos a
flexibilidade de escolher entre a Anélise Real e a Analise Ndo-standard, permitindo a condugéo
de pesquisas e obtencédo de resultados sem sacrificar o rigor matematico.

De acordo com Monaghan et al. (2023), no ensino do Calculo, o conceito de
infinitesimais pode ser utilizado como uma alternativa para a introducdo do conceito de
derivada. A reintroducdo desse conceito visa fornecer uma outra perspectiva, permitindo o uso
direto de notacdes originalmente concebidas para infinitesimais.

No século XIX, o Calculo passou por uma mudanca significativa quando os
infinitesimais foram removidos do curriculo devido a percepcdo de que ndo eram rigorosamente
definidos. Em vez disso, o Calculo foi desenvolvido em termos de limites, e a maioria dos
cursos de Célculo atualmente evita o uso de infinitesimais, preferindo a abordagem baseada em
limites para definir conceitos fundamentais do Calculo como derivada, integral e continuidade.

Na década de 1960, a Analise Nao-standard, desenvolvida por Robinson (1966),
permitiu a definicdo formal de infinitesimais, possibilitando a realizagdo rigorosa do Célculo
com base neles. Robinson demonstrou que praticamente tudo o que pode ser feito com o Célculo
baseado em limites também pode ser realizado com o célculo infinitesimal. Pesquisadores como
Tall (1980, 1981a, 1981b, 2001) e Ely (2021) realizaram estudos sobre a utilizacdo dessa no¢éo
em cursos introdutérios de Calculo, argumentando a favor dos beneficios dessa abordagem.

Terence Tao (2007) também utiliza a Anélise Nao-standard para evitar a gestdo excessivamente
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complicada de epsilons, destacando que ela ndo é totalmente estranha a Analise, estando apenas
“um ultrafiltro de distancia” dessa ultima.

A abordagem cinematica, indicada por Monaghan et al. (2023), explora a diferenciacao
por meio da ideia de “derivada em um ponto”, considerando a velocidade do movimento em
um intervalo de tempo especifico. Isso € ilustrado, inicialmente, com movimento uniforme
expresso pela fungdo, mas a complexidade aumenta ao considerar o movimento nao
uniformemente variado, modelado por fungdes polinomiais, por exemplo. A dificuldade
conceitual surge ao lidar com a aparente desconsideragdo do intervalo de tempo ao calcular a
velocidade média para um intervalo de tempo suficientemente pequeno. A concluséo é a
definicdo da funcédo velocidade instantdnea de um movel em um tempo to como a derivada da

funcdo que modela o deslocamento desse mével considerado o tempo to.

Sobre os constructos teéricos de Tall

A discussdo sobre a potencialidade dos constructos tedricos para o ensino de derivada
deve ser feita partindo de alguns remarques. O primeiro que consideramos importante € a
necessidade de se explorar no ensino exemplos ndo usuais na pratica docente dominante,
exemplos esses que tornem mais evidentes a caracterizagcdo de funcbes derivaveis e ndo
derivaveis em um determinado ponto de seus dominios, possibilitando com isso o
desenvolvimento da compreensdo do conceito de derivada. Para isso, € necessario ampliar a
exploracdo dos tipos de fungdes, ndo se restringindo apenas por aquelas representadas
algebricamente por uma Unica sentenca ou func@es polinomiais. Esse argumento € utilizado por
Monaghan et al (2023) quando recomendam essa diversificacdo. Dizem eles que é importante

fomentar:

[...] diferentes formas de pensar em uma funcdo (equagdo, grafico, diagrama);
conscientizar um professor de que os alunos pensam que as fungdes devem ser dadas
por uma formula e/ou ser continuas; diferentes familias de fungdes (por exemplo,
lineares, polinomiais, racionais); fungdes inversas; e dominio e imagem. (Monaghan et
al, 2023, p. 92, traducdo nossa).

Consideremos o exemplo da funcdo b = b(x) denominada “manjar branco”, em que parte

de seu grafico esta esbocado na Figura 1.
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Figura 1.

Representagdo grdfica da fungdo “manjar branco” construida no GeoGebra. (Produg¢do
nossa)

Essa funcdo é representada algebricamente pela soma de uma série de funcgdes

convergente b(x) = Y=, fi(x), sendo fii R — R, definida por: f;(x) = zf_lf(zi-l x) e

f(x) =d(x, Z)*, comi € N.
A funcdo manjar branco ndo tem derivada em nenhum ponto de seu dominio, sendo

continua em todos esses pontos. A demonstracao desse fato pode ser encontrada em Tall (1982).

O segundo exemplo é relativo a fungdo g: [-1,1] » R, g(x) = =, em EJ que denota

=
0 maior inteiro de i parax = 0e g(0) = 0.
A funcéo g tem derivada igual a 1 em x = 0 e nos pontos nos quais a funcédo € continua,

- - ~ 2 . 1 1 ~ R . .
pois nesse Ultimo caso a fungdo e constante em cada intervalo [m ,;[. A fungédo maior inteiro

ndo é continuaem C = {% |n € Z*}. A Figura 2 apresenta a representacédo grafica de g.

~ Janela de Visualizacédo

1
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-0.4
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Figura 2.

Representacédo grafica da funcédo g. (Producdo nossa)

4 No espago métrico (R, | . |), afuncdo d: R — R, d(x, Z) = inf {|x — z|, sendo z um inteiro} é a funcéo que associa
a cada x a distancia entre x e 0 conjunto Z.
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Esses exemplos permitem analisar a relagdo entre continuidade e diferenciabilidade,
bem como derivadas de funcbes que ndo sdo definidas por uma Unica lei de formacdo. Essa
abordagem apoia o desenvolvimento do conceito formal na Matematica e amplia um modelo
epistemoldgico dominante, no qual as fun¢Bes consideradas podem ser definidas por uma
sentenca e em que a diferenciabilidade vai de encontro com a continuidade.

Também € viavel explorar a nocéo de taxa de variacdo, associando-a ao conceito de
derivada, de maneira similar a abordagem por aproximacdes sugerida por Monaghan et al.
(2023). O uso de softwares como organizadores prévios® é mencionado como uma ferramenta
eficaz, pois fornece respostas imediatas as investigacdes dos alunos e auxilia na compreensao
dos conceitos de Calculo.

Para apresentar um organizador genérico, trazemos uma afirmacdo de Tall para

introduzir a maneira em que ele atua. Segundo Tall

[...] um organizador é algo que atua de uma maneira Piagetiana, primeiro estando no
interior de ambiente em que o equilibrio é possivel, entdo precisa ser encontrada uma
propriedade destoante que cause conflito e requeira reconstrucdo mental que leve para
um estado novo e rico de equilibrio (Tall, 1986, p. 86-87, traducédo nossa).

A definicdo de organizador genérico acarreta a definicdo de um constructo tedrico
atrelado a ele, chamado de raiz cognitiva “uma unidade cognitiva (potencialmente) significativa
ao estudante num determinado momento; no entanto, deve conter sementes de uma expansao
cognitiva para defini¢cdes formais e para mais tarde desenvolvimento tedrico” (Tall, 2000, p.
11, tradugdo nossa). Ou ainda, “um conceito ancora que o aprendiz acha mais facil para
compreender, e ainda se constitui em uma base na qual uma teoria pode ser construida” (Tall,
1989, p. 9, traducéo nossa).

Exemplos de raizes cognitivas, advindos por conceitos do Calculo, sdo retiddo local
(taxa de variagé@o/diferenciacdo/equacOes diferenciais); continuidade perceptiva (conceito

formal de continuidade); area abaixo do gréafico (integracéo).

% Para Ausubel (2003), um organizador prévio consiste em “no material introdutério a um nivel mais elevado de
abstracdo, generalidade e inclusdo do que a propria tarefa de aprendizagem. A funcdo do organizador é
proporcionar um suporte (ancoragem) das ideias para a incorporacdo e retencdo estaveis do material mais
pormenorizado e diferenciado que resulta da situacdo de aprendizagem, bem como aumentar a capacidade de
discriminacéo entre essa situacdo e as ideias ancoradas relevantes da estrutura cognitiva. O organizador deve ndo
sO estar explicitamente relacionado com a situacdo de aprendizagem mais especifica resultante, como também
(para ser apreensivel e estavel) estar relacionado com as ideias relevantes da estrutura cognitiva e leva-las em
conta” (p. 65-66).
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Uma funcéo é dita localmente reta em um ponto xg pertencente ao seu dominio se sua
representacdo grafica se assemelha a uma linha reta quando suficientemente ampliada. Nesse
caso, dizemos que ha uma retidao local.

Em um ambiente computacional, Tall elaborou o organizador genérico Magnify que:
“permite ao usuario focar sua aten¢do ao grafico de uma fun¢do e tragar uma parte ampliada
dele em uma segunda janela” (Tall, 2000, p. 11, tradu¢do nossa). Na Figura 3, o grafico da

funcao real dada pela sentenca g(x) = sen x € construido com esse software.

fix)=sinx

magn.x8
-1

-9 .9

Figura 3.

Ampliando uma porcéo do gréafico da funcdo seno para x = 1 (Tall, 2000, p. 12)

Essa nocdo deve ser levada em conta no ensino de derivada por dois motivos: o primeiro
€ que por essa no¢do ¢ possivel, utilizando a “ampliagdo de gréaficos produzida por um
computador, permitir que a natureza implicita do processo limite pode ser revelada. 1sso
contrasta com o conceito tradicional de limite, em que o processo é explicitamente definido.
Essa nocdo, conforme afirmado em Dubinsky e Tall (1991), apresenta uma nova abordagem,
que possibilita uma compreensdo do limite por meio da ampliacdo de uma porc¢do do grafico
em um ambiente computacional. O outro motivo € que, além de estabelecer a seguinte
associacdo: f'[ funcéo derivada de f ], possa ser vista como a fungdo que associa a cada ponto
(x0,¥o) [do grafico de f] o valor da inclinacdo da reta tangente a esse grafico que passa por
(%0, Y0)” (Tall, 2000, p. 11, traducdo nossa, adaptado).

De acordo com Tall (2000), essa perspectiva oferece informacdes valiosas sobre a
natureza da funcdo derivada. Essencialmente, ao examinar o gréfico de uma determinada

funcdo, com base no conceito de retiddo local, é possivel conjecturar em qual ponto ndo ocorre
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a diferenciabilidade. Quando uma func&o é diferencidvel em um ponto, aumentar uma porcao
do gréfico nas proximidades desse ponto, com um nivel adequado de ampliagdo faz com que a
parte representada se assemelhe a um segmento de reta, quando representada em um
computador.

Além disso, uma abordagem em que é utilizada a nocdo de retiddo local para a
introducdo do conceito de derivada, segundo o pesquisador inglés é:

Ao invés de uma compressdo simbolica que encapsula um processo de limite no objeto

limite (a derivada), ¢ uma compressdo corporificada que opera sobre um objeto (o

gréafico) para fornecer um novo objeto (o grafico da funcéo derivada). O estudante pode

agora ver a derivada como a fungdo que associa a cada ponto o valor da inclinagdo da
reta tangente. A nova tarefa é simbolizar essa visdo da funcao derivada pelo céalculo de
uma boa aproximacdo, ou ainda melhor, uma representagdo simbolica perfeita (Tall,

2013, p. 303, traducdo nossa).

Essa abordagem pode proporcionar aos alunos uma compreensao intuitiva do conceito
de derivada e incentivar a simbolizacdo desse conceito por meio de célculos aritméticos ou por
representacdes simbolicas refinadas. A nova tarefa proposta é, assim, a transicdo de uma
abstracdo puramente simbdlica para uma interpretacdo mais tangivel e visual da derivada.
Entendemos que a nogéo de retiddo local pode compor um MER para o ensino desse conceito.

Em Almeida (2017), foi adaptado o organizador genérico Magnify em uma aplicacdo
desenvolvida no GeoGebra para possibilitar o trabalho com a raiz cognitiva da retiddo local.
Na Figura 4, apresentamos uma aplicacdo chamada de “MagnifyG” e seu funcionamento para

andlise da retiddo local de uma funcéo diferenciavel em um ponto. O exemplo escolhido é da

funcédo y = x2 em um dado ponto.

A
¥ Janela de Visualizagao X | * Janela de Visualizagdo 2 X
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Figura 4.

Uso da ‘MagnifyG’ para a funcdo y = x°.
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A aplicacdo “MagnifyG” ¢ composta por duas janelas de visualizagdo. A primeira
janela, situada a esquerda, contém um campo de texto na secéo inferior. Nesse campo de texto,
0 usuario pode inserir a expressdo que define a funcéo, que nesse caso é y = x2. Dentro dessa
janela, dois pontos sdo destacados. O ponto A pertence ao €ixo X, enquanto o ponto B pertence
ao grafico da funcdo. O ponto B tem uma condicéo especifica: ele possui a mesma coordenada
x do ponto A, e sua coordenada y é aimagem dessa coordenada x por meio da fun¢éo f, denotada
como (x(A), f(x(A))). Inicialmente, somente o0 ponto A pode ser manipulado pelo usuario
usando o mouse. Quando o ponto A é movido, o ponto B mantém a coordenada x de A, e sua
coordenada y é determinada pela funcdo f, preservando assim as condig¢Bes originais. Além
disso, a primeira janela contém um quadrado em que 0 ponto B serve como ponto de encontro
de suas diagonais. O comprimento de cada lado do quadrado é duas vezes o valor do controle
deslizante h. A regido do plano que é exibida na segunda janela de visualizagdo corresponde a
area ampliada desse quadrado. O controle deslizante h esta vinculado a esse quadrado.

Na Janela de Visualizacao 2, existem dois elementos: ponto M e um grafico. O ponto
M possui as mesmas coordenadas do ponto B, enquanto o grafico representa a parte ampliada
do gréfico da funcdo especificada no campo de texto (nesse caso, y = x?). Essa parte ampliada
é destacada pelo quadrado. Os elementos dessa Janela ndo podem ser alterados pelo usuario.
Essa janela tem certas caracteristicas: o ponto M esta sempre posicionado no centro da janela e
0S eixos X e y sdo ajustados adequadamente. Além disso, as dimensfes dessa janela estdo
associadas aos vértices do quadrado que é construido na primeira Janela de Visualizagdo,
definindo assim a ampliagé&o.

Em Almeida (2017), é desenvolvido um conjunto de atividades em que € utilizada a
nocao de retiddo local para apresentar o conceito de derivada. Destacamos 0 primeiro conjunto

de atividades:

O primeiro conjunto é composto por atividades em que serd utilizada a nogdo de retidao
local com os objetivos: observar a existéncia de um valor h para o qual a porcéo
ampliada do grafico se assemelhe a um segmento de reta; calcular a taxa media de
variagdo da uma funcdo em dois pontos pertencentes a por¢do ampliada do gréfico, em
que o grafico se assemelhe a um segmento de reta. (Almeida, 2017, p. 138).

Nesse conjunto de atividades, é conduzida uma investigagdo sobre o célculo da taxa
média de variacdo de uma funcdo em dois pontos especificos dentro do segmento expandido do
grafico, em que a representacdo grafica se assemelha a um segmento de uma reta r. Nessas
atividades, é indicado se explorar a representacdo algébrica da reta que melhor se aproxima da

reta tangente t ao grafico dessa fung¢éo no ponto (xo, f(Xo0)), Ou seja, encontrar uma aproximagéo
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do tipo f (xo + k) = ak + f (X0), em que a € R (a inclina¢do de r) e xq,x, + kK € Dom f,
x, dominio da funcdo f) e k uma variavel de aproximacdo. Como sugerido na abordagem por
aproximacdo descrita por Monaghan et al. (2023).

Em sintese, a abordagem teérica de David Tall para o ensino da derivada, com foco na
retidao local e na exploracdo de funcBes ndo-polinomiais, oferece uma visdo rica e inovadora
sobre a construcédo do conceito de derivada. A introducao de exemplos como as fungdes “manjar
branco” e g, e o uso de ferramentas tecnologicas como a aplicagdo “MagnifyG” podem
proporcionam aos alunos uma compreensdo aprofundada da relacdo entre continuidade e
diferenciabilidade, além de facilitar a visualizacdo e simbolizacdo do conceito de derivada. A
integracdo de praticas pedagdgicas que abordam a taxa de variacdo e utilizam a nogéo de retiddo
local, como sugerido por Tall e complementado por Monaghan et al. (2023), pode
significativamente enriquecer o ensino de Calculo, além de um modelo epistemoldgico
dominante. Essas abordagens ndo apenas ampliam o modelo epistemoldgico vigente, mas
também podem promover uma compreensao intuitiva de conceitos de calculo, com vistas a

possibilitar a formalizagéo deles.

Consideracoes finais

Nesse trabalho apresentamos contribui¢6es do pesquisador Tall que podem auxiliar com
o0 desenvolvimento de um MER para o conceito de derivada. As contribuigdes teoricas de Tall,
como a retiddo local e a analise de fungdes ndo-polinomiais, sdo fundamentais para a construcao

de um MER. A abordagem de Tall amplia a compreensao epistemolodgica vigente do conceito

de derivada ao incluir fungdes como a “manjar branco” e a g: [—1,1] » R, sendo g(x) = ﬁ,
X

parax # 0e g(0) = 0, que desafiam concepcdes vigentes de continuidade e diferenciabilidade.
Esses exemplos ndo apenas enriquecem a compreensdo do conceito de derivada, mas também
fornecem uma base tedrica que pode ser integrada a um MER. A nocédo de taxa de variacéo,
outro objeto epistemoldgico significativo, é abordada pela ampliagéo grafica, permitindo uma
compreensdo intuitiva da derivada e sua representagdo grafica.

E crucial reconhecer que, enquanto esses conceitos tedricos sdo essenciais para a
formacdo de um MER, atividades praticas que exploram esses conceitos devem ser parte do
Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP) ou das Atividades de Estudo e Pesquisa. Um MER deve
focar na definicdo e exploracdo dos objetos epistemoldgicos que fundamentam o conceito de
derivada, ao passo que as atividades praticas e investigativas sdo desenvolvidas a parte,

proporcionando uma aplicacdo concreta desses conceitos.
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Em sintese, a integragdo das ideias de Tall em um MER para o ensino da derivada
oferece uma base tedrica que enriquece a compreensdo do conceito. As funcbes exploradas e a
nocao de retidao local sdo elementos epistemoldgicos valiosos gque, ao serem adequadamente
integrados em um MER, ajudam a construir uma compreensdo significativa da derivada. No
entanto, € importante distinguir entre os objetos epistemologicos que formam um MER e as
atividades praticas que fazem parte de um PEP, garantindo assim uma abordagem metodoldgica
clara e estruturada no ensino da derivada.

Além disso, entendemos que a mudanca de um MED para o ensino de derivada pode
apresentar desafios. Ely (2021) destaca que para a utilizacdo de infinitesimais no ensino de

derivada ainda possuem restri¢des institucionais. Esse pesquisador destaca que:

Existem muitas limitagcdes institucionais mais amplas para o ensino de calculo com
infinitesimais e/ou diferenciais. Os alunos podem encontrar confuséo e oposicao de seus
colegas e outros instrutores. Eles podem achar mais dificil interagir com os tutores ou
aprender com recursos on-line padrdo. Os livros didaticos que usam infinitesimais
(ainda?) ndo sdo apoiados por grandes editoras multimilionarias. Os instrutores que
usam essas abordagens relataram resisténcia por parte dos colegas, especialmente ha 30
anos, quando a Analise Nao-standard era menos familiar como base rigorosa para
infinitesimais (Pittenger, 1995). Esses fatores institucionais podem fazer com que o
ensino de calculo com infinitesimais e/ou diferenciais pareca nadar contra a corrente,
mas se essa fosse uma razdo boa o suficiente para ndo fazer algo, quando ocorreria a
mudanca? Os beneficios para a compreensdo do calculo pelos alunos, como a pesquisa
tem mostrado, fazem com que o esforco valha a pena. (Ely, 2021. p. 601, traducao
nossa).

Assim, como indicado por Géascon (2014), que enfatiza a necessidade de analisar
criticamente MED no ensino da Matematica, em especial, na apresentacdo do conceito de
derivada. Ely (2021) destaca a existéncia de limitacGes institucionais para o ensino de célculo
com infinitesimais, indicando resisténcia por parte de colegas e instrutores. Dessa forma,
entendemos que seja necessario questionar e reformular tais modelos estabelecidos e que
constructos tedricos desenvolvidos no ambito da Educacdo Matematica podem auxiliar nessa
tarefa.

Além disso, ao se realizar a analise de um MED, como no caso do ensino de derivadas
por meio da definicdo formal, é esperado que surjam resisténcias e desafios associados ao
ensino de abordagens ndo convencionais. Ely (2021) relata tais resisténcias e desafios
enfrentados pelos instrutores que optam por ensinar calculo com infinitesimais, incluindo a
oposicao de colegas, dificuldade de interacdo com tutores e a falta de apoio de grandes editoras.

Entendemos que, para o desenvolvimento de um MER, podem ser utilizados resultados

de pesquisa relacionados ao ensino de Calculo desenvolvidos por pesquisadores no campo da
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Educacdo Matematica, os quais contribuem com reflexdes sobre a pratica do professor que
ministra disciplinas relacionadas aos Calculo (funcGes, limites, derivadas e integrais).
Destacamos a necessidade de se reconhecer a importancia de integrar resultados tedricos em
torno da criacdo de recursos educacionais utilizados para o ensino de Matematica. Segundo
Almeida (2017), outra possibilidade seria o desenvolvimento de materiais referenciados em
constructos teoricos de outros pesquisadores do campo da Educacdo Matematica, como
“Dubinsky e Sfard, que apresentam constructos tedricos de natureza cognitivista e que podem
ser considerados no desenvolvimento de uma atividade para o ensino” (Almeida, 2017, p. 204).
Com isso, reforcamos que um MER é uma ferramenta importante para a anélise critica do
ensino de Matematica, permitindo uma abordagem emancipatoria e reflexiva no processo de

ensino e aprendizagem.
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