/ Epucacio
]‘13/‘[ ) MATEMATICA
Y| PEsQuIsA

ISSN 1983-3156

ualis Al
http://dx.doi.org/10.23925/1983-3156.2024v26i3p515-533

Uma discussao sobre a definicdo de limite de uma sequéncia
A discussion on the definition of the limit of a sequence
Discusion sobre la definicion del limite de una sucesion

Discussion sur la définition de la limite d'une suite

Sonia Maria Monteiro da Silva Burigato®
Universidade Federal de Mato Grosso do Sul (UFMS)
Doutorado em Educacdo Matematica
https://orcid.org/0000-0001-8403-6032

Claudemir Aniz?
Universidade Federal de Mato Grosso do Sul (UFMS)
Doutorado em Matematica
https://orcid.org/0000-0002-9023-4470

Lilian Milena Ramos Carvalho®
Universidade Federal de Mato Grosso do Sul (UFMS)
Doutorado em Ciéncias da Computagdo e Matematica Computacional
https://orcid.org/0000-0002-5117-2035

Resumo

Neste artigo apresentamos um estudo sobre dificuldades no processo de aprendizagem da
definicdo de limite de uma sequéncia. E uma pesquisa qualitativa cujo objetivo foi analisar as
acoes de um sujeito ao lidar com uma situagdo envolvendo essa defini¢do. Para isso, trouxemos
uma discussao sobre os conceitos envolvidos no campo conceitual dessa defini¢éo, juntamente
com a analise de uma situacdo proposta. Os dados foram produzidos por meio da producao
escrita e oral, coletada pelas folhas de resolucdo da atividade e por dudio e video produzidos
durante a sessdo realizada. As analises evidenciam a dificuldade em se desvincular de
representacdes graficas mobilizadas para tratar situacdes particulares, no caso de sequéncias
gue convergem, mesmo quando o sujeito é confrontado com estudo dos elementos conceituais
envolvidos na definicdo formal.
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Abstract

In this article we present a study on difficulties in the process of learning the definition of the
limit of a sequence. It is a qualitative study whose aim was to analyze the actions of a subject
when dealing with a situation involving this definition. To this end, we discussed the concepts
involved in the conceptual field of this definition, together with the analysis of a proposed
situation. The data was produced through written and oral production, collected from the
activity resolution sheets and audio and video produced during the session. The analyses show
the difficulty in disengaging from graphic representations used to deal with particular situations,
in the case of sequences that converge, even when the subject is confronted with a study of the
conceptual elements involved in the formal definition.

Keywords: Limit of sequence, Formal definition, Representations, Higher education.

Resumen

En este articulo presentamos un estudio sobre las dificultades en el proceso de aprendizaje de
la definicion de limite de una sucesion. Se trata de un estudio cualitativo cuyo objetivo fue
analizar la actuacion de un sujeto ante una situacion que implicaba esta definicion. Para ello, se
discutieron los conceptos implicados en el campo conceptual de esta definicion, junto con el
analisis de una situacion propuesta. Los datos se obtuvieron a través de la produccién escrita y
oral, recogida de las fichas de resolucién de actividades y de audio y video producidos durante
la sesion. Los analisis muestran que es dificil desprenderse de las representaciones gréficas
utilizadas para tratar situaciones particulares, en el caso de secuencias que convergen, incluso
cuando el sujeto se enfrenta a un estudio de los elementos conceptuales implicados en la
definicién formal.

Palabras clave: Limite de secuencia, Definicion formal, Representaciones, Ensefianza

superior.

Résumé

Dans cet article, nous présentons une étude sur les difficultés dans le processus d'apprentissage
de la définition de la limite d'une suite. Il s'agit d'une étude qualitative dont 1'objectif est
d'analyser les actions d'un sujet face a une situation impliquant cette définition. Pour ce faire,
nous avons abordé¢ les concepts impliqués dans le champ conceptuel de cette définition, ainsi
que I'analyse d'une situation proposée. Les données ont été produites par le biais de productions
écrites et orales, recueillies a partir des fiches de résolution des activités et des productions

audio et vidéo réalisées pendant la session. Les analyses montrent qu'il est difficile de se
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détacher des représentations graphiques utilisées pour traiter des situations particuliéres, dans
le cas de séquences convergentes, méme lorsque le sujet est confronté a 1'étude des ¢léments
conceptuels impliqués dans la définition formelle.

Mots-clés : Limite d’une suite, Définition formelle, Représentations, Enseignement

supérieur.
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Uma discussao sobre a defini¢io de limite de uma sequéncia

Neste artigo trazemos para discussdo e analise uma situacdo observada durante o evento
Estudos integrados — Calculo no Ensino Médio e Superior, realizado na Universidade Federal
de Mato Grosso do Sul, em uma sess@o na qual foi apresentada e discutida a defini¢do para o
limite de uma sequéncia. Esse evento esta relacionado a um projeto de pesquisa aprovado no
CNPq edital universal de 2021. Um dos objetivos desse projeto € estudar o Modelo
Epistemoldgico de Referéncia - MER (Chevallard, 1999) em diversas instituicdes do Brasil,
buscando compreender como o conceito de limite vive, no sentido ecoldgico (Chevallard,
1994), em determinada institui¢do. Para isso, foram aplicadas e discutidas diversas atividades
para introducdo do conceito de limites buscando construir um MER sobre este conceito.

Diversos estudos vém sendo realizados sobre dificuldades envolvendo a defini¢do de
limite com uso dos quantificadores, seja de uma fungéo ou de sequéncia (Bloch, 2017; Burigato,
2019; Fernandes, 2015). Algumas trazem que existem obstaculos epistemoldgicos importantes
com relacdo aos conceitos envolvidos na construcdo da defini¢do, como, por exemplo, a nogédo
de infinito, de funcéo, etc. (Cornu, 1991), ou com outros conceitos que aparecem nessa
definicdo, como as inequacdes envolvendo modulo, quantificadores e a notacao f(x) (Doumbia,
2020). Evidenciando como alguns conceitos que aparecem na definicdo de limite podem trazer
problemas a compreensao desse conceito.

Neste sentido, concordamos com Vergnaud (1990) da importancia em se considerar o
campo conceitual envolvido na construcdo de determinado conceito, quando estamos
interessados na sua aprendizagem. Um conceito ndo é apresentado isoladamente, esse autor
argumenta que ndo basta a apresentacdo de uma defini¢do para que o estudante compreenda
todos os aspectos envolvidos na construgdo de um conceito. E importante considerar o conjunto
de situacbes em que este conceito estd envolvido, ou é apresentado para o estudante, 0s
invariantes operatdrios relacionados as situagdes, no caso os conhecimentos matematicos, além
do conjunto de representacdes utilizados nas situacoes.

No caso da situacdo que trazemos para discussdo, neste texto, vamos debater a
importancia de estudarmos cada conceito envolvido na definicdo que foi apresentada aos
participantes e como esses elementos podem influenciar na compreensédo do conceito. Por
exemplo, identificar quais filiagdes sdo mais pertinentes, ou quais rupturas sdo necessarias para

Se avangar nessa compreensao.
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A seguir, trazemos alguns subsidios tedricos e uma discussdo dos elementos
matematicos envolvidos em duas propostas para a introducdo da definicdo de limite de uma

sequéncia que foram mobilizados neste estudo.

Elementos tedricos mobilizados para estudo da situacéo

Para Vergnaud (1990) o campo conceitual é constituido pelo conjunto de situagdes
envolvendo o conceito, objeto do ensino, juntamente com um conjunto de outros conceitos
envolvidos na sua construcéo.

Outro elemento tedrico importante é o de esquema, que para Vergnaud (1990) é a
organizacdo invariante da acdo do sujeito ao lidar com um conjunto de situacdo, que guarda
certa similaridade. Assim, ao reconhecer essa semelhanca com outras situacoes enfrentadas, ele
identifica o objetivo, e os subobjetivos, e por meio de regras em agdo “se eu fizer isso... entdo
terei...”, seleciona os conceitos pertinentes e as propriedades matematicas relacionadas que sao
0s invariantes operatdrios, no caso 0s conceitos em acdo e 0s teoremas em ac¢ao, sendo que
esses Ultimos podem ndo serem corretos do ponto de vista matematico. E, ao mesmo tempo, ele
tem mecanismos de controle sobre as a¢6es que vao sendo realizadas, bem como inferéncias
sobre o que vai acontecer; essas acOes sdo realizadas de modo autbnomas com idas e vindas.

Deste modo, ao precisar lidar com uma situacéo, de construcao de um novo conceito ou
mesmo envolvendo novos aspectos de um conceito em desenvolvimento, o estudante ird
mobilizar um esquema que foi efetivo para tratar situac6es que ele, de algum modo, reconheceu
como semelhante a alguma atividade que ele precisou lidar e que teve sucesso. Ou seja, que ele
conseguiu resolver. Por exemplo, na introdugédo do conceito de limite de fungcdo em um ponto

é usual utilizar uma definigdo intuitiva envolvendo a notacdo algébrica limf(x) =L e, em
X—=p

linguagem natural, apresenta expressdes como “quando x tende a p, /{x) tende a L”. Algumas

vezes 0s limites inicialmente sdo resolvidos calculando valores de f(x), por meio de tabelas,

x—4
1

para valores de x proximos de p. Um aluno iniciante ao precisar lidar com casos como lirg —
xX—2 X—

ird mobilizar um esquema que esta em desenvolvimento para constru¢do do novo conceito.
Provavelmente, ele iniciara calculando imagens da funcdo dada, escolhendo pontos préximos
de dois, a direita e a esquerda de dois, pois ele considera que precisa descobrir 0 que acontece
com os valores da fungdo “quando x tende a p”, sendo que neste caso p=2. Podemos inferir
que ele mobiliza o teorema em acdo: Se preciso descobrir o limite de uma funcéo, entdo eu
devo calcular os valores das imagens proximas ao ponto de investigacdo do limite. Esse
teorema pode ser efetivo para esta situacdo, caso ele ndo erre as contas, mas sabemos que esse
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conhecimento ndo é suficiente para resolver, ou tratar, todas as situa¢des de limite. Pelo
contrario, ele pode levar a erros importantes envolvendo a construcdo desse conceito.

De fato, Job e Schneider (2016) argumentam que os estudantes tém muita dificuldade
quando precisam fazer a transicdo entre aspectos informais do célculo para compreender
aspectos mais formais. As escolhas didaticas que o ensino propde para introducdo do conceito
de limite podem dificultar muito essa transicdo, como 0 uso de ostensivos para exemplificar
casos particulares de estudo de limites, mobilizando algumas representagdes gréaficas, ou uso
de tabelas.

Neste caso, para compreender o conceito, objeto de ensino da situacdo, o estudante
precisara fazer, o que Vergnaud denomina de rupturas com conhecimentos anteriores que foram
mobilizados em seus esquemas para tratar outras atividades. Como no caso, citado dos
ostensivos, algumas vezes o estudo de limite vem articulado a representacdes que servem de
“modelos” dos casos de limites, em que por observacao grafica o aluno deve identificar o limite.
Assim, para lidar com uma situacdo envolvendo a definicdo formal de limite ele precisara
romper com a ideia de que basta “lembrar” das representa¢des estudadas para resolver a
situacdo, pois algumas vezes a representacdo grafica que ele tinha eram casos particulares que
ndo dao conta de todos os aspectos que envolvem a definicdo formal de limite. Neste caso,
estamos nos referindo a definicdo de limite utilizando os quantificadores.

A seguir, trazemos uma delimitacdo do campo conceitual da nocdo de limite de
sequéncia que foi considerado em nosso estudo. Além disso, apresentamos elementos
importantes para a definicdo desse conceito por meio de uma discusséo sobre duas definigdes,
AeB.

Elementos do campo conceitual envolvidos na definicdo de limite de uma sequéncia

A definicdo de limite de uma sequéncia com uso de quantificadores envolve diversos
conceitos que sao estudados ao longo do ensino e, com isso, os professores podem ser levados
a acreditar que esses conceitos estdo bem construidos, e compreendidos pelos estudantes, e que
serdo mobilizados para a constru¢do e compreensdo quando essa definicdo é apresentada.
Todavia, muitos aspectos importantes nem sempre sdo compreendidos pelos alunos e precisam
ser retomados e ampliados como, por exemplo, a nog@o de aproximagédo de um numero.

Os nameros irracionais ndo admitem representacdo decimal finita e nem periddica.

Quando escrevemos 2 = 1,414213562 ... estamos querendo dizer que 1<+2 <2,

1,4< V2 < 1,5, 1,41 <+/2 < 1,42, etc. Todo nimero irracional pode ser aproximado por

numeros racionais dado que todo intervalo aberto da reta contém ndmeros racionais e
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irracionais. Podemos efetuar o processo de aproximacdo de forma empirica, mas é desejavel

fazé-lo de forma algoritmica. Por exemplo, a expresséo
1 2 N . .
U1 = 3 (am + a—) , m > 1, nos fornece uma sequéncia que aproxima o valor de /2.
m

A sequéncia a,,, € uma recorréncia de primeira ordem, isto €, o termo a,,, é definido

por meio do termo a,, € fica totalmente definida ao atribuirmos valor para a, . Fixando a, = 2,

1 2 3 1 2 17 , - .
obtemosa, ==(2+=) =-ea; ==(1,5+—) = —. Note que a,,, € um nimero racional para
272 2 2737 2 15 12 m

todom € N, e os valores de a,, se aproximam do valor v/2 , e quanto maior for m, mais préximo
a,, estara de v/2.

Resgatando o significado da palavra convergente: encaminhar-se para um mesmo ponto
comum a outro, podemos dizer que a sequéncia a,, converge para+/2. Uma das demonstracdes
de que a sequéncia a,,, se aproxima de /2 usa fortemente o fato de que a,,, € uma sequéncia de
Cauchy (Lima, 2013), isto &, seus termos se aproximam uns dos outros tanto quanto se queira
guando m se torna grande o suficiente.

O comportamento da sequéncia a,, pode ser traduzido em termos da linguagem
matematica com a nogao de limite de sequéncia, vejamos a definicéo.

Definigdo de limite de sequéncia (A):

lim a,=aeVvVe>03In=21Vm> nla,—al<e (A

m—+0oo

Esta definicdo (A) significa que a sequéncia de nimeros reais a,, tem limite a e dizemos
gue a sequéncia converge para a, quando, fixado qualquer € > 0 existe n € N tal que os termos
da sequéncia cujos indices superam n estdo a uma distancia menor do que ¢ de a.

Como o valor de ¢ ¢ arbitrario, podemos dizer também que os termos da sequéncia a,,

estdo tdo proximos de a quanto se queira, a partir de certo indice.

. 1 .
Se fixarmos, por exemplo, ¢ = — , 0s termos a,, pertencem ao intervalo (a — ¢, a +
10

€) param > n, isto é, se aproximarmos 0 numero a por qualquer a,,, cometemos um erro menor
do que &, que neste caso, equivale a uma precisao de duas casas decimais. Quanto menor for
€, maior é a precisdo da aproximacao de a por a,,. Outro fato, € que o conjunto de indices dos
termos que ndo estdo a uma distancia de a menor que ¢ forma um conjunto finito, a saber, N,, =
{1,2, ...,n}. O nimero n depende de &, assim, se &; < &, entdo é de se supor que o natural m,
que torne a desigualdade |a,, — a|<e, verdadeira para m > m, ndo pertence a N,,.

Em outras palavras, € de se esperar, que quanto maior for m, mais préximo a,, estara
de a.

Isto de fato ocorre pelo argumento de que ha duas possibilidades para a sequéncia a,,:
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i) Existe p € N tal que x, # acomp >n, ou
i) x,, = aparatodom > n.
No caso i), considere & = |ap — a| > 0. Pela definicdo (A), existe m; € N tal que
lay, —al < & paratodom > m,. Note que m; > p > n, pois |a, — a| = &;.
O caso ii) significa que a sequéncia é constante para m > n.
O limite de uma sequéncia, se existir, € unico, pois dois numeros reais distintos ndo
estdo tdo proximos quanto se queira, ou seja, se ml—iH-loo a,, = a, entdo nenhum b # a pode ser

limite de a,,. De fato, fixando € = laz;b', existe n € N tal que |a,, — a| < & para todo m > n.

Portanto,

|am = bl = |(=b + @) — (a — |
>|-b+al—|a—a,l
la — bl
2

_2|a—b|—|a—b| B
= > =&

para todo m > n e a,, ndo pode convergir para b.

> |—-b+al| -

Toda sequéncia convergente é também uma sequéncia de Cauchy. De fato, dado 2
existe n € N tal que |a,, — a| < % para todo m > n. Portanto,
& & P ~ 7
lay — am| < |ay —a| + la—apl < -+ = eparatodo p,m > n, cuja interpretacao é que os
termos a,, e a,, estdo tdo proximos quanto se queira para m suficientemente grande.

Sugestédo de defini¢do de limite de sequéncia (B):

lim a,=aoVe>03An=1l:la,—al<e (B)

Mo+

A definicdo (B) significa que se uma sequéncia a,,, tem limite a quando, fixado qualquer
€ > 0, existe algum indice n tal que o termo associado a este indice esta a uma distancia menor
do que ¢ de a.

Esta definicdo exige apenas que existam termos da sequéncia que estejam tdo proximos
de a quanto se queira. Se uma sequéncia satisfaz (A) também ira satisfazer a condicdo (B).

Em termos da linguagem matematica, (A) implica (B). Porém, (B) ndo implica (A) e é
importante observar que essas defini¢cbes ndo sdo equivalentes.

Basta considerar a sequéncia a,,, = (—1)™, que assume o0 valor 1 nos naturais pares N.
m p

e -1 nos naturais impares N;.
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A sequéncia a,, ndo é convergente, pois oscila entre dois valores, mas satisfaz a
condicéo da definigéo (B), pois |a,, — 1| = 0 < £ paraqualquerm € N, e |a,, — (1) =0 <
¢ paraqualguer m € N;. Ou seja, ha infinitos valores que se aproximam de 1, infinitos valores
que se aproximam de -1 e ndo € Unico os valores que satisfazem a definicéo (B).

Mais ainda, os termos da sequéncia a,, ndo se aproximam uns dos outros para m
suficientemente grande.

Esses conceitos sdo importantes para discussdo da situacdo que apresentamos neste

artigo. A seguir, trazemos os encaminhamentos metodoldgicos escolhidos para este estudo

Escolhas metodoldgicas e os Estudos integrados

Nossa investigagdo é de natureza qualitativa, estamos interessados nas intengdes e nas
situacOes “[...] trata-se de investigar ideias, de descobrir significados nas a¢des e nas interacdes
sociais a partir da perspectiva dos atores intervenientes no processo.” (Coutinho, 2011, p.16).
Em particular, iremos descrever e analisar os fatos vivenciados por um sujeito participante de
um evento, buscando identificar e analisar elementos dos esquemas mobilizados por ele ao lidar
com a situacdo que envolvia a definigdo de limite de sequéncia.

O evento — Estudos Integrados — teve duracdo de cinco dias, e a sessdo que trazemos
para andlise foi realizada no segundo dia. Participaram estudantes que estavam no ultimo ano
do Curso de Matematica - Licenciatura, mestrandos e doutorandos de um Programa de Pds-
Graduagdo em Educagdo Matematica. Assim, todos os envolvidos na situagdo que iremos
apresentar ja haviam tido experiéncia com o conceito de limite de funcéo e de sequéncias.

O sujeito escolhido para nosso estudo é um professor de matematica que ja atuou na
educacao basica e no ensino superior e, naquele momento, estava cursando o doutorado em um
Programa de Educacdo Matematica. Neste artigo, para preservar sua identidade, iremos
denominéa-lo de Pedro e utilizaremos sua producdo escrita e as discussdes obtidas por meio de
video. A atividade foi resolvida individualmente em uma folha impressa e, em seguida, cada
participante discutia com outro colega sobre as suas escolhas e, ao final, todos juntos
apresentavam no quadro suas ideias, deixamos livres para que o participante decidisse se
gostaria, ou ndo, de apresentar no quadro. Pedro foi escolhido, pois quis apresentar e discutir
com todos o0s grupos as suas escolhas sobre a situagéo.

A atividade apresentava um contexto e algumas orientagdes, que apresentamos a seguir:

O contexto

Nesta questdo vocé tem a oportunidade de vivenciar uma situacao realista em que €
levado a dar explicagBes a um estudante que tem dificuldade com a nocdo de limite.
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Esta situacdo é realista no sentido de que a incompreensdo do estudante é encontrada no

campo. Néo é fruto apenas da nossa imaginacdo. Entdo, obrigado por levar isso a sério,

porque faz parte do seu trabalho como professor aprender como lidar com esse tipo de

situacao.

Suponhamos que um colega introduziu a nogdo de limite finito de uma sequéncia de

numeros reais aos estudantes, dando a seguinte definicéo:
Ve>0an=>1vVvm>n:la, —a|l <e(x1)

Um estudante que seguiu este ensinamento questiona vocé e ndo entende por que
precisamos da parte Ym > n na definicdo. Parece-lhe que tomar
Ve>0an=>1:la, —al <e(*2)

seria suficiente porque esta expressdo (*2) indica claramente que se pode “a
aproximar-se o quanto quiser” que €, segundo ele, a ideia basica do limite de uma
sequéncia.

Seu trabalho

1. O que (* 1) significa em linguagem natural (portugués)? E (* 2) ? O que distingue
os dois?

2. Escreva um texto que explique detalhadamente ao estudante a sua posicdo. VVocé
concorda com o argumento dele? Ndo podemos nos contentar com (* 2) em vez de
(x1)?

Detalhes do trabalho a realizar
> Asuaexplicacdo deve poder ser lida pelo estudante de forma independente, sem

intervencdo da sua parte e ser independente.

> O texto e, portanto, destinado ao estudante.

> O estudante ndo sabe 0 que esta na sua cabeca. Entdo vocé tem que ser bastante
explicito em sua explicagdo e levar em consideracao que ele acabou de ter uma
primeira aula sobre limites. E um novo conceito para ele. Ainda esta longe de
dominar todos 0s aspectos.

> Este € um exercicio de simulacédo do trabalho de um professor para testar a sua
capacidade em produzir uma explicacdo que vai direto ao ponto, sem detalhes
desnecessarios que possam confundir o estudante.

> N&o é permitido acessar a Internet para responder a esta pergunta.

Nesta atividade propomos a discussédo de duas defini¢des para o limite de sequéncia com

0 contexto de ser uma problematica “criada” por um estudante ficticio. Envolve o que

apresentamos na delimitagdo do campo conceitual sobre o fato de que a defini¢do (A) implica

a definicdo (B), mas que o contrario ndo é verdadeiro, ou seja, (B) ndo implica (A). E uma

situacdo que permite discutir problemas envolvendo a compreenséo da defini¢do de limite e, ao

mesmo tempo, evidenciar aspectos importantes do campo conceitual envolvidos na construcéo

desse conceito.

Para realizar essa atividade os participantes tiveram uma hora, em que deveriam fazer

as anotacdes nas folhas entregues com todo detalhamento solicitado. Eles foram avisados que

poderiam tirar fotos, ou copiar em seus cadernos as resolucdes, pois as folhas seriam recolhidas

posteriormente. Ao final, eles discutiram sobre as resolu¢bes de cada grupo, buscando
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evidenciar as escolhas, se a definicdo (*1) ou (*2), e quais argumentos foram utilizados para

justificar essa escolha. A seguir, trazemos as discussoes e analises sobre os dados produzidos.

Descricdo e andlise da situacéo

Apos resolugdo da atividade os participantes foram convidados a apresentar suas
consideracdes sobre a atividade em que juntos, no quadro, cada um ia argumentando sobre suas
escolhas.

Quando olhamos para a parte escrita do Pedro, vemos que ele buscou apresentar as duas
definicBes primeiramente com uma representacdo geométrica seguida pela descri¢cdo, em
linguagem natural como foi solicitado na atividade, do que significava a definigdo (*1) e a

definicéo (*2). Como podemos observar na Figura 1 e na Figura 2.
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Figura 1.

Primeira parte da resolucdo de Pedro. Dados da pesquisa.
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Figura 2.
Segunda parte da resolucéo de Pedro. Dados da pesquisa.

Pedro busca detalhar as duas definicbes e podemos observar que ele considera na
definicdo (*1) o fato de que para todo ¢ > 0 existe n > [, tal que para todo m > n teremos

la,, — a| < &, explicitando que a partir de um a,,,, que no caso deveria ser m, todos os valores
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vao se tornar proximos de a. Sendo que no caso da defini¢do (*2) explicitou a diferenca entre
as escritas das duas defini¢Ges nessas descri¢es, mesmo confundindo a,,, com m e a,, com n.
Com relacdo ao questionamento se ele estava de acordo com a argumentacdo do

estudante, proposta na atividade, Pedro escreve:

Eu acho que as duas expressdes podem representar a ideia de limite. A primeira eu acho
que é mais formal, mas a segunda é mais pratica. Acho que o aluno tem clara a ideia de
aproximacao. A segunda seria uma opc¢ao mais simples.

Pedro se preocupa com a compreensdo da ideia de aproximacdo do limite de uma
sequéncia considerando o fato de que existe um termo n > /, tal que os valores da sequéncia
irdo se aproximar de a. Como vimos, na discussdo sobre o campo conceitual, na discusséo sobre
as definicdes (A) e (B), isso ndo é suficiente para garantir que o limite existe e que sera a. Esse
€ um erro comum em 0s estudantes mobilizam teoremas em acéo que foram efetivos para lidar
outras situacGes, mas que acabam trazendo problemas quando s&o mobilizados para outras
situacOes, pois envolvem outros aspectos do conceito (Burigato, 2019).

Neste sentido, Vergnaud (1990) argumenta sobre o fato de a apresentacdo de uma
definicdo ser insuficiente para o estudante compreender todos os aspectos envolvidos na
construcdo de um conceito. Sendo por meio das situagdes, em que o conceito é objeto de estudo,
que sera possivel o sujeito ir compreendendo as nuances envolvidas. Na atividade em questéo,
vemos uma possibilidade de explicitacdo de um teorema em a¢do mobilizado por Pedro em que
“Ye > 0, se existe n > 1, tal que os valores da sequéncia irdo se aproximar de a, o limite da
sequéncia existe e sera a.”. E um teorema em agdo falso, pois nio vale para o estudo de limite
de uma sequéncia qualquer. Todavia, ele 0 mobiliza como sendo correto, provavelmente por
outras situagdes em que esse teorema foi mobilizado e ndo houve problema, como é o caso da
maioria das atividades vivenciadas ao longo do ensino pelos estudantes.

Voltamos a argumentacéo de Job e Schneider (2014) sobre a dicotomia existente entre
o trabalho com os aspectos formais e intuitivo dos limites, em que a maioria das atividades
vivenciadas pelos estudantes envolvem aspectos intuitivos que podem contribuir para a ndo
compreensdo dos aspectos dedutivos envolvidos na defini¢cdo. Favorecendo, com isso, a
construcao de conhecimentos de modo equivocado, como no caso do teorema em acgéo falso
mobilizado por Pedro.

Ap0s a resolucdo escrita dos participantes eles foram convidados a discutir com todos
0s outros, no quadro, como pensaram na situacdo. Como tinhamos participantes com
experiéncias variadas, tivemos uma diversidade de falas e argumentacdes. Vejamos alguns

exemplos que vamos identificar como participantes 1 e 2:
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Participante 1: Eu s consigo ler as expressdes, conheco a simbologia matematica, mas
ndo consigo atribuir significado para elas.

Participante 2: Eu escolheria a primeira definicdo que é mais completa, pois para mim
ela contempla a segunda que eu acredito que falta algo nela.

Essas discussdes acabaram fomentando em alguns participantes a ndo aplicabilidade da
definicdo. Um deles argumentou que néo utilizou a definicdo para nada durante a disciplina que
fez e que, com isso, parece que ela sO era Util para mostrar as propriedades. Diante dessas
observagdes, fizemos uma questdo aos participantes: Quando encontramos o limite, como
podemos dizer que ele € Gnico? Todos responderam que € a definigdo de limite que garante que
se o0 limite existe, € Unico. Com isso, um dos participantes Pedro (nome ficticio) pede para

apresentar o que ele havia pensado sobre as definicdes apresentadas.

Pedro: Para mim a segunda definicéo é suficiente, pois a partir de um certo n todas as
imagens vao se aproximar do limite a, para todo épsilon maior do que zero.

Ele vai argumentando enquanto vai escrevendo no quadro, a representacdo gréafica, e

podemos observar sua escrita na Figura 3.

Figura 3.

Producéo de Pedro sobre a defini¢éo (*1).

Novamente vemos uma confusdo com os elementos do dominio da sequéncia, em que
ele escreve como: a;, a,, a,,, a,, ... EM seguida, Pedro fala que isso vai acontecer também com
a definigdo (*2), “Esse é meu ponto de vista”, e diz que vai explicar 0 porqué. Ele comeca a

fazer outra representacao e vai explicando:

Pedro: Temos a mesma ideia, alguns pontos e o a que é nosso limite. Aqui fala (ele se
refere a definicdo) que vai existir para todo épsilon um a,. Sendo que o épsilon é a
proximidade com o limite. (Figura 4). A ideia é que esse épsilon seja muito pequeno,
entdo sempre vai existir um a,, que leva a valores muito préximo ao valor de a, o limite,
e se escolho um épsilon mais pequeno, também vai existir um a, que vai ter valores
proximos de a. Se o épsilon for maior fica mais para ca (no caso ele se refere mais a
esquerda, Figura 4) e se o épsilon for bem pequeno os valores véo ficando mais para cé
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(Mais a direita e mais proximos do valor de a que € o limite) e como € para qualquer
epsilon sempre vai existir um a,,. Logo, para mim esta definicdo também ¢é valida.

Figura 4.

Producéo de Pedro sobre a defini¢do (*2).

Na Figura 4 podemos ver as representacdes que ele foi fazendo enquanto explicava por
que acreditava que a segunda definicdo era suficiente para definir o limite. Houve mais
discussdes entre os participantes, pois um deles achava que o que o Pedro fez foi para um caso
muito especifico, no caso a representacédo que ele utilizou para explicar seu ponto de vista. Além
disso, corrigiram os valores que Pedro havia inserido na representacdo como: a;, a,, G, Ay, - -

para os valores corretos /, 2, 3, n, ...

Figura 5.

Producdo de Pedro sobre as definigdes (*1) e (*2).

Pedro foi questionado por que escolheu colocar 0 m, na primeira representacédo, naquele
lugar, por que ndo colocou um pouco antes ou depois. Fizemos esse questionamento buscando
retomar os elementos do campo conceitual envolvidos na defini¢do de limite de uma sequéncia,
conforme apresentado anteriormente em (A).

Ele argumenta que segundo a definicdo (*1) o m é maior do que o n, entdo o que importa
é que 0 m esteja a direita de n, seja maior, pois tudo depende do épsilon, e para cada épsilon
escolhido vai existir um n que satisfaz, para as duas definigdes. Vejamos a reproducdo do
dialogo:

Pesquisador: Entdo qual das duas defini¢cdes vocé escolhe?
Pedro: As duas, pois tudo depende do épsilon.
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Pesquisador: Entdo o que o m faz de diferente na primeira definigéo?

Pedro: A diferenca aqui é que se eu escolho épsilon vai existir esse n tal que para todos
0s m, depois de n, os valores da sequéncia véo ficar proximos de a - Figura 6 - é essa a
ideia, daqui para frente todos os valores estdo proximos de a.

Figura 6.

Producéo de Pedro sobre as defini¢des (*1) e (*2).

Pedro: E aqui (*2) fala que sempre vai existir um n, em que todos os valores estdo muito
préximos de a. Diferente de (*1) que fala mais para frente de n.

Nessas argumentacfes vemos que Pedro mobiliza novamente o teorema em agédo que
havia utilizado na folha de atividade entregue inicialmente. Ele justifica suas a¢fes por meio da
representacdo grafica e de gestos, com os dedos, para explicitar que o limite existe, pois
podemos escolher um épsilon, bem pequeno, e que vai existir um n que ira satisfazer. Os
aspectos formais que citamos na delimitacdo do campo conceitual da defini¢do (A), parecem
ndo serem mobilizados em suas a¢des, mas sim representagdes geométricas que, como dito
anteriormente, ndo sdo interessantes para o estudo das sequéncias. O professor precisa estar
atento as suas escolhas didaticas, com relacdo ao uso de algumas representacdes:

[...] de forma mais geral, se a ostensdo pode ser eficaz em certos casos, muitas vezes €
baseada em um mal-entendido, pois os alunos ndo “veem” a mesma coisa que o
professor. Além disso, nem sempre é adequada para se definir um objeto matematico de
maneira funcional. (Schneider, Job, 2016, p.96).

A discussdo com o grupo continuou com a proposta dos participantes buscarem chegar
a um acordo sobre a definicéo.

Pesquisador: Muito interessante, mas precisamos decidir pessoal, pois a defini¢cdo tem
de ser unica para todo mundo, como faremos? Participante 2 escolheu a (*1) e Pedro as
duas. Que critérios usamos para escolher. Por exemplo, a (*2) é mais simples e da conta
de muitas situagdes, entdo por que ndo escolhemos ela?

Participante 2: Mas isso depende muito da analise, porque eu ndo sei se um determinado
exemplo de sequéncia vai ser contemplado simplesmente pela segunda. Entéo a primeira
é segura que eu vou poder utilizar sempre para qualquer caso.
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Como havia um impasse foi proposto para eles analisarem o caso da sequéncia a,, =

=D+ é , em que temos a possibilidade de termos numeros pares e impares, Figura 7.

Figura 7.

Representacéo de Pedro sobre o exemplo de uma sequéncia particular.

Pedro escreve no quadro os dois casos, Figura 7, para nimeros pares e nimeros impares
e argumenta que esta sequéncia nao tem limite. Entdo, ele é questionado sobre a defini¢do (*2)
que ele havia escolhido. E se escolhermos a=1, por exemplo, 0 que acontece? Seria possivel
dado épsilon encontrar um n que iria satisfazer? Pedro olha para a situa¢do no quadro e diz que
sim, que apesar da sequéncia ndo ter limite, utilizando a definicéo (*2) poderiamos concluir que
o limite da sequéncia seria um, 0 que € um erro. Argumenta o que trouxemos na discussao
anterior sobre os elementos do campo conceitual, que a definicdo (*1) é a definicdo para limite
de sequéncia, sendo que a defini¢do (*2) funciona para casos particulares.

Na explicacdo de Pedro, seguida pela Figura 6, vemos como ele busca justificar sua
escolha, no caso o0 uso do teorema em acéo falso que ele havia mobilizado. As representacdes
graficas acabam sendo um meio para ele justificar sua opcdo em defender o uso das duas
defini¢cBes. Somente ap6s confrontado com o exemplo da sequéncia ndo convergente que ele
analisa melhor os elementos envolvidos na defini¢éo (*1). De fato, Job e Schneider argumentam

sobre isso quando falam sobre o trabalho dos estudantes:

Eles ficam presos a definicdes que sdo “descri¢cbes” do que veem do comportamento
estudado. Eles ndo sdo capazes de imaginar suas definicbes como algo a ser escolhido
para permitir provas, apesar das muitas contradi¢cbes apontadas pelo professor. Os
alunos veem uma definicdo como uma descricdo de algum conceito mental que eles
acreditam que cada um deles compartilha. (Job, Schneider, 2014, p.640).

Esse fato é agravado pela falta de atividades em que os alunos possam confrontar os
elementos envolvidos na definicéo, no caso situacdes que trabalhem com a definicéo de limite,
analisando ndo somente exemplos que dado certo, mas também com contraexemplos.

Esses elementos, modelizados em teoremas em agdo, nos permitem compreender 0s

conhecimentos que podem ser mobilizados pelo estudante ao lidar com a situacdo para
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introdugéo da defini¢do de limite de uma sequéncia. E, com isso, estudar como o conceito de
limite vive, no sentido ecologico, nesta instituicdo e assim aprofundar nossos estudos no MER
(Chevallard, 1999) sobre limites, que ainda estdo em seu processo de construcao.

Em sequida, trazemos nossas consideragdes finais sobre o estudo realizado.

Considerac0es finais

Neste artigo estudamos uma situagdo vivenciada por um sujeito sobre a definicédo de
limite de uma sequéncia. Para isso, mobilizamos a teoria dos campos conceituais para analisar
sua construgdo, vimos como as situagdes, 0s invariantes operatrios e as representaces
utilizadas influenciam o0 modo como o estudante compreende um conceito (Vergnaud, 1990).

O estudo da situacdo mostra como a construcdo do conceito demanda de um longo
tempo e de reinvestimento. No caso apresentado, o sujeito ja havia estudado o limite de uma
sequéncia de modo intuitivo e pela definicdo formal, com uso dos quantificadores, mas os
invariantes operatérios dos esquemas mobilizados para a situacao dada estavam relacionados a
exemplos particulares e, em grande parte, a representacdes graficas de sequéncias que tinham
limites. O interessante é que, mesmo nesses casos, a representacdo grafica ndo € um recurso
pertinente, afinal essas funcdes estéo definidas no conjunto dos naturais, o que, de certo modo,
ndo favorece o uso de tais representacGes. Ou seja, algumas vezes 0s estudantes precisam
romper com alguns aspectos que entram em conflito com pontos importantes da construcédo de
um conceito para poderem ampliar seus esquemas.

E importante lembrar, que em matematica é suficiente apresentar um contraexemplo
para comprovar que um resultado é falso. Todavia, apresentar varios exemplos em que o
resultado € verdadeiro ndo € um argumento que o torna valido, no caso das sequéncias, para o
calculo do seu limite, se existir, e necessario argumentos mais gerais fundamentados na analise
real.

Este estudo, com essa defini¢do, sera muito importante para a continuidade do nosso
projeto. Neste sentido, 0 mesmo evidenciou que o trabalho por meio da definicdo de limites por
sequéncia pode ser uma proposta pertinente para auxiliar o desenvolvimento do conceito de
limites, que atualmente € amplamente apresentado por meio de tabelas numéricas,
representacdes graficas e funcdes algébricas. E interessante pois além de apresentar elementos
da intuicdo matematica com a convergéncia das sequéncias, possibilita o desenvolvimento do
trabalho dedutivo e a construcdo do conceito de limite com a demonstracdo matematica, o que

corrobora a ideia de se elaborar um MER que contemple elementos da intuicdo e da deducéo.
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