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Resumo

Este artigo propde uma reflexéo teorica sobre o que sdo modelos e o que é Célculo, apontando
noc¢Oes preliminares e principios basicos para que se possa construir um modelo epistemoldgico
de referéncia para o ensino desta disciplina. Para atingir esse objetivo, examinamos alguns
modelos presentes no nosso cotidiano, numa tentativa de sugerir uma generalizagdo do termo.
A seguir, apresentamos o modelo representativo proposto pela teoria antropoldgica do didatico,
para, posteriormente, definir modelo epistemoldgico dominante, modelo epistemoldgico de
referéncia e modelo didatico de referéncia. Ultrapassadas essas defini¢bes, desenvolvemos uma
breve histdria do termo para esclarecer o que entendemos hoje por Célculo e como foi utilizado
ao longo do tempo. Os resultados da pesquisa tedrico-bibliografica serdo Gteis para que 0s
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pesquisadores em didatica possam construir um modelo epistemoldgico de referéncia para o
ensino do Calculo.

Palavras-chave: Modelos, Modelo epistemolégico de referéncia, Calculo.

Abstract

This article proposes a theoretical reflection on models and Calculus, pointing out preliminary
notions and basic principles for building a reference epistemological model to teach this subject.
To this end, we examine some models present in our daily lives to suggest a generalization of
the term. Next, we present the representative model proposed by the anthropological theory of
the didactic to subsequently define the dominant and the reference epistemological models as
well as the didactic model of reference. Having overcome these definitions, we develop a brief
history of the term to clarify what we understand today by Calculus and how it has been used
over time. The results of the theoretical-bibliographical research will be valuable for didactic
researchers in constructing a reference epistemological model for teaching Calculus.
Keywords: Models, Reference epistemological model, Calculus.

Resumen

Este articulo propone una reflexién tedrica sobre qué son los modelos y qué es el Célculo,
sefialando nociones preliminares y principios basicos para construir un modelo epistemoldgico
de referencia para la ensefianza de esta asignatura. Para ello, examinamos algunos modelos
presentes en nuestra vida cotidiana, en un intento de sugerir una generalizacion del término. A
continuacion, presentamos el modelo representativo que propone la teoria antropolégica de lo
didactico para, posteriormente, definir el modelo epistemolégico dominante, el modelo
epistemoldgico de referencia y el modelo didactico de referencia. Superadas estas definiciones,
desarrollamos una breve historia del término para aclarar qué entendemos hoy por Calculo y
como ha sido utilizado a lo largo del tiempo. Los resultados de la investigacion teorico-
bibliogréfica seran de utilidad para que los investigadores didacticos construyan un modelo
epistemoldgico de referencia para la ensefianza del Calculo.
Palabras clave: Modelos, Modelo epistemolégico de referencia, Calculo.

Résumé

Cet article, soumis a Educacdo Matematica Pesquisa magazine, propose une réflexion
théorique sur ce que sont les modeles et ce qu'est le calcul, en soulignant les notions

préliminaires et les principes de base afin qu'un modele épistémologique de référence pour
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I'enseignement du calcul puisse étre construit. Pour atteindre cet objectif, nous avons examiné
quelques modeles présents dans notre vie quotidienne, pour tenter de suggérer une
généralisation du terme. Ensuite, nous présentons le modéle représentatif proposé par la Théorie
Anthropologique de la Didactique, pour définir ultérieurement le modéle épistémologique
dominant, le modéle épistémologique de référence et le modéle didactique de référence. Apres
avoir surmonteé ces definitions, nous avons développé un bref historique du calcul pour clarifier
ce que nous entendons par calcul aujourd’hui et comment ce terme a été utilisé au fil du temps.
Les résultats de la recherche théorique et bibliographique seront utiles pour que les chercheurs
en didactique puissent construire un modéle épistémologique de référence pour I'enseignement
du calcul.

Mots-clés : Modeles, Modele épistémologique de référence, Calcul.
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Prolegbmenos para construcdo de um modelo epistemolégico de referéncia para o ensino
de célculo: O que sdo modelos? O que é célculo?

Toda a matéria existente no universo é formada por atomos. A palavra atomo vem do
grego e significa “indivisivel”, ou seja, “aquilo que ndo se parte.” Esta particula microscopica
é a unidade fundamental de toda e qualquer substancia, unidade esta que, por muito tempo, se
pensou ser indivisivel em unidades menores, crenca que ndo se sustenta mais. Atualmente,
sabemos que o atomo € composto por duas regides distintas, nlcleo e eletrosfera, onde
encontramos, por exemplo, néutrons, prétons e elétrons.

No decorrer do tempo, varias teorias atbmicas foram formuladas, e cada uma delas
apresentava um diferente modelo atdmico. A primeira ideia de atomo tem por fundamento
deducdes filosoficas, e os gregos imaginavam que a matéria poderia ser repartida em unidades
menores até ser alcangcada uma unidade que ndo mais suportava novas divisoes.

No inicio do século XIX, John Dalton acreditava que o &tomo era uma esfera macica e
indivisivel. J& no final daquele século, Thomson apresentou o0 &omo como uma esfera
uniforme, de carga positiva, impregnada de elétrons sobre ela (as cargas elétricas negativas
compensavam as positivas e 0 conjunto permanecia neutro). O modelo de Thomson ficou
conhecido como pudim de passas. Por volta de 1914, Rutherford idealizou o atomo como sendo
um nucleo denso, carregado positivamente, com elétrons de carga negativa girando a sua volta,
numa regido chamada eletrosfera (era 0 modelo planetario). Este modelo foi aperfeicoado por
Bohr, que dividiu a eletrosfera em sete camadas, chamadas camadas de valéncia.

Em resumo, os modelos atbmicos sdo tentativas de representacdo dos principais
componentes do atomo e de sua estrutura. Nao sdo a realidade, mas uma representacéo dela.

Em 1953, James Watson e Francis Crick apresentaram outro importante modelo
cientifico: a estrutura de dupla hélice do DNA. Cada molécula de DNA, no modelo de Watson
e Crick, é constituida por dois filamentos de nucleotideos que se ligam através de bases
nitrogenadas por meio de pontes de hidrogénio.

Poderiamos citar outros tantos tipos de modelos cientificos, sendo oportuno avaliar o
que os caracteriza como tal. Por que sdo denominados “modelos™?

Gilles Willet, professor pesquisador do Departamento de Informacdo e Comunicacao da
Universidade Laval (Quebec), que concentra seu trabalho na comunicagdo dentro das
organizac6es, no fenémeno das telecomunicacdes e suas tecnologias, teorias da comunicacao e
o direito de comunicar, publicou, em 1996, o artigo intitulado Paradigme, théorie, modele,

schéma: qu’est-ce donc?, numa tentativa de tornar estes termos mais claros, enfatizando o que
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os torna diferentes. Julien Cartier, por sua vez, em Qu est-ce qu 'un modele? (2019) explica de
uma forma bem simples como podemos buscar uma definicao para esse termo.

No primeiro momento, nosso foco neste estudo serd a caracterizagdo dos modelos.
Citamos anteriormente dois importantes modelos cientificos, 0 modelo atdbmico, sua evolucao,
e 0 modelo da molécula de DNA, que ndo serdo os modelos aqui estudados. Interessa-nos, pois,
trés importantes modelos da didatica das ciéncias: 0 modelo epistemologico dominante (MED),
o0 modelo epistemoldgico de referéncia (MER) e o modelo didatico de referéncia (MDR),
utilizados, muitas vezes, de forma aleatoria e sem critérios. De forma semelhante & Willet, nossa
pretensdo é modesta. Apenas clarificar os termos e trazer elementos que nos permitam entender
por quais razdes sdao chamados de modelos.

A seguir, na estrutura do texto, nos dedicaremos a definicdo de célculo, trazendo uma
breve evolucao historica. Para fomentar nossa discussdo vejamos o que o Dicionario Online de

Portugués (https://www.dicio.com.br/) apresenta como definigéo:

Significado de Célculo

substantivo masculino

Resolucgdo de problemas que envolvam nimeros.

Operacdo feita para achar o resultado da combinacdo de varios numeros; computo.
[Aritmética] Arte de resolver problemas de aritmética elementar. [...]

[...]

Calculo mental. Calculo aritmético efetuado de cabega.

Calculo algébrico. Calculo que se faz com expressdes algébricas.

Célculo aritmetico. Realizacdo de operacdes aritméticas.

Calculo diferencial. Calculo relativo as derivadas e diferenciais.

Calculo integral. Calculo relativo as integrais.

Etimologia (origem da palavra célculo). A palavra célculo deriva do latim “calculus, 17,
com o sentido de pedra pequena. [...]

Desta forma, entendemos ser importante essa reflexdo para que se possa teorizar a
elaboragdo do MER e responder perguntas tais como: Quais ferramentas devem ser utilizadas
para o desenvolvimento de modelos epistemologicos de referéncia? Quais metodos devem ser
adotados para a construcao desses modelos? Quais critérios devem ser utilizados para testar e
avaliar o MER proposto?

Estruturamos 0s nossos escritos da seguinte maneira: apds uma primeira tentativa de
esclarecer o que é um modelo, passaremos a analise de trés importantes modelos da didatica
das ciéncias, o modelo epistemoldgico dominante (MED), o modelo epistemoldgico de
referéncia (MER) e o modelo didatico de referéncia (MDR). Ultrapassadas essas definicoes,
desenvolvemos uma breve histdria do célculo para esclarecer o que entendemos hoje por

calculo e como tal termo foi utilizado ao longo do tempo. Os resultados da pesquisa teorico-
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bibliografica serdo Uteis para que os pesquisadores em didatica possam construir um modelo

epistemoldgico de referéncia para o ensino do célculo.

Modelo: uma tentativa de generalizacdo

Existe uma vasta literatura dedicada ao trabalho de definicdo de um modelo. N&o ha um
consenso e este artigo ndo visa alcancar a sintese que tantos especialistas vém buscando ha
muitas décadas.

Cartier (2019, secdo Comme disait Saint-Augustin) ressalta que muita gente sabe o que
€ um modelo, mas quando uma definigdo € solicitada, um problema se instaura. Sinaliza o autor
que a dificuldade deste empreendimento deve-se em grande parte a polissemia da prépria
palavra, tanto no campo cientifico como na linguagem cotidiana, uma polissemia que é
perfeitamente ilustrada pela diversidade de objetos que encontramos rotulados com o termo
modelo.

No entanto, segundo Cartier (2019, secdo Comme disait Saint-Augustin) € seguro dizer
que uma definicdo consensual deve ser ampla o suficiente para abranger o maior nimero
possivel de casos. Nesta direcdo, afirma que um modelo é uma representacéo. E possivel, entéo,
representar quase tudo e qualquer coisa. E principalmente, o0 modelo é uma representacdo
(integral ou parcial) daquilo que os cientistas chamam de “teoria.”

Segundo Bacharach (1989, p. 496) uma teoria ¢ uma “expressao de uma relagdo entre
unidades observadas, diretamente ou por aproximacdo, do mundo empirico.” A ciéncia se
preocupa com os fatos, tdo numerosos e desarticulados, que se faz necessaria uma articulagéo
entre eles. Essa articulagdo ¢ o trabalho de uma teoria. “Um pensamento integrador de fatos,”
segundo Cartier (2019, p.1). O objetivo principal de uma teoria é responder a questdes de como,
guando e por qué. Cartier (2019) ainda defende que os fatos estdo fora de n6s, enquanto a teoria,
como objeto de pensamento, reside dentro de nés.

Mas e 0 modelo? O modelo, ainda segundo o autor, estd na interface entre a teoria e 0s
fatos. Ele constitui um meio de materializar a teoria, de torna-la apreensivel, comunicavel,
explicavel. E um meio que nos permite refletir, questionar nosso proprio pensamento. Assim,
longe de ser uma pura abstracdo, ou um artificio desvinculado da realidade, o modelo é
construido a partir de fatos e é enriquecido por constantes idas e vindas entre o pensamento e a
realidade, afirma Cartier (2019).

Ainda trazendo a colac¢do o pensamento de Cartier (2019), a principal vantagem desta

definicdo de modelo é permitir que varios objetos sejam classificados como modelos (desde um
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mapa geografico, passando por formulas matematicas até chegar ao estudante que é o ‘modelo’
de aluno e que representa 0 comportamento esperado).

Criar, fazer ou projetar um modelo significa modelar. Assim como “formar de acordo
com um modelo,” como por exemplo, no sentido expresso em “o pintor moldou as
caracteristicas da musa.” Chamamos a aten¢do para 0 fato de que, na lingua portuguesa, ndo se

confundem os termos modelar e modalizar (https://www.dicio.com.br/):

Significado de Modelar
[...]

verbo transitivo direto

Fazer o modelo ou 0 molde de uma pega; forjar: modelar argila.

[Figurado] Formar de acordo com um modelo: o pintor moldou as caracteristicas da
musa.

Significado de Modalizar

verbo transitivo direto

Impor modalidades a: Modalizar o ensino. Variar, dar outra fei¢do a: O pastor modalizou

a liturgia.

Modalizar significa, portanto, impor modalidades. E relativo a modo, modal, maneira
propria de se fazer algo. Nao encontramos o termo “modglizar” em lingua portuguesa. Deriva
do termo “modelo” ainda, a palavra modelagem que nada mais é do que “a ac¢do ou efeito de
modelar” (https://www.dicio.com.br/). A modelagem matematica, por exemplo, de uma forma
simples, resume-se a criacdo de um modelo matematico capaz de explicar um determinado
fendmeno.

Como afirmado anteriormente, essa representacdo pode ser parcial. Na representacao da
molécula de DNA (modelo citado no inicio deste texto), muitas informagdes sdo omitidas
(tamanho da sequéncia, natureza das moléculas, etc.), ndo sendo necesséario representar
milhares de nucleotideos para que se compreenda o0 modelo de DNA, assegura Cartier. Portanto,
segundo o autor, devemos aceitar que “a pobreza relativa de um modelo é consubstancial de
sua operacionalidade.” (Cartier, 2019)

Passaremos agora, de forma sucinta e esquematica, a expor algumas considera¢es
relativas a definicdo de modelo trazida por Gilles Willet (1996), que se assemelham aquelas de
Cartier (2019).
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Tabela 1.
O que é um modelo (Willet, 1996, pp.10-13)

O que é um modelo?

Um modelo é uma projecdo de uma teoria. Mas, por se referir a uma gama
mais limitada do que a teoria, 0 modelo é de menor aplicacdo.

Um modelo representa apenas certas caracteristicas do objeto ou fenémeno
estudado. Essas caracteristicas sdo expressas na forma de um conjunto de proposi¢cées
sistematicas relativas a observagdes e medicOes feitas sobre certos aspectos de um objeto
ou fenémeno.

Um modelo é sempre mais simples do que o objeto, fendmeno ou processo que
deve representar e explicar.

Os modelos facilitam a explicacdo e a popularizacdo de uma teoria, ao fornecer
de maneira simples um conhecimento que, de outra forma, permaneceria complicado ou
ambiguo.

Nenhum modelo é sagrado. Um modelo é apenas uma representacao simplificada,
relativa, incompleta e temporaria de uma parte da realidade ou de um fendmeno. Nunca
€ nem o real, nem o fendmeno estudado.

Nenhum modelo Gnico pode ser aplicado a todos os niveis de andlise e todos o0s
objetivos de pesquisa. Os modelos devem ser sempre verificados e comparados com as
circunstancias, situacfes e casos a que se aplicam, e devem ser transformados em
resultado.

Um modelo deve ser especifico o suficiente para representar corretamente certos
aspectos de seu propdsito; mas ndo deve ser muito detalhado, pois deve ser generalizavel
para mais de uma situacao observada.

A arte de modelar requer habilidades como abstracdo, deducdo, avaliacdo e,
finalmente, um conhecimento profundo de modelos j& conhecidos.

Para desenvolver um modelo, é preciso saber abstrair os aspectos mais
importantes do real estudado, ou seja, forma-los intelectualmente.

Deve-se ser capaz de deduzir ou inferir consequéncias e previsdes do modelo
proposto. As inferéncias que podem ser tiradas de um modelo dependem do contexto
geral da situacdo analisada e representada e do enunciado tedrico que o fundamenta. A
rigueza do significado de um modelo dependera da relevancia das deduces, suposicdes
e previsdes as quais ele tera dado origem.

Os modelos ndo sdo neutros. Frequentemente, eles constituem a base de nossa
percepcdo do mundo e condicionam nossas formas de agir e de comportamento.

Desta forma, se desejamos construir um modelo para o ensino de Calculo necessitamos,
em sintese: de algo que represente certas caracteristicas do objeto ou fendmeno (Célculo); que
seja capaz de facilitar a explicacdo e a popularizacdo de algo relativo a disciplina; que seja uma
representacdo simplificada, relativa, incompleta; que possa se comparado com outros; e que
seja especifico o suficiente para representar corretamente certos aspectos de seu propésito
(ensinar Célculo). Postas estas caracteristicas do termo modelo, podemos nos aprofundar nos

modelos da didatica.
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O modelo representativo da teoria antropoldgica do didatico

A teoria antropoldgica do didatico (TAD) €, como o proprio nome sugere, uma teoria
‘do didatico’. Yves Chevallard (matematico a quem ¢ atribuida a TAD) sustenta que a didatica
deveria ser definida como a ciéncia da difusdo do conhecimento. Fazer didatica seria, portanto,
fazer pesquisa, produzir pecas de conhecimento e organizar estas pecas em termos de 'corpos
de conhecimento'. A ideia por tras desta ciéncia seria a de que alguém se esforca para que outro
alguém aprenda alguma coisa. Segundo Chevallard (2013), ela estuda trabalhos que,
socialmente, sdo gestos didaticos que sdo ou podem ser feitos sobre eles, assim como os efeitos
do encontro de estudo e aprendizado associado a esses gestos. ‘Didatico’ refere-se, portanto,
“ao conjunto de gestos em dada sociedade” (Chevallard, 2013, p.1) objeto de estudo da didatica.

O conhecimento, por sua vez, se difunde entre as pessoas e as instituicbes. Mas neste
processo, tanto o saber como suas préaticas (o saber fazer) sdo de igual importancia. As
atividades humanas envolvem tanto o conhecimento, como a parte pratica deste conhecimento,
0 que Chevallard (2013) conseguiu representar por meio de uma palavra: a praxeologia.
Praxeologia - que é igual a praxis (pratica) + logos (conhecimento) - € a palavra-chave da teoria
antropolégica. Todas as condutas humanas podem ser representadas por meio deste termo.

A praxeologia, por sua vez, é composta de quatro noges: tarefa ( T ), técnica ( t ),
tecnologia (0 ) e teoria (® ), modelada pelo quarteto [ T, t, 6, ® ]. O modelo praxeoldgico é
capaz de decompor todas as condutas humanas. Analisaremos cada variavel separadamente.

Qualquer atividade humana pode ser decomposta em uma sucessdo de tarefas. Uma
tarefa € quase sempre identificavel em determinado idioma por um verbo de agéo, tais como
andar, cantar, gritar, chorar, calcular, desenhar, etc. Esse género de tarefa pode ser de
determinado tipo quando associado a um objeto (por exemplo, “desenhar um tridngulo
equilatero”).

Ato continuo, a conclusédo de tarefas necessita da implementacdo de uma técnica (uma
arte, um know-how), isto é, a colocag¢do em pratica de uma determinada “maneira de fazer.”
Toda técnica deve ser construida. Tarefa e técnica formam o chamado bloco do saber-fazer
(bloco da praxis, préatico).

A pratica, pura e simples, ndo persiste por muito tempo sem estar fundamentada em
algo. Ela baseia-se em um chamado “discurso tecnologico”, uma tecnologia (discurso — logia,
sobre a técnica — tecno). A tecnologia, por sua vez, exige que certos aspectos nao justificaveis
por si s6, mas que contém significados, sejam explicados, razdo pela qual necessita estar
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sedimentada em uma teoria. Est4 formado entdo o segundo bloco, o bloco do conhecimento
(logos), pela juncao da tecnologia e da teoria.
Praxeologia [T, t, 0, O ]
[tarefa, técnica, tecnologia, teoria]

Tentemos descrever, entdo, em termos praxeol6gicos, qualquer conduta humana. Fazer
um bolo, resolver uma equagdo ou plantar uma arvore. A conduta descrita em ‘fazer um bolo’
engloba uma tarefa, representada, sobretudo, pelo verbo de agdo ‘fazer’. Para que esta tarcfa
seja realizada, faz-se necessaria, por sua vez, a implementacdo de uma técnica. Existe uma
técnica para se colocar os ingredientes (coloca-los em determinada ordem, a determinada
temperatura e com uma quantidade especifica). Além disso, uma tecnologia exige, por exemplo,
que a farinha néo seja batida com veeméncia e que o fermento quimico seja colocado por tltimo,
apos todos os ingredientes. Tudo isso justificavel por uma teoria (uma teoria da quimica, da
fisica ou mesmo da matematica).

As pesquisas que adotam como referencial tedrico a teoria antropoldgica do didatico
ndo podem se distanciar destes postulados, pois a atividade de ensinar matematica é uma
atividade humana e, portanto, pode sempre ser descrita em termos praxeolégicos.

Para os estudiosos da teoria antropolégica do didatico, definir os quatros elementos da
praxeologia ja e corriqueiro, sendo dificil encontrar um referencial tedrico da TAD que néo faca
referéncia ao modelo praxeoldgico. Mas como 0 objetivo deste artigo é discutir os modelos,
ndo poderiamos deixar de cita-lo.

E comum também que as pesquisas em didatica facam referéncias a trés outros modelos

que discutiremos a seguir.

Modelo epistemoldgico dominante (MED), modelo epistemoldgico de referéncia (MER) e
modelo didatico de referéncia (MDR)

Adotaremos agora como cerne para nosso estudo o artigo escrito pelos professores Berta
Barquero, Marianna Bosch e Josep Gascon intitulado Las tres dimensiones del problema
didactico de la modelizacion matemética (2013), no qual os autores abordam dois importantes
modelos para as pesquisas em didatica: o modelo epistemoldgico dominante e modelo
epistemoldgico de referéncia.

Como o proprio titulo sugere, os autores analisam as dimensdes fundamentais do
problema didatico da modelacdo matematica (MM). Mas o que os professores propdem no texto
pode ser utilizado como estratégia de andlise de qualquer investigacdo em didatica.

Expliquemos.
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Quando se objetiva investigar algo (ou formular um problema para que seja investigado
didaticamente) faz-se necessario analisar as ideias dominantes em determinada cultura (na

cultura escolar, por exemplo). Assim, sugerem 0s autores que

[...] a fim de transformar o problema (da modelacdo matemaética) para comecar a
formula-lo como um problema de investigacdo em didatica no ambito da TAD, é
necessario questionar a forma de interpretar [...] a MM, ou seja, o modelo
epistemolégico da MM dominante, ndo apenas nas instituicbes escolares, mas também
na noosfera. (Barquero, Bosch, & Gascon , 2013, p.3)

Explicitam os professores que séo producdes da noosfera os programas oficiais, os livros
texto, as recomendacgdes dos professores, os materiais didaticos. Acrescentemos ainda, no
ambito brasileiro, as normas, as leis, os Pardmetros Curriculares, a Base Curricular Comum,
etc. Tudo aquilo que “é¢ dominante” em determinada cultura.

E continuam:

Nos referimos a los modelos epistemoldgicos o formas de interpretar y describir la
geometria euclidiana, el lgebra escolar, la MM, la proporcionalidad o la estadistica que
son predominantes en las instituciones escolares, pero también en la noosfera y en las
instituciones productoras del saber matematico. (Ibid., p.4)

S&o modelos epistemoldgicos ou formas de interpretar e descrever qualquer saber
matematico em jogo. Esta forma de interpretar “dominante” é, geralmente assumida de forma
acritica (“Los problemas docentes se formulan, normalmente, asumiendo y sin cuestionar no
s6lo las nociones sino también las ideas dominantes en la citada cultura escolar.”) (Ibid., p.3).

A epistemologia dominante (ou 0 modelo epistemoldgico dominante) em determinada
cultura ndo pode passar despercebida (0) em uma investigacdo didatica, tamanha é sua

influéncia sobre o processo de ensino-aprendizagem.

Epistemologia representa a juncdo dos termos episteme (ciéncia) e logos (estudo,
discurso), com o significado de discurso ou estudo sobre a ciéncia. A epistemologia é
definida por Runes (1998) como um ramo da filosofia que investiga aspectos referentes
ao conhecimento: a origem, a estrutura, os métodos e a validade. Para Lalande (1999,
p.313), a epistemologia consiste em um “estudo critico dos principios, hipoteses e
resultados de diversas ciéncias, destinado a determinar a sua origem ldgica, o seu valor
e a sua importancia objetiva. (OLIVEIRA, Ivanilde Apoluceno de. Epistemologia e
Educagéo: bases conceituais e racionalidades cientificas e historicas. Petropolis, RJ:
Vozes, 2016, p.17).

Sé&o atitudes representativas deste modelo dominante (denominado por Berta Barquero,
Marianna Bosch e Josep Gascon de “aplicacionismo”): supor que 0os modelos matematicos

preexistem e se aplicam a todos os sistemas cientificos e supor que nem os modelos nem 0s
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sistemas evoluem. Constata-se, desta forma, um modelo dominante de analise e de interpretacdo
do saber matematico.

Esse modelo de descricdo e interpretacdo necessita, todavia, ser explicitado. Faz-se
necessario, ainda segundo os professores, sejam descontruidas e reconstruidas praxeologias que
se pretendem analisar. Ou seja, faz-se necessario questionar essa forma dominante de descrever

e interpretar. Neste momento, se apresenta o modelo de referéncia:

Se le llama modelo epistemoldgico de referencia (MER) y tiene um caracter siempre
provisional. Es el instrumento con el cual el didacta puede deconstruir y reconstruir las
praxeologias cuya difusion intrainstitucional e interinstitucional pretende analizar. Por
estarazon el MER constituye un instrumento de emancipacion del didacta y de la ciéncia
didactica puesto que permite cuestionar la forma como las instituciones involucradas en
la problemética did&ctica interpretan el saber matematico. (Barquero, Bosch, & Gascon,

2013, p.5)

O modelo epistemolégico de referéncia, defendem os professores, condiciona
decisivamente a amplitude do campo de pesquisa; os fendomenos didaticos que serdo “visiveis”
ao pesquisador; os tipos de problemas de pesquisa que podem ser colocados; e as explicacfes
provisorias que se podem propor, ou seja, 0 tipo de solucBes que serdo consideradas
“admissiveis” (Ibid., p.5).

Os modelos epistemoldgicos (dominante e de referéncia) sdo adotados como hipoteses,
ndo sdo definitivos, podem e devem ser modificados.

Ainda segundo Mariana Bosh e Josep Gascon (2010, p.55) a necessidade da didatica da
matematica de elaborar seus prdprios modelos epistemoldgicos dos saberes matemaéticos
constitui uma contribuicdo fundamental da teoria das situa¢des didaticas (absorvida pela TAD).
No caso da teoria antropoldgica, segundo os autores, a praxeologia serve de modelo tanto do
saber matematico como das atividades didaticas de difuséo e estudo desse saber.

Em seguida, os professores trazem uma importante reflexdo sobre os modelos em
didatica ao afirmar que “toda organizagdo ou praxeologia didatica que vive em uma instituicdo
determinada esta sustentada e fortemente condicionada pelo modelo epistemologico da
matematica dominante na dita institui¢do” (Bosh & Gascén, 2010, p.60). Como afirmado
acima, essa forma “dominante” ¢ recebida pelos professores acriticamente (0 que caracteriza a
epistemologia “espontanea” do professor, segundo Brousseau. Espontdneo porque decorre
naturalmente, como reproducdo espontanea da epistemologia dominante). Urge entdo a
necessidade, para os didatas, de elaboracdo de modelos epistemoldgicos que sirvam de
referéncia para a elaboracao de novas praxeologias:
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En los trabajos citados, hemos explicitado modelos epistemoldgicos de referencia
(MER) especificos de cada uno de los &mbitos matematicos considerados: el algebra
elemental, los limites de funciones, la modelizacion matematica, los sistemas de
numeracion y la medida de magnitudes. Dichos modelos, elaborados por la didactica de
las matemaéticas para el analisis y el disefio didacticos, deben ser considerados como
sistemas de referencia relativos y provisionales para el investigador. Los hemos
utilizado, en cada caso, como instrumentos de analisis del modelo epistemoldgico de las
matematicas dominante en la institucion escolar y como auxiliares para caracterizar los
modelos docentes espontaneos que se sustentan en el citado modelo epistemoldgico.
Han resultado asimismo imprescindibles para disefiar, gestionar y evaluar propuestas de
nuevas organizaciones didacticas. (Ibid., p.60).

Sabemos que a teoria antropoldgica descreve as atividades humanas em termos de
praxeologias ou organizacdes praxeoldgicas, o que conduz a possibilidade de adotarmos a
expressdo modelo praxeoldgico dominante (MPD), ao invés de epistemoldgico dominante
(MED) e modelo praxeoldgico de referéncia (MPR) ao invés de modelo epistemoldgico de
referéncia (MER), para analisarmos as praxeologias que circundam aquela episteme, aquele
conhecimento. Entretanto, entendemos que as expressdes MED e MER aparecem com maior
frequéncia nas pesquisas.

Continuam os professores Bosh e Gascdn reconhecendo que tanto os modelos
epistemologicos “ingénuos” (como se referiu Brousseau) como os MER utilizados nas
investigacdes ndo sdo puramente epistemoldgicos, no sentido classico do termo. Deveriamos

considera-los “epistemologicos-didaticos.”

En efecto, en los primeros trabajos del enfoque antropologico (Chevallard, 1991, 1992)
ya se postulaba la necesidad de ampliar substancialmente la epistemologia a fin de
integrar en su objeto de estudio, junto a la génesis y desarrollo del saber, la ensefianza,
la utilizacién y la transposicion institucional del mismo. Se ampliaba asi, paralelamente,
la nocion misma de fendmeno didactico y, por consiguiente, el objeto de estudio de la
didactica [...](Bosh & Gascon,2010, p.61).

Assim, a didatica das ciéncias também deve elaborar, segundo os autores, seus proprios
modelos didaticos de referéncia (MDR), que podem ser considerados “ampliagdo dos modelos

epistemologicos de referéncia” (1bid., p.61).

Una de las funciones esenciales del uso de dichos modelos es la de constituir, para el
investigador en didactica y para la propia disciplina, un instrumento de emancipacion
respecto las diferentes instituciones que forman parte de su objeto de estudio: la
institucién matematica, la clase, la institucion escolar y la sociedade (Chevallard, 2007;
Bosch & Gascon, 2007). En particular deben servir para cuestionar, analizar y evaluar
(en lugar de aceptar acriticamente) los dos tipos de modelos dominantes en estas
instituciones [...](Ibid., p.61).
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Caracterizados estdo, portanto, a praxeologia, o MED, o MER e 0 MDR, restando-nos,

neste estudo, uma breve discussédo sobre o que se entende por Célculo. O que faremos a seguir.
O que é Calculo: uma breve histéria

Um célculo é uma maneira de calcular, de modo que os matematicos algumas vezes
falam a respeito de “calculo da logica”, de “calculo da probabilidade” e dai por diante.
Mas todos nds concordamos que sé ha realmente um Calculo, puro e simples, e que é
escrito com C maiusculo (Crilly, 2017, p.78).

Nesta secdo utilizaremos como referéncia principal o livro Histoire du Calcul, de René
Taton, publicado em 1946 pela Presses Universitaires de France, em Paris. Uma obra que
percorre a histéria daquilo que conhecemos por Calculo, desde a aritmética, passando pelo
calculo numeérico, calculo algébrico, trigopnométrico e probabilistico.

Interessante observar que os livros de Calculo (com C maiusculo) geralmente iniciam

com um capitulo destinado & numeracéo. Vejamos por exemplo:

Piskounov, N. (1990) Calculo Diferencial e Integral. Edi¢cdes Lopes da Silva.

CAPITULO I - NUMERO, VARIAVEL, FUNCOES.

8 1. NUmeros reais. Representacdo dos nimeros reais pelos pontos do eixo numerico.
8§ 2. Valor absoluto de um namero real

8 3. Grandezas variaveis e grandezas constantes.

8§ 4. Dominio de definigdo duma variavel.

8 5. Variavel ordenada. Variavel crescente e variavel decrescente. Variavel limitada
§ 6. Fungdo

8 7. Diversas formas de expresséo das fungdes

8 8. Principais fungdes elementares. Funcdes elementares

8 9. Funcdes algeébricas

8 10. Sistema de coordenadas polares.

Leithold, L. (1994) O Célculo com Geometria Analitica. Editora HARBRA.

CAPITULO 1 - NUMEROS REAIS, FUNCOES E GRAFICOS.
1.1 Numeros Reais e Desigualdades

1.2 Retas e Coordenadas

1.3 Circunferéncias e Graficos de Equacdes

1.4 FuncgOes

1.5 Géficos de Funcdes

1.6 As FuncGes Trigonométricas

Parece-me pertinente a pergunta: Ensinar numeros reais, por exemplo, é ensinar

Célculo?
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Esclarece René Taton (1946) que o homem moderno vive em meio a muitos numeros,
desde aqueles utilizados no comércio, salarios, impostos, as temperaturas, comprimentos e, por
onde quer gque V4, existe uma infinidade de operacGes e calculos a serem realizados. Entretanto,
por mais que se trate de matemaética, o célculo aqui citado ndo se refere as operacoes
elementares para encontrar um resultado, ao contrario, tem outros objetivos e outras finalidades
bem mais especificas.

Mas o Calculo que hoje conhecemos, durante muito tempo, foi limitado a aritmética e a
algebra, ganhando uma extensdo no século XVII para a criacdo do célculo diferencial e do
calculo integral (Taton, 1946). Leithold (1994) narra que:

Algumas ideias do Calculo podem ser encontradas nos trabalhos dos mateméticos
gregos da Antiguidade, da época de Arquimedes (287-212 A.C.) e em trabalhos do
inicio do século dezessete por René Descartes (1596-1650), Pierre de Fermat (1601-
1665), John Wallis (1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677). Entretanto, a invengédo do
Calculo é frequentemente atribuida a Sir Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) pois eles comecaram a efetuar a generalizacdo e unificacdo do
assunto. Havia outros matematicos do século dezessete e dezoito que contribuiram para
o desenvolvimento do Caélculo; alguns deles foram Jakob Bernoulli (1654-1705),
Johann Bernoulli (1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783) e Joseph L. Lagrange
(1736-1813). No entanto, ndo foi antes do século dezenove que os processos do Célculo
receberam fundamentacdo sélida por parte de matematicos como Bernhard Bolzano
(1781-1848), Augustin L. Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1897) e Richard
Dedekind (1831-1916).

De fato, a diferenciacéo e a integracdo sdo essenciais e sdo, segundo Crilly (2017, p.78),
“os picos gémeos do Calculo como estabelecido por Newton e Leibniz. As palavras s3o
derivadas do differentialis de Leibniz (tomar as diferengas ou “partir’’) e integralis (a soma das
partes ou “juntar”)”. Diferenciagdo e integracao sdo, portanto, os dois lados da mesma moeda.

Mas a historia por tras do calculo diferencial e integral € longa e impossivel de ser
esgotada aqui. A ideia deste tdpico é apenas provocar uma reflexdo sobre algo que nos parece
comum e corriqueiro, mas que existe justificacdo historica e uma razao de ser, afinal, “nem

sempre foi assim”. Tudo pode ser explicado e justificado:

A palavra “calcular” ¢ um diminutivo de “calx”, que, em latim, significa “pedra”. No
passado significou “fazer contas por meios de seixos”. As contribuicdes dos
matematicos para o nascimento do Célculo sdo inimeras. MOAR (2003) assegura que
muitos deles tais como Cavalieri, Barrow, Fermat e Kepler utilizavam conceitos do
Célculo para resolver varios problemas. Porém naquele tempo ndo existia uma
construcdo logicamente estruturada, ou seja, cada autor possuia sua proposic¢ao de como
0s conteldos se estruturava dificultando a percepcdo das inter-relagbes entre os
conteudos. O desenvolvimento e o aperfeicoamento das técnicas associadas ao Calculo
aconteceram com Newton e Leibniz, os quais deram origem aos fundamentos mais

Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v. 26, n. 3, p. 442- 461, 2024 456



importantes para o ensino do Célculo, como a formalizagdo das Derivadas e as Integrais.
Segundo MOAR (2003), o Célculo pode ser dividido em duas partes: uma relacionada
as Derivadas ou Célculo Diferencial e Integral, e outra, relacionada as Integrais, ou
simplesmente Calculo Integral. (Torres, & Giraffa, 2009, p.1-2)

O professor Gabriel Loureiro de Lima (2008) esclarece que a disciplina Calculo
Diferencial e Integral foi introduzida pela primeira vez no curriculo brasileiro em 1810 no curso
matematico da Real Academia Militar do Rio de Janeiro e baseava-se no livro Traité
Elémentaire de Calcul Différentiel et du Calcul Intégral do francés Sylvestre Francois Lacroix
(1765-1843), que considerava que o conceito de funcdo era o ponto de partida para o
desenvolvimento do Calculo (Lima, 2008, p.3).

Assim, como dito anteriormente, a ideia aqui ndo € esgotar a histéria da disciplina
Calculo Diferencial e Integral, mas provocar a reflexao sobre a necessidade de justificacdo, da
busca da razdo de ser, que deve o professor se preocupar ao iniciar a aula de qualquer objeto
matematico. Elaborar um modelo epistemoldgico de referéncia para o ensino de Célculo exige
do professor uma atitude critica, para que possa escapar dos “modelos epistemoldgicos
ingénuos”, como denominou Brousseau, como citado por Bosh & Gascon (2010).

Conhecer o Célculo exige do aluno o conhecimento de alguns conceitos matematicos
importantes, como, por exemplo, de algebra e geometria. O estudante precisa ser capaz de
realizar operacdes com desenvoltura (razdo pela qual os livros comecam pelos numeros
inteiros). A ideia de funcdo é outro conceito chave que necessita ser explorado com
profundidade, sobretudo as fung¢des continuas, fungdes trigonométricas e seus graficos. Para
em seguida, se introduzir o conceito de limite. Limite, integracéo e derivacgéo, sao os trés pilares

do que chamamos hoje de Calculo.
Um modelo para o ensino de Calculo

A reflexdo teorica proposta nas paginas anteriores contribui para o objetivo primeiro
desta publicacdo tematica que € a construcdo de um modelo epistemoldgico de referéncia para
o0 ensino de Calculo (aqui entendido como a gama de conceitos que abarcam a nogéo de limite,
de derivagédo e de integracdo). Para exemplificar os modelos citados, apresentaremos uma
tarefa, do componente Célculo Diferencial, envolvendo o célculo de limites por definicdo e que
tem se apresentado como uma das mais complexas para os estudantes dos cursos de graduacéo.

Antes de apresentar a tarefa, apresentamos a definicdo de limite, para mais adiante

termos condic@es de inferir sobre 0 modelo epistemoldgico que a sustenta.
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II. Definicao de limite

24, Seja | um intervalo aberto ao qual pertence o ndmero real a. Seja f uma fungao
definida para x £ | — {a}. Dizemos que o limite de fix), quando x tende a a,éL e

=

escrevemos lim f(x) = L, se para todo £ > 0, existir & > 0 tal que se
X—1

0<|x —al =& entdo |fix) — L| <e.

Figura 1.

Definicao de limite de um livro didatico de Célculo (lezzi, Murakami, Machado (2013,p.23)

Como se pode observar, a definicdo de limite de uma funcdo é um produto da
aritmetizacdo da analise, e que caracteriza 0 modelo epistemol6gico dominante do calculo
diferencial. Segundo Cornu (2002, p. 153) essa no¢ao ocupa uma posicao central que permeia
toda analise matematica.

Exemplificando, segue uma tarefa que evoca a defini¢do acima:

Tarefa 1: Demonstrar, usando a definicdo de limite, que lin%(:%x +2) =5.
X—

O processo cognitivo indicado pelo verbo que expressa a tarefa (demonstrar), reflete
sobremaneira 0 modelo epistemolégico que mencionamos anteriormente, haja vista
fundamentar-se numa estrutura l6gico-formal que embasa a analise matematica. De forma mais
contundente, podemos afirmar que se trata de uma estrutura que tem fundamento no logicismo*
(Amaral, 2020), movimento pulsante no século XIX.

Complementa a praxeologia iniciada pela tarefa acima a técnica apresentada na figura 2

abaixo:

4«0 termo logicismo refere-se & uma tendéncia, programa ou doutrina que reduz a matematica a logica. E
corrigueiro encontrar na literatura que Frege e Russell foram os primeiros proponentes de tal visdo.17 Endossando
isso, retenha-se as palavras de Carnap que, em uma conhecida passagem, definiu esse programa nos seguintes
termos: Logicismo é a tese que afirma que a matematica pode ser reduzida a logica, sendo, pois, parte dela. Frege
foi o primeiro a expor tal visdo. No majestoso livro, Principia Mathematica, os matematicos ingleses A. N.
Whitehead e B. Russell produziram uma sistematizagéo da logica a partir da qual eles construiram a matematica.”
(AMARAL, L. A. D. . A filosofia da matematica de Kant no (novo) tribunal da razéo: alguns aspectos do anti-
intuicionismo no século dezenove e uma variante neokantiana. SYNESIS (ON LINE) , v. 12, p. 67-87, 2020.)
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19. Usando a definicdo, demonstre que lim (3x + 2) = 5.
X=—1

Solucao
Devemos mostrar que, para gqualquer & = 0, existe & > 0 tal que:
O<lk-1<8=I3x+2 -5l<e
Notemos que: E
(3x+2)—5|<e o | -3 <e = A —1] <z = |x — 1 ::E'
£
Assim, se escolhermos & = 3 teremos:
3
Ye=0,38 =§:~»D|De: [x—1] =<8 = |[(3x+2)—5] <¢

De fato, se .
[’*f-'|-"'-—1|~f-'5 =§'=;- |}€—1|f:§=:-3|:-:—1|~f.'£:,-

= 3x—-3l<e=|3x+2)-5l<e

Figura 2.

Técnica de resolucdo da Tarefa 1 (lezzi, Murakami, Machado (2013, p.27)

O discurso tecnoldgico-teodrico apresenta elementos que vao apontar para uma aplicacao
direta da definicdo. Desse modo, a propria definicdo formal de limite é o discurso tecnolégico
para o célculo do limite pela defini¢do. Entretanto, isso ndo parece ser tdo natural, ja que essa
mesma definicdo e também a tecnologia para o célculo de limites em outros contextos, como
situacOes-problema que podem ser solucionadas com o uso da no¢édo de limite de uma funcéo.

Da analise praxeoldgica apresentada, podemos apontar caracteristicas do modelo
epistemoldgico dominante bem como a forma que se apresenta no livro didatico. Dessa andlise,
observa-se que a defini¢do posta ndo se sustenta como discurso tecnoldgico-teorico para tarefas
diversas que ndo fazem referéncia explicita ao calculo de limites pela definicdo. Esta foi a
preocupacao de Chevallard e tantos colaboradores, no que tange a indissociabilidade dos blocos
técnico-pratico e tecnoldgico-tedrico, indissociabilidade ndo alcangada em inimeras
praxeologias apresentadas em livros didaticos de célculo diferencial.

O modelo epistemolégico dominante supracitado modela as praxeologias na parte
inicial nos cursos de Calculo, e, portanto, define um modelo praxeoldgico também dominante,
que parece por vezes abandonado no restante dos cursos, mas fortemente requerido para
formalizar a nogédo de limite de uma funcéo.

Cornu (2002) chama atencdo para que pensemos um modelo didatico de referéncia que
sustente as formas pelas quais o referido saber sera difundido numa dada institui¢do. Primeiro,
esse pesquisador destaca que ha uma diferenca entre defini¢do e conceito, e que tal distingdo é

didaticamente importante. 1sso porque, segundo ele, lembrar a defini¢do de limite é distinto de
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compreender a sua concepcdo fundamental. A ideia de aproximacdo, por exemplo,
normalmente apresentada antes da definicdo, relacionada a uma nocao dindmica de limite,
expressa a forma como essa nocdo é colocada em préatica para resolver problemas reais, ndo
dependendo diretamente da definicdo. Todavia, um modelo didatico pautado exclusivamente
nesse principio da aproximacdo pode levar os estudantes a acreditar que compreenderam a

definicdo, sem que de fato tenham adquirido as implica¢6es do conceito formal.
Considerac0es provisorias

Aproximamos nossa compreensdo de modelo didatico daquela considerada no campo
da pesquisa em ensino das ciéncias da natureza, na qual “o modelo didatico ¢ um esquema
mediador entre a realidade e o0 pensamento do professor, uma estrutura na qual se organiza o
conhecimento” (Chrobak, 2006 apud Janior &Marcondes, 2010 p. 101 -116). O carater desse
modelo é provisorio, mutavel e de aproximacdo com uma realidade (na qual estdo inseridos
professores e estudantes), sendo um recurso para desenvolver e fundamentar a préatica docente.

Assim, nessa breve reflexdo tedrica foram trazidas nocfes preliminares e principios
basicos (prolegdbmenos) para auxiliar os professores que ensinam célculo diferencial e integral.
Examinou-se 0s modelos para caracterizar, posteriormente, o modelo epistemoldgico
dominante, modelo epistemol6gico de referéncia e modelo didatico de referéncia, ndo
importando de que forma eles aparecam em pesquisas e investigacdes ou em qual momento,
sempre serdo aquilo que, de fato, significam. Sdo modelos, na acepcao correta do termo, um
dominante (que prevalece, preponderante, influente, predominante), outro utilizado como
referéncia (a que se faz alusdo, se menciona, utiliza-se como exemplo).

Posto isto, esperamos que estes escritos possam auxiliar os professores e pesquisadores
na construcdo de modelos epistemoldgicos de referéncia para o ensino de Calculo. A educacdo

matematica exige tal mudanca no ensino da disciplina.
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