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Resumo

Com o intuito de ensinar o objeto matematico integral dupla, elaboramos um modelo
epistemoldgico de referéncia (MER)para a construcéo de um dispositivo de ensino denominado
percurso de estudo e pesquisa (PEP), que foi aplicado em um curso com treze estudantes das
engenharias e da licenciatura em matematica de duas instituicGes publicas do interior da Bahia.
Teoricamente apoiamos nossa pesquisa na teoria antropoldgica do didatico e 0s processos
metodologicos foram pautados nas estruturas que regem o PEP. Em anélise aos resultados,
destacamos que houve diferencgas entre 0 MER construido antes e depois da execu¢do do PEP;

os estudantes selecionaram de forma apropriada os objetos matematicos que os ajudaram a
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responder & questdo geratriz do PEP e articularam outras &reas de conhecimento para assegurar
uma “boa resposta” para o questionamento proposto.
Palavras-chave: Integral dupla, Modelo epistemoldgico de referéncia, Percurso de

estudo e pesquisa.

Abstract

In order to teach the mathematical object double integral, we developed a reference
epistemological model (REM) to construct a teaching device called study and research path
(SRP), which was applied in a course with thirteen engineering and mathematics undergraduate
students from two public institutions Bahia countryside. Theoretically, we supported our
research in the anthropological theory of didactics, and the methodological processes were
based on the structures that govern the SRP. In the analysis, we highlighted that there were
differences between the REM constructed before and after the execution of the SRP; the
students appropriately selected the mathematical objects that helped them answer the guiding
question of the SRP and articulated other areas of knowledge to ensure a “good answer” to the
proposed question.

Keywords: Double integral, Epistemological reference model, Study and research path.

Resumen

Para la ensefianza del objeto matematico integral doble, desarrollamos un modelo
epistemoldgico de referencia (MER) para construir un dispositivo de ensefianza denominado
recorrido de estudio e investigacion (REI), que fue aplicado en un curso con trece estudiantes
de grado de ingenieria y matematicas de dos instituciones publicas del interior de Bahia.
Tedricamente, sustentamos nuestra investigacion en la teoria antropologica de lo didactico, y
los procesos metodoldgicos se basaron en las estructuras que rigen el REI. En el analisis,
destacamos que hubo diferencias entre el MER construido antes y después de la ejecucion del
REI; los estudiantes seleccionaron adecuadamente los objetos matematicos que los ayudaron a
responder la pregunta orientadora del REI y articularon otras areas de conocimiento para
garantizar una “buena respuesta” a la pregunta propuesta.

Palabras clave: Integral doble, Modelo epistemoldgico de referencia, Recorrido de

estudio e investigacion.

Résumé
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Afin d'enseigner I'objet mathématique intégrale double, nous avons développé un modele
épistémologique de référence (MER) pour la construction d'un dispositif d'enseignement appelé
parcours d'étude et de recherche (PER), qui a été appliqué dans un cours avec treize étudiants
de licence en ingénierie et en mathématiques de deux institutions publiques de l'intérieur de
Bahia. Sur le plan théorique, nous avons fondé notre recherche sur la théorie anthropologique
du didactique et les processus méthodologiques ont été basés sur les structures qui régissent le
PER. En analysant les résultats, nous soulignons qu'il existe des différences entre le MER
construit avant et apres la mise en ceuvre du PER ; les étudiants ont sélectionné de manicre
appropriée les objets mathématiques qui les ont aidés a répondre a la question qui a généré le
PER et ont articulé d'autres domaines de connaissances pour garantir une « bonne réponse » a
la question proposée.

Mots-clés : Intégrale double, Modele épistémologique de référence, Parcours d'étude et

de recherche.
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Integral dupla, superficies quadricas e as obras de Antoni Gaudi: Possibilidade de
elaboracé@o de um modelo epistemoldgico de referéncia

O exercicio de ensinar demanda do docente um planejamento prévio, com o estudo do
objeto de ensino e a forma como sera ensinado aos estudantes. Chevallard (1999) denominou
esse processo de organizacdo matematica e didatica, respectivamente.

Nossa énfase sera no estudo da dimenséo epistemologica da integral dupla e em como
estruturar uma organizacdo matematica para o desenvolvimento de um percurso de estudo e
pesquisa (PEP). Nesse sentido, o objeto € um ente a ser percebido. As defini¢des, proposicoes,
teoremas, simbolos e regras séo entes que podem ou ndo serem visualizados e materializados.
Quando os entes sdo visiveis, sdo denominados objetos ostensivos, geralmente representados
por meio de graficos, palavras, simbolos, mapas, entre outros. Os objetos ndo ostensivos sao
aqueles formados por esquemas mentais de alguém —ndo séo fisicos ou materiais. A ideia, uma
definicdo, um pensamento sdo exemplos.

No entanto, ha um entrelace entre os dois objetos, pois para que 0 objeto ndo ostensivo
se faca presente, seja comunicado, seja representado, devera usar objetos ostensivos. Ou seja,
0 objeto ostensivo divulga o objeto ndo ostensivo. Por conseguinte, ao estudar um objeto,
acessamos a ideia e a sua representacdo concomitantemente e estabelecemos associa¢des com
outros objetos para tecer uma rede neural de pensamentos que sdo percebidos por
representacoes.

No campo cientifico, um objeto tem sua razdo de existir. Ele atendeu a um pedido, a
uma exigéncia e emergiu baseado em um novo problema observado. No entanto, ao ser
validado, passa da categoria do senso comum para a categoria cientifica e toda uma estrutura
(origem, limite, valor l6gico, principios, campo de atuacao, regras, entre outros) delineada para
comprovar a sua existéncia. Ao analisar criticamente as estruturas e comprova-las por métodos
cientificos, adquire o status de objeto epistemoldgico.

Uma pessoa que estuda o objeto matematico integral dupla, por exemplo, esta a
desvendar toda ou parte das estruturas que foram validadas no canone cientifico. A integral
dupla € um objeto epistemologico pertencente a ciéncia e ao campo da matematica, que tem por
razdo de existir o calculo da medida de uma area. No entanto, a integral dupla é uma imagem
mental simplificada e idealizada que se permite ser representada (com maior ou menor precisao)
para descrever o comportamento de um sistema de ideias, representacoes e simbolos que estdo
conectados com outros objetos epistemoldgicos matematicos e ndo-matematicos.

Estes objetos se relacionam de forma ampla e possibilitam a origem de novos objetos
que, quando associados, acrescentam informagoes relevantes para um sujeito. Metaforicamente,
um objeto pode estar relacionado com muitos outros, como os galhos de uma arvore. Chamamos
modelo a esse conjunto de objetos epistemoldgicos que preservam caracteristicas em comum e
fazem parte de um mesmo sistema. Weyne (2009, p.12) define modelo como “uma
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representacdo ou interpretacdo simplificada da realidade, ou uma interpretacdo de um
fragmento de um sistema, segundo uma estrutura de conceitos mentais ou experimentais.”

O autor ainda discorre que a construcdo de um modelo matematico, especificamente,
serd “a representacao aproximada e seletiva de uma dada situacdo que pode ser expressa em
termos matematicos” (ibid, 2009, p.12). Ao selecionar uma determinada circunstancia, sempre
had escolhas a serem feitas para suprimir alguns objetos matematicos e acrescentar outros
pertencentes ao universo matematico ou nao.

Quando nos referimos a um modelo epistemolodgico, evidenciamos um modelo
cientifico mediado por comprovacGes tedricas e empiricas dos objetos tedricos aceitos pelos
pares, e sujeitas a correcao das hipoteses sempre que necessario.

A descoberta do problema ocorre muitas vezes com o levantamento da hipotese para
soluciona-lo, o que consiste em um raciocinio abdutivo, aquele livre de julgamentos ou de
comprovacoes iniciais. Tal hipdtese vai se articulando com argumentos que possam assegurar
que ela é coerente e possivel de ser confirmada como verdade (mesmo que momentaneamente).

Uma hipdtese pode ser atestada como cientifica e, com o decorrer do tempo, pode ser
falseada ou ser acrescida de novas informacdes, processos naturais da ciéncia. Neste sentido,
um modelo epistemoldgico pode ser o dominante em uma comunidade cientifica até que algo
ou alguém modifique aquele sistema.

Muitas vezes, ao realizar um “recorte” no sistema vigente para responder a um
determinado problema, criamos um modelo epistemoldgico que servird de referéncia para
aquele contexto, denominado modelo epistemolégico de referéncia (MER).

Neste texto descrevemos um MER desenvolvido para a aplica¢do de um dispositivo de
ensino nomeado de percurso de estudo e pesquisa (PEP) com o intuito de ensinar o objeto
matematico integral dupla.

O avir do MER

Chevallard (2005), ao perceber que as instituicdes de ensino mantinham um modelo
epistemoldgico vigente* para o ensino de objetos matematicos, pautado em um ensino
“monumentalista” —que 0 definiu como aquele em que as obras matematicas sdo visitadas como
estatuas, estagnadas— prop6s uma quebra deste paradigma para apresentar a perspectiva de
“questionamento do mundo” (Chevallard, 2015).

No entanto, essa mudanca de paradigma solicitava alteraces na forma de ensinar os
objetos matematicos colocando-0s como saberes ndo estaticos, mas em movimento com o
mundo e, por este motivo, questionaveis. Ao perceber que a matematica e 0 seu ensino, assim
como a ciéncia, precisam buscar respostas para perguntas que emergem, Chevallard (2009a)
desenvolveu um dispositivo de ensino/pesquisa denominado percurso de estudo e pesquisa

4 Em Gascon (2021, p. 14) o autor afirma “em trabalhos anteriores temos denominado modelo epistemolégico
dominante (MED) que aqui denominamos modelo epistemoldgico vigente (MEV) em uma instituigdo docente.”
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(PEP), em que descreve como um grupo de estudantes busca respostas a uma questao proposta
inicialmente, designada de quest&o geratriz.

No intuito de responder a uma questao geratriz, os discentes realizardo investigacfes em
diferentes meios e midias que produzem indagacOes e respostas intermediarias, até que
consigam chegar a uma resposta comprovada por argumentos sélidos. Um dos aspectos
considerados relevantes neste processo € que 0s estudantes entram em contato com a
necessidade de propor respostas, 0 que os insere em procedimentos de validacdo do método
cientifico.

Todavia, 0 PEP demanda uma nova estrutura para o trabalno como os objetos
matematicos, pois o modelo epistemoldgico vigente pode ndo corresponder as respostas e
guestionamentos que emergem dos estudantes e, principalmente, a forma linear com que se
encontram dispostos o curriculo matematico e escolar. Por este motivo, ressaltamos que hd um
rompimento do paradigma vigente e a necessidade de avaliar e ultrapassar as possiveis
restricdes que surgem quando nos propomos movimentar agdes em torno de questionamentos.

Nesse sentido, a construcdo do MER exige a analise de novos fendmenos que emergem
da necessidade de romper com o0 modelo dominante nas instituicGes para incorporar tarefas
diferentes, suportes técnicos € materiais que possam contribuir para a “emancipacao da Didatica
da Matematica” (Gascon, 2014, p.106). Mas demanda, também, que o professor estude o objeto
epistemoldgico e suas relacdes com outros saberes para criar uma hipotese para um modelo
epistemoldgico matematico que o guiara na conducdo do PEP. Esse modelo serve para 0s
docentes como referéncia para 0s possiveis caminhos que os estudantes podem tomar ao buscar
suas préprias respostas.

Como é uma hipétese, pode ser modificada durante o percurso, algumas vezes ampliada,
em outras simplificada, pois 0 MER garante a existéncia de uma variedade extensa de objetos
matematicos e ndo matematicos que podem ser mobilizados pelos estudantes. O conhecimento
amplo do estudo do objeto matematico faculta ao docente conhecer a sua razéo de existir, as
relaces que possui com outros campos de conhecimento e com 0 campo interno da matematica,
a histdria que permeia o surgimento do objeto e a relacdo com o contexto social e cultural da
época em que foi construido.

O MER ¢é um modelo alternativo para contrapor ao modelo epistemolégico vigente e
intrinsicamente é uma acdo que d& voz e autonomia ao professor, pois ao criar sua questao
geratriz e selecionar os objetos matematicos que “abastecerdao” o PEP, é um cocriador do
curriculo. Nesse processo, podem emergir saberes que ndo sdo propostos em documentos
oficiais ou para a faixa etaria daquele estudante, o que requer do professor uma percepcao do
mundo de forma mais critica e questionadora, além de tomar decisdes rapidas e uma mudanca
da cultura escolar vigente. Para Gascon (2014, p.100), “o professor precisa analisar criticamente
0s modelos epistemoldgicos da mateméatica dominantes nas instituicGes envolvidas e, assim,
libertar-se do pressuposto acritico desses modelos.”
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Uma das restri¢cdes ao implantar-se a metodologia do PEP tem inicio com o rompimento
da cultura/crencas escolares de que o “bom professor ¢ aquele que vai para o quadro e explica
seu conteddo, enquanto os alunos copiam em seus cadernos” e quando ndo o faz, esta
“enrolando” ou conversando em sala de aula. A subjetividade deste tipo de interpretacao ¢
velada, mas é um pensamento coletivo institucionalizado, enraizado, em que o docente que
tenta romper, muitas vezes, € posto como iludido, esperangoso. Morin (1989, p. 189) ressalta
que “¢é preciso que os educadores iniciem o processo de reforma do pensamento, apesar das
instituicOes tentarem bloquear suas iniciativas, pois um dia, suas ideias vingardo.”

Outro aspecto relevante para a elaboragdo de um MER é que ele identifica as
caracteristicas pessoais do professor e sua relagdo com o objeto epistemoldgico e com a
instituicdo. Um professor autbnomo e criativo, frequentemente, ndo se adapta a uma instituicéo
tecnicista ou que prefere conservar o modelo vigente de ensino. Nesse sentido, Chevallard
(1996) esclarece que o conjunto de relacdes estabelecidas por uma pessoa (X) em uma
instituicdo (1), representada por R (X, 1), € que determina a existéncia do objeto. Essas relacdes
se modificam com o passar do tempo e por influéncias das varias instituicdes que o docente
faré parte no decurso de sua vida profissional.

O MER proporciona conhecer o objeto matematico e sua rede de associacdo com outros
saberes para evidenciar os aspectos relevantes para a formulacdo de problemas didaticos que
contemplara as dimensdes epistemologica, econémica, ecoldgica e da linguagem (Brandéo,
2021). A dimensdo epistemoldgica circunscreve o problema didatico no estudo do
conhecimento acerca do objeto epistemoldgico, a dimensdo econémica delimita uma unidade
minima eficaz e econdmica para ensinar esse objeto, a dimenséo ecoldgica fornece as condi¢bes
e restri¢Oes para o estudo daquele objeto nas instituicdes e a dimensdo da linguagem caracteriza
como esse objeto é comunicado, visualizado, significado e interpretado nas diferentes
instituicoes.

Assim, a construcdo do MER e do PEP contribuem para a emancipacdo didatica, pois
promove um caos no meio educacional, um movimento de resisténcia ao modelo vigente que
demanda a autorregulacdo para fazer emergir novas possibilidades de educacdo, de
comunicacdo e de questionamento do mundo.

Quando estruturamos o percurso de estudo e pesquisa para o ensino da integral dupla,
nos deparamos com a necessidade do estudo daquele objeto epistemolodgico e das relagdes que
ele estabelece com outros saberes, o que impulsionou a construcdo de um modelo
epistemoldgico de referéncia que apresentamos na se¢ao seguinte.

O MER elaborado para o ensino da integral dupla

Buscamos em livros de célculo diferencial e integral (CDI) o modelo epistemoldgico
dominante (ou vigente) — MED- sobre a integral dupla utilizado nas institui¢cbes de ensino
superior brasileiras e constatamos que as defini¢Ges sdo construidas pelos autores, ndo havendo
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processos de questionamentos ou aplicagdes em torno do tema, seguidos de demonstracdes de
propriedades e exercicios resolvidos com procedimentos de técnicas algoritmicas. A Figura 1
registra a forma como um dos livros (Leithold, 1996, p.1024) de CDI expde o MED.

Definicdo: Seja f uma funcdo definida numa regido retangular fechada R. O namero L sera
limite das somas da forma Y7, f(&;,v:)A;A se L satisfizer a propriedade de que para todo
€ > 0 existe um 6 > 0, tal que para toda particdo A, para a qual |A| < & e para todas as
possiveis sele¢cdes do ponto (&;,y;) no i-ésimo retdnguloi=1, 2, ...., n,

1Xie fGovdhA— L <e.
Se tal nUmero existir, escrevemos

|A]—0 £

n
limOZf(fi»Vi)AiA =L
=1

Se existir um nimero L satisfazendo a Definicdo 18.1.1, podemos mostrar que ele é Unico. A
demonstracdo é similar a prova do Teorema (2,1.2) a respeito da unicidade do limite de uma
funcéo.

Definicdo: Uma funcdo f de duas varidveis sera dita integravel numa regido retangular
fechada R se f estiver definida em R e o numero L da definicdo 18.1.1 existir. Esse nimero L
sera chamado de integral dupla de f em R, e escrevemos

| Al}goif(fi,yi)AiA ~ || reuyraa

Figura 1
Defini¢éo de integral dupla (Leithold,1996, p.1024)

Para a implementacdo do dispositivo do PEP pautado no paradigma do questionamento
do mundo, o0 MED exposto ndo nos possibilitaria associar as definicbes sobre o objeto
matematico e as suas aplicacdes pragmaticas, pois a linguagem usada esta restrita ao campo
interno da matematica.

Em busca de outras referéncias para o que tinhamos como intuito, verificamos as
publicacBes das areas sobre a integral dupla e verificamos que em relacdo aos objetos
matematicos integral dupla e superficie quadrica ha escassez ou inexisténcia de publicactes
em que eles sdo aplicados em situacdes adversas a matematica e ao tema proposto. Pesquisas
como as de Silva e Morretti (2018a; 2018b) sobre as superficies quadricas e a de Henriques
(2006) sobre as integrais multiplas trazem valiosas contribuicdes no que tange aos objetos de
forma individual, voltadas ao campo interno da matematica e ao uso de artefatos tecnolégicos,
mas ndo refletem suas aplicagdes em graduagdes para ndo matematicos. Com relagdo as
aplicacdes desses objetos matematicos, Romo-Vazquez (2010a) e Romo-Vazquez e Chavez
(2017) discutem atividades que envolvem a transformada de Laplace e equacOes diferenciais
para futuros engenheiros, mas ndo refletem na mesma diregéo que propomos.

Como o MED e as pesquisas sobre o tema ndo abarcavam as pretensdes que tinhamos
em torno do ensino da integral dupla, organizamos um curso intitulado “(Se) Integre
Duplamente a Superficie Quadrica” em que 13 estudantes, seis estudantes da licenciatura em
matematica e sete das engenharias (civil, ambiental e elétrica), participaram dos cinco
encontros presenciais.
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Para a questao geratriz do PEP, formulamos a pergunta Qo: Como as obras de Gaudi
resistiram as intempéries do tempo? baseando-nos nas obras de Antoni Gaudi, arquiteto cataldo
que utilizou as superficies quadricas e elementos da fisica para construir suas obras.

Para o desenvolvimento do PEP foram construidas duas organizacGes, a matematica e
a didatica; no entanto, para este estudo, enfatizamos a organizacdo matematica para a
constituicdo do MER.

No primeiro momento de estudo do objeto epistemologico —integral dupla— o
professor/pesquisador priorizou investigar todas as possiveis relacdes que poderiam emergir
guando os estudantes pesquisassem e estabeleceu uma hipdtese, uma inferéncia de um modelo
epistemoldgico de referéncia elaborado antes do PEP.

Norteados por essa hipotese, precisdvamos conhecer o ecossistema matematico de que
a integral dupla faz parte, ou seja, a rede de objetos associados a ela. Com base nesse viés,
criamos o0 seguinte problema didatico: Como organizar os objetos imediatos®/ostensivos e
dindmicos/ndo ostensivos que caracterizam as integrais duplas no calculo da medida das
superficies quéadricas, para ser usado em um modelo matematico que permita produzir
significados, raciocinios abdutivos e praxeologias diferenciadas que atendam aos interesses
dos graduandos das engenharias e da matematica?

Para esse percurso, procuramos construir o ecossistema matematico que gira em torno
da integral dupla e que é composto por dois niveis troficos®: no primeiro nivel, tece uma teia
de relagcbes com 0s objetos matematicos —numeros, funcdes, geometria espacial, superficies
quédricas, matrizes, coordenadas— que contribuem como fonte de alimento para a constitui¢éo
do objeto em estudo. No segundo nivel, desempenha um papel secundario, pois passa a
alimentar outros ramos da matematica (como por exemplo, a topologia), outras areas de
conhecimento (engenharia, arquitetura, fisica, entre outras) e, outros objetos matematicos,
como as integrais triplas, as integrais de superficie, as equacbes diferenciais, as variaveis
complexas, as séries.

E possivel identificar a existéncia de fatores bi6ticos e abidticos’ que compdem cada
um dos niveis tréficos e sdo condicionados por objetos imediatos/ostensivos e dindmicos/ndo
ostensivos. No primeiro nivel trofico, apresentamos os objetos matematicos que “alimentam”
a integral dupla: nimero, fungbes, geometria, superficies, matrizes, coordenadas e integrais de
Lebesgue. Cada um com sua funcdo bidtica: para o nimero, sdo as no¢des de medida,
quantidade e ordem; para as funcdes de uma e duas variaveis, sdo os limites, as derivadas e a
integral; na geometria, sdo a plana, a espacial e a analitica; nas superficies, as cbnicas e as
quadricas; para as coordenadas, cilindricas, esféricas e cartesianas; para as matrizes, vetores,
determinantes e sistemas lineares; para a integral de Lebesgue, integrais, espaco vetorial e
subespaco.

S Peirce (2005, p.79-80) distingue os objetos em imediatos e dindmicos. Os objetos imediatos sdo aqueles que
podem ser visualizados, sdo ostensivos, representados por simbolos e 0s objetos dinamicos sdo aqueles que nao
estdo visiveis, estdo na mente do interpretante e ndo ostensivos.

6 Construimos uma analogia com a ecologia, em que os niveis tréficos sdo aqueles que produzem seu préprio
alimento e aqueles que ndo o produzem. Nesse sentido, todos 0s objetos que auxiliam na defini¢do da integral
dupla, como: fungdes de varias variaveis, derivadas parciais, entre outros, alimentam a integral dupla, sdo os
produtores. Enquanto que os objetos que utilizam a integral dupla como uma ferramenta, tais como o centro de
massa e 0 teorema de Green, pertencem ao segundo nivel tréfico, sdo os consumidores.

7 Consideramos os fatores bidticos como objetos matematicos que alimentam a Integral Dupla e interacionam com
o primeiro nivel tréfico, sdo os produtores. Os fatores abidticos sdo fatores externos que influenciam a existéncia
ou o uso da Integral Dupla, sdo as propriedades, os teoremas que pertencem ao calculo ou a outras areas de
conhecimento.
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No segundo nivel, as integrais duplas servem de alimento para ramos na propria
matematica e para outras areas. Para ramos da matemaética, topologia, campos vetoriais,
variaveis complexas, equacdes diferenciais e integrais tripla, os fatores bidticos sdo assim
organizados: na topologia sdo as fungdes e derivadas; nos campos vetoriais sdo 0s vetores,
integral de linha, integrais de superficie; em variaveis complexas séo as funcdes, as derivadas
e as integrais; em equacdes diferenciais, sdo equacles, derivadas, integrais e séries e para a
integral tripla, sdo as integrais. Como fatores abioticos: na topologia sdo o0 espaco topoldgico,
o0 teorema de Gauss-Bessot, a teoria de Morse, o teorema do indice e Hopf e a teoria dos nés;
para 0s campos vetoriais, sdo teorema de Gauss, teorema de Green, independéncia do caminho,
teorema de Stokes; para as variaveis complexas, sdo as funcdes hiperbodlicas, teorema de
Cauchy, equacdo de Euler, equacdo de Laplace, serie de Laurente; para as equacdes
diferenciais, sdo as equacfes, derivadas, teorema das equacBes homogéneas, método do
coeficiente a determinar; para as integrais triplas, sdo as coordenadas esféricas e cilindricas e
a transformacao jacobiana.

Para as outras areas, a integral dupla da suporte para a fisica, a quimica, a biologia, a

engenharia e a economia. A integral é a funcdo bidtica de todas elas e se diferem quanto a
funcdo abidtica: na fisica, sdo medida escalar, medida vetorial, massa e momento de inércia;
na quimica, pressdo de um gas, volume, area, reagdes quimicas; na biologia, capacidade
cardiaca, diluicdo por contraste, taxa de crescimento; na engenharia, fluxo de energia vibratéria
em estruturas, volume, momento de inércia, centro de massa, eletromagnetismo, termologia;
na economia, valor futuro, fluxo de renda continuo, controle de qualidade.
Na Figura 2 apresentamos, o objeto matematico, os niveis troficos e os fatores que auxiliam na
construcdo da integral dupla, além de sintetizar as relagdes entre objetos matematicos,
propriedades, defini¢des, teoremas que contribuiram para a construgdo do modelo
epistemoldgico de referéncia — MER.
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Figura 2.

Ecossistema das Integrais Duplas (Brandao, 2021, p.133)
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Todavia precisdvamos buscar elementos para a solucdo do problema didatico e para isso
0 estudo dos objetos ostensivos e ndo ostensivos ao redor da integral dupla surgem como entes
essenciais na constituicdo do MER. A Figura 3 retrata o primeiro MER desenhado, que foi
criado pelo professor/pesquisador antes do desenvolvimento do PEP.

A Figura 3 inicia com o tema area que associa 0 numero como medida de grandeza que
se relaciona com a fisica escalar e vetorial para calcular a massa e fundamentar a geometria
vetorial. A area também exprime a razdo de existir da integral, que possibilita o calculo da
medida do volume e relaciona as fun¢bes com limites, derivadas e geometria analitica que, por
sua vez, contribuem para as matrizes, os determinantes e os sistemas lineares e se associam com
a geometria espacial e a geometria plana. Todos juntos auxiliam na formacéo das fungdes de
varias variaveis que utilizam as superficies quadricas oriundas parcialmente das conicas. O
estudo da massa, das funcbes de vérias varidveis e a ampliacdo das integrais ddo origem a
integral dupla, que alimenta as integrais de superficie, outras areas de conhecimento e o célculo
da medida de volumes em espacos tridimensionais. Na fisica, a integral dupla servira para o
calculo do centro de massa e para 0 momento de inércia.

Esta hipdtese inicial para 0 MER € bem ampla e apresenta elementos ricos para
alimentar o PEP com novas perguntas que abarquem objetos epistemoldgicos matematicos e
ndo matematicos. Para o professor/pesquisador, o MER abre um leque de possibilidades de
percursos gque os estudantes podem trazer no desenvolvimento do PEP, e minimiza as incertezas
e vulnerabilidades a que ficam submetidos ao propor uma questdo que extrapolou o campo
matematico.

Como uma inferéncia pode ser constatada/falseada parcialmente ou integralmente, nos
da um caminho de volta para ajustar o que ndo produziu argumentacédo solida ou de fato ndo se
aplicou em uma determinada circunstancia. O MER proposto na Figura 2 buscou contemplar o
maior numero de objetos epistemoldgicos matematicos que se associam de forma direta ou
indireta com a integral dupla. (Figura 3)
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Figura 3.

Objetos ostensivos e nao-ostensivos associados a integral dupla (Brandao, 2021, p.138)
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No entanto, a previsibilidade didatica ndo é uma caracteristica dos espa¢os de sala de
aula, nem tudo que ¢ planejado ocorre de forma integral, e € no decorrer do processo de ensino
que alguns elementos se modificam. Vernet (1975) e Chevallard (1982) denominaram esse
processo de transposicdo didatica interna®.

O desenvolvimento do PEP mobilizou conhecimentos postos na Figura 3, mas néo de
forma total, pois a supressdo de alguns objetos matematicos foi observada no transcorrer do
curso. Assim, a partir dos questionamentos dos estudantes e da busca por respostas, 0 MER foi

modificado no ensino da integral dupla.

O MER oriundo das pesquisas dos estudantes

Os percursos que os estudantes trilham ao fazer uma pesquisa sao inimeros e marcam
a imprevisibilidade dos saberes que adquirem e relacionam. Como professores, muitas vezes
somos interpelados com perguntas inusitadas para as quais nem sempre sabemos uma resposta.
Essa vulnerabilidade pode ocorrer ao estruturarmos as organizacdes matematicas e didaticas, e
cabe neste momento que o docente tenha uma atitude rapida e a¢cdes imediatas para lidar com
0 inesperado.

No MER elaborado previamente, foram feitas articulagdes de objetos ostensivos e néo
ostensivos sob a otica do professor/pesquisador que procurou fazer uma rede de conexdes
provaveis que os estudantes do curso poderiam mobilizar. No entanto, os estudantes foram mais
sucintos e alcancaram uma parte desse MER.

Ndo descreveremos neste artigo o desenvolvimento do PEP®, mas registraremos
algumas falas/escritas pontuais que comprovam as articulagcoes feitas pelos discentes entre 0s
objetos epistemoldgicos matematicos que constituiram o MER posterior.

No primeiro encontro, a conversa com os cursistas focou em suas impressées acerca da
matematica, o local que ela ocupa no mundo, se ela pode ser considerada como criativa, se ela
estd na natureza e nas construcdes feitas pelo homem. Nesse contexto, a professora perguntou
a P1: Qual a relacdo entre o girassol, a margarida e o pavao? O aluno Eio respondeu: Ha
elementos da Geometria em sua estrutura fisica, acho que a geometria plana, a geometria
espacial e fractais. Em seguida, outro aluno E> respondeu: Todos tem uma area! A professora
devolveu uma pergunta a turma P>: Como vocés calculariam a area de um pavédo que é bem
irregular? A aluna Es respondeu: Nesse caso iria fazer uma separacgéo de cada partezinha para
tentar ficar o mais préximo possivel. Igual em integral, vocé faz os retangulos e vai calculando
cada pedacinho fazendo uma estimativa. O estudante E; complementou: Mas, mesmo assim,
seria uma aproximacao, por isso usa limite.

Observamos que os primeiros objetos epistemologicos ndo ostensivos emergem da fala
dos estudantes. Essa sequéncia continua no segundo encontro, quando trazem os resultados das

8 Do original : “La transposition didactique désigne donc le passage du savoir savant au savoir enseigné”
(CHEVALLARD, 1982, p. 6). Traducdo nossa: “A transposicdo didatica designa a passagem do saber matematico
ao saber ensinado.”

® Para uma descricio mais aprofundada do PEP, consultar Branddo (2021), in:
https://repositorio.pucsp.br/jspui/handle/handle/24405
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primeiras pesquisas a respeito de Qo: Como as obras de Gaudi resistiriam as intempéries do
tempo?

Esclarecemos que, ao final do primeiro encontro, os estudantes formularam trés
perguntas intermediarias Q1: Quem foi Antoni Gaudi? Q2: Quais foram as suas obras? Qs: Qual
relacdo existe entre essas obras e a matematica? Destas pesquisas, resultaram algumas
associagcBes com outros objetos matematicos que sdo retratados nos fragmentos de falas
expostos a seguir.

Es: De inicio na pesquisa que fiz vi um prisma, depois elipsoides, paraboloides,
hipérboles, hiperboloides, paraboloides hiperbdlicos. Este Gltimo tinha na sacada da
sagrada familia e na chave das portas de algumas casas que ele construiu.

Es: Ele falou do paraboloide hiperbolico na sacada, mas n6s vimos no calculo
estrutural. A gente achou um artigo que falava que a concepc¢ao estrutural das suas
obras ele usava a geometria.

Neste trecho, os estudantes mobilizaram os objetos matematicos cénicas e superficies
quadricas, mas apareceu a relacdo com outros objetos epistemoldgicos que pertencem aos
cursos das engenharias — o calculo estrutural. Na sequéncia das discussdes a professora indagou
P4: Qual a diferenca entre &rea e superficie? Registramos algumas das respostas.

Eo: Quando fala em superficie eu penso em area. Area tem largura e comprimento e a
superficie a gente também ver isso.

E1: A &rea é mais restrita ao comprimento e a largura. Quando vocé fala em superficie
envolve trés ou mais dimensoes.

Neste didlogo os estudantes tentaram diferenciar uma area de uma superficie, e nesta
busca, se depararam com 0 espa¢o constituido de n varidveis, que estd associado ao objeto
epistemolégico fungdes de varias variaveis.

Ressaltamos que no inicio deste segundo encontro houve uma mesa redonda com
profissionais de algumas areas de conhecimento: engenheiro eletricista, engenheiro ambiental,
engenheiro civil, um professor de fisica, um professor de matematica e um arquiteto. Na
abordagem realizada pelo engenheiro eletricista, ele discutiu a importancia das fiagcdes entre os
postes para conducéo da eletricidade e afirmou que a curva formada pelos fios é uma catenaria.
Quando os estudantes se encontraram com o professor para discutir as respostas para Qi, Q2 €
Qs, 0 estudante Es mencionou: O engenheiro eletricista falou das catendrias e eu vi que Gaudi
usouU muito os arcos catenarios em suas obras.

Apods uma breve explicacdo da professora para catenarias, ela perguntou se eles
pesquisaram algo deste tema. O aluno E7 respondeu: Eu lembro de ter visto a equacgdo da
catenaria que é um cosseno hiperbolico tem algo com Euler elevado a x menos o nimero de
Euler elevado a -x e tudo dividido por dois.

No terceiro encontro, os estudantes tiveram dois momentos: no primeiro assistiram uma
palestra com o professor Afonso Henriques sobre o uso das impressoras 3D para o estudo de
crivos geométricos. Em seguida, os estudantes foram solicitados a usarem massa acrilica e
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palitos de churrasco para reproduzirem algum dos solidos encontrados nas obras de Gaudi.
Durante o processo, alguns elementos como forca de equilibrio emergiram das conversas entre
os alunos que estavam distribuidos por grupos. Um dos registros foi da estudante E11, quando
falou: A gente precisa fazer uma base com os palitinhos. O estudante Es mencionou: Os
palitinhos n&o vao aguentar, vai cair! O estudante Es resolveu a situacdo ao sugerir: Vamos
fazer uma base quadradinha, ai ela sustenta o solido. A base quadrada dara o equilibrio ao
solido.

Indiretamente, os estudantes comecaram a construir elementos (a nocao de equilibrio,
particdo de um solido em regifes menores, a base quadrada) para responder a questdo geratriz
Qo, € surgem os primeiros indicios dos objetos epistemologicos, centro de massa, momento de
inércia, que serdo fundamentais para a resposta.

Ao apresentarem seus solidos, a professora os indagou como calculariam a medida do
volume daquelas obras. Apds um breve siléncio, o estudante Es respondeu: Como fiz para
calcular na integral quadrados, s6 que agora como tem altura faria prismas, paralelepipedos.
E isso pr6? Em seguida, a discente Es respondeu: Ah! Chegamos a integral dupla. Por isso, 0
nome do curso! (se integre duplamente as superficies quadricas).

No quarto e quinto encontro, que ocorreram em turno integral, os estudantes resolveram
algumas atividades, trouxeram respostas para as questdes Qa4: Qual a relacdo das integrais
duplas com as superficies quadricas? e Qs: Qual relagdo existe entre a integral dupla e a
resisténcia das obras de Gaudi? E, ao final, apresentaram uma resposta para Qo.

No que diz respeito a primeira atividade —que solicitava o calculo da medida de uma
faixa de supressdo da vegetacdo de uma floresta que tinha o formato de um paraboloide
hiperbdlico— alguns objetos epistemoldgicos como a derivada parcial, coordenadas polares e
volume apareceram nas discussdes dos exercicios. Registramos falas de alguns cursistas:

Ee: Se a vegetacdo estd sobre o paraboloide hiperbdlico entdo vamos calcular o
volume.

E11: Sim, para isso usamos a integral dupla com dx e dy.

E13: Vocé fez o dominio da Integral original?

Ee: Eu usei coordenadas polares.

Na solucdo da segunda atividade— o calculo do centro de massa onde deveria ser
instalado a torre de transmissao de energia— foi possivel detectar o uso dos momentos de inércia
em relagéo ao eixo das abscissas e ao eixo das ordenadas na fala da cursista Es: Lembrem-se
que quando vocé usa Mx na férmula é y na equacéo e quando usa My na formula é x. Nesta
fala, a estudante se refere as representacdes algébricas para as equagdes do momento de inércia
registradas por My = [[ yf(x,y)dA e My = [[ xf (x,y)dA.

Com essas falas, podemos perceber que alguns objetos epistemoldgicos matematicos e
ndo matematicos foram emergindo em cada percurso trilhado no desenvolvimento do PEP. Ao
final, o MER constituido foi sintetizado no mapa registrado na Figura 4.
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O MER que orientou o PEP (Brandéao, 2021, p.139)
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Esse mapa conceitual permitiu uma comparacdo entre os modelos dominante, o
hipotético prévio e o registrado na Figura 4. Como resultado, percebemos que as ideias oriundas
da formacéo da definicdo matematica registrada no MED aparecem na fala dos estudantes. Sem
serem expressas da mesma forma apresentada no livro de CDI, alguns objetos matematicos
foram suprimidos do MER prévio (equacgdes diferenciais, matrizes, sistemas lineares,
determinantes, integral de Lebesque, integral de superficie) em decorréncia das articulacdes
tecidas pelos estudantes. Comprovou-se que correlacdes com outras areas de conhecimento
(fisica, engenharias, mecanica) foram registradas pelos participantes do curso (célculo
estrutural, equilibrio de estruturas, a catenaria e os fios entre os postes de energia).

Quanto a resposta dos estudantes a “Qo.: Como as obras de Gaudi resistiram as
intempéries do tempo?”, selecionamos duas respostas que atendem ao MER criado ap6s o PEP
pelos objetos pesquisados e relacionados pelos estudantes:

E1o: Hoje pela manha eu falei sobre a Basilica de Gaudi que também tem esse formato
(refere-se as superficies quadricas). Eu fiquei la pensando e ai que fui entender a
relacdo do centro de massa, a relacdo das construgdes da viga na disciplina de
resisténcia de materiais que usa 0s momentos de inércia e o centro de massa e ai se vé
arquitetos preocupados com isso, ndo s6 nos projetos deles, mas dos outros arquitetos.
Es: Acho interessante como ele fez a unido dentre varios solidos e deve ser visto como
um elemento de resisténcia porque ndo é uma unido de solidos, do jeito que a gente
fala: “‘feita de qualquer jeito”. Foi feita mesmo pensando na resisténcia e no equilibrio.

Em resposta ao problema didatico: Como organizar os objetos imediatos/ostensivos e
dindmicos/ndo ostensivos que caracterizam as integrais duplas no calculo da medida das
superficies quadricas, para serem usados em um modelo matematico que permita produzir
significados, raciocinios abdutivos e praxeologias diferenciadas que atendam aos interesses
dos graduandos das engenharias e da matemética? Inferimos que toda resposta advinda dos
estudantes € relevante para que 0s processos de aprendizagem sejam manifestos. N&o se deve
subestimar o que um grupo de estudantes pode fornecer como resposta, e ao final do PEP, vimos
que eles sdo capazes de fazer conexdes e sintetizarem suas préoprias respostas, bem como
associar objetos matematicos e ndo matematicos de forma apropriada e coerente.

Ap0s as exposicoes, consideracdes e analises tecidas sobre os modelos epistemoldgicos
ousamos construir um modelo epistemoldgico alternativo de referéncia (MEAR) para 0 ensino
da integral dupla, pautado no PEP desenvolvido, que registramos na Figura 5.
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No MEAR elaborado, os objetos matematicos identificados nas obras de Gaudi com
proeminéncia se concentravam nas superficies tridimensionais, especificamente, nas
superficies quadricas, no entanto, todos os calculos estruturais para que as mantivessem estaveis
e equilibrados estavam relacionadas aos conceitos de centro de massa e dos momentos de
inércia que sdo aplicacBes da integral dupla. Entretanto, estes dois objetos se relacionam com
outros objetos matematicos: espaco tridimensional, medidas de area e de volume, funcdes de
varias variaveis, limites, derivadas, integrais, geometria plana e espacial, momento de inercia,
centro de massa e catenarias que, quando associados, permitem buscar uma resposta para a
questdo inicial Qo: Como as obras de Gaudi resistiram as intempéries do tempo?

Algumas consideracdes e perspectivas

Neste texto abordamos como 0s objetos epistemoldgicos, mais especificamente
matematicos, podem ser classificados em ostensivos e ndo ostensivos, como interpretamos a
definicdo do modelo epistemoldgico matematico, e como ele pode ser construido vinculado a
um problema didatico e ao desenvolvimento de um percurso de estudo e pesquisa.

Quanto ao modelo epistemoldgico, esclarecemos como entendemos o modelo
epistemoldgico dominante (ou vigente) e o modelo epistemoldgico de referéncia para elaborar
uma organizacdo matematica em que selecionamos 0s objetos matematicos que preservam
relacbes com a integral dupla e as possiveis areas de conhecimento que a utiliza como
ferramenta. No entanto, esse modelo prévio serviu apenas de bussola para o desenvolvimento
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do PEP, pois os estudantes, ao seguirem seus percursos em busca da resposta para a questdo
geratriz Qo, escolheram os objetos matematicos que acharam mais apropriados para alcangarem
0 objetivo desejado.

Como resultado, podemos destacar que os estudantes reduziram o MER prévio ao
mobilizarem uma quantidade menor de objetos matematicos para a constituicdo do MER
posterior ao PEP, e suscitaram questfes relacionadas ao curso em que estavam matriculados
para promover significados pragmaticos (calculo estrutural, fios entre postes formando a
catendria), ou seja, aqueles significados oriundos da préatica. Tal conjuntura mostra que ao
proporcionar uma metodologia de ensino em que 0s estudantes se engajam em criar argumentos
cientificos para comprovarem suas préprias hipoteses, € possivel dar autonomia para
professores e docentes para que construam um modelo epistemoldgico alternativo.

Para pesquisas futuras, sugerimos que o PEP seja desenvolvido em sala de aula com o
intuito de verificar se com um conjunto maior de alunos e com uma cronologia mais restrita,
outros objetos serdo pleiteados para a composicdo do MER.
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