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Resumo

O Calculo Diferencial e Integral (CDI) é uma disciplina essencial para o ensino da Matematica
e outras ciéncias. Apesar dessa importancia, observamos um insucesso dos estudantes e
elevados indices de reprovacdo ou evasdo, o que justifica a relevancia de considerar aspectos
epistemoldgicos que possibilitam compreender diversos fendmenos no ensino dessa disciplina.
Nesse sentido, propomos um estudo de elementos epistemoldgicos dos saberes de densidade e
massa, por meio de integrais multivariacionais, visto que integral é um saber essencial para a
area das exatas. O objetivo deste estudo € investigar a elaboracdo e implementagdo de uma
proposta de intervencdo, centrada nas atividades de estudo e pesquisa, que ofereca aos
estudantes de CDI oportunidades para explorar o conceito de integral de uma ou mais variaveis.
Para tanto, realizamos uma investigacdo a partir da criacdo e implementacdo de uma
intervencdo baseada em episodios de resolucédo de tarefas, a fim de analisar os movimentos de
generalizacdo que os estudantes realizaram para definir uma integral definida multivariacional
com base em integrais definidas de uma variavel. Os resultados apontaram que 0s alunos

mobilizaram um conjunto de conhecimentos de integrais multiplas a partir do contexto de
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calculo de massa em uma, duas e trés dimensdes. A generalizacdo expansiva foi utilizada para
expandir questdes procedimentais do calculo de uma integral, enquanto a generalizacéo
reconstrutiva foi utilizada na compreensdo de aspectos estruturais da integral de Riemann de
mais de uma variavel.

Palavras-chave: Ensino de calculo diferencial e integral, Integrais multivariacionais,

Epistemologia do saber, Densidade e massa, Tarefas exploratorias.

Abstract

Differential and Integral Calculus (CDI) is an essential subject for teaching Mathematics and
other sciences. Despite this importance, we observed student failure and high rates of failure or
dropout, which justifies the relevance of considering epistemological aspects that make it
possible to understand different phenomena in the teaching of this discipline. In this sense, we
propose a study of epistemological elements of density and mass knowledge, through
multivariational integrals, since integral is essential knowledge for the area of exact sciences.
The objective of this study is to investigate the development and implementation of an
intervention proposal, centered on study and research activities, that offers CDI students
opportunities to explore the concept of the integral of one and more variables. To this end, we
carried out an investigation through the creation and implementation of an intervention based
on work with task-solving episodes, in order to analyze generalization movement(s) that
students performed to define a multivariational defined integral from defined integrals of a
variable. The results showed that the students mobilized a set of knowledge of multiple
integrals, from the context of calculating mass in one, two and three dimensions. Expansive
generalization was used to expand procedural issues in the calculation of an integral, while
reconstructive generalization was used to understand structural aspects of the Riemann integral
of more than one variable.

Keywords: Teaching differential and integral calculus, Multivariational integrals,

Epistemology of knowledge, Density and mass, Exploratory tasks.
Resumen

El Caélculo Diferencial e Integral (CDI) es una asignatura imprescindible para la ensefianza de
las Matematicas y otras ciencias. A pesar de esta importancia, observamos fracaso estudiantil
y altos indices de fracaso o desercion, lo que justifica la relevancia de considerar aspectos
epistemologicos que permitan comprender diferentes fenOmenos en la ensefianza de esta

disciplina. En este sentido, proponemos un estudio de elementos epistemoldgicos del
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conocimiento de densidad y masa, a través de integrales multivariantes, ya que la integral es un
conocimiento imprescindible para el area de las ciencias exactas. El objetivo de este estudio es
investigar el desarrollo e implementacion de una propuesta de intervencion, centrada en
actividades de estudio e investigacion, que ofrezca a los estudiantes del CDI oportunidades para
explorar el concepto de integral de una y mas variables. Para ello, llevamos a cabo una
investigacion mediante la creacion e implementacion de una intervencion basada en el trabajo
con episodios de resolucién de tareas, con el fin de analizar el(los) movimiento(s) de
generalizacién que realizaron los estudiantes para definir una integral definida multivariacional
a partir de integrales definidas de una variable. Los resultados mostraron que los estudiantes
movilizaron un conjunto de conocimientos de integrales multiples, a partir del contexto del
calculo de masas en una, dos y tres dimensiones. La generalizacion expansiva se utilizé para
ampliar cuestiones de procedimiento en el céalculo de una integral, mientras que la
generalizacién reconstructiva se utilizé para comprender aspectos estructurales de la integral
de Riemann de més de una variable.

Palabras clave: Ensefianza del célculo diferencial e integral, Integrales multivariantes,

Epistemologia del conocimiento, Densidad y masa, Tareas exploratorias.
Résumé

Le calcul différentiel et intégral (CDI) est une matiére essentielle pour I'enseignement des
mathématiques et des autres sciences. Malgré cette importance, nous observons des échecs chez
les étudiants et des taux élevés d'échec ou d'abandon, ce qui justifie la pertinence de considérer
les aspects épistémologiques qui permettent de comprendre divers phénoménes dans
I'enseignement de cette matiere. Dans ce sens, nous proposons une étude des éléments
épistémologiques de la connaissance de la densité et de la masse, en utilisant les intégrales
multivariables, étant donné que les intégrales sont des connaissances essentielles pour les
sciences exactes. L'objectif de cette étude est d'examiner la conception et la mise en ceuvre
d'une proposition d'intervention, centrée sur des activités d'étude et de recherche, qui offre aux
éléves du CDI des opportunités d'explorer le concept d'intégrale d'une ou plusieurs variables.
A cette fin, nous avons mené une enquéte basée sur la création et la mise en ceuvre d'une
intervention fondée sur des épisodes de résolution de taches, afin d'analyser les mouvements de
généralisation effectués par les éleves pour définir une intégrale définie multivariable a partir
d'intégrales définies d'une variable. Les résultats ont montré que les éléves ont mobilisé un

ensemble de connaissances sur les intégrales multiples a partir du contexte du calcul de la masse
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en une, deux et trois dimensions. La généralisation expansive a été utilisée pour élargir les
questions de procédure dans le calcul d'une intégrale, tandis que la généralisation reconstructive
a eté utilisée pour comprendre certains aspects de l'intégrale.

Mots-clés : Enseignement du calcul différentiel et intégral, Intégrales multivariées,

Epistémologie de la connaissance, Densité et masse, Taches exploratoires.
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Elementos epistemoldgicos para o ensino de densidade e massa: tarefas exploratdrias
por meio de integrais de uma e mais variaveis

A disciplina de Célculo Diferencial e Integral (CDI), em nivel tanto nacional quanto
internacional, tem registrado ha varias décadas altos indices de reprovacéo e desisténcia, tanto
em cursos de disciplinas como Matematica e Fisica, quanto em cursos de Engenharia (Silva,
2013; Zarpelon, 2022). Um dos motivos para altos indices de desisténcia esta relacionado a

“como” a disciplina de CDI geralmente tem sido abordada nas universidades.

Tradicionalmente, as disciplinas matematicas, tanto na Educacdo Basica quanto (e
principalmente) no Ensino Superior, sdo “cartesianas”, sustentadas pelo tripé definicdo
exemplo-exercicio, seguido de uma avaliacdo cumulativa que prioriza a reproducéo de
procedimentos. Um dos efeitos gerados por essa tradi¢do € tornar essas disciplinas, na
visdo dos estudantes, macantes e algoritmicas, sem objetivos e desmotivadoras,
principalmente para cursos de engenharia. (Couto; Fonseca & Trevisan, 2017, p. 51).

Defendemos que ambientes de ensino e de aprendizagem que difiram dos métodos
tradicionais se fazem necessarios no ambito de disciplinas matematicas no Ensino Superior, ja
gue oportunizam aos estudantes o protagonismo, potencializando a compreensao de conceitos
matematicos (Trevisan & Mendes, 2018; Trevisan; Alves & Negrini, 2021; Trevisan &
Araman, 2021; Trevisan, 2022).

Uma abordagem potencial envolve a utilizacdo de tarefas exploratérias (Ponte, 2005,
2014) com caracteristicas mais abertas, que podem ser resolvidas de forma intuitiva, sem que
uma definicdo formal tenha sido apresentada anteriormente, o que incentiva os alunos a
pensarem de forma autbnoma e, com auxilio de intervencdo do professor, a explorarem
conceitos matematicos e ndo apenas a reproduzi-los. Sendo assim, prioriza-se o trabalho
colaborativo (Granberg & Olsson, 2015; Carlsen, 2018), que fomenta a interagdo entre os
colegas, momento em que a contribuicdo de um estudante pode influenciar as hip6teses de
outros, especialmente quando um aluno esta seguindo um caminho improcedente.

No contexto especifico do conceito de Integral de Riemann via Somas de Riemann, foco
deste estudo, compreender esse conceito é crucial ndo apenas na Matematica, mas também em
disciplinas subsequentes das Ciéncias (Haddad, 2013; Greefrath et al., 2021). No entanto,
muitos alunos, mesmo apos concluirem a disciplina de CDI, tém dificuldades em compreender
esse conceito, mobilizando apenas 0s conhecimentos operacionais, e desconsiderando 0s
conceitos e propriedades matematicas. Mostra-se fundamental, assim, refletir sobre situacOes
didaticas, por meio de conceitos epistemoldgicos e didaticos (Schneider & Job, 2016) que

circunscrevem o conceito de integral.
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De acordo com Jones, Lim e Chandler (2017), vérios estudos recentes evidenciam que
os alunos de CDI frequentemente enfrentam dificuldades ao utilizar o conceito de integracao,
tanto em cursos de Matematica quanto em disciplinas subsequentes das Ciéncias. Ao analisar
essas dificuldades e suas causas, reconhece-se que “as ideias contidas na estrutura de soma de
Riemann s3o fundamentais para uma compreensao robusta da integracdo definida” (Jones; Lim
& Chandler, 2017, p. 1076).

Por sua vez, Mateus-Nieves e Moll (2021, p.23), ao refletirem sobre a complexidade
epistémica do objeto matematico integral, defendem que “uma estratégia para garantir a
competéncia dos alunos no uso da integral para a resolugéo de problemas consiste em desenhar
sequéncias de tarefas destinadas a apresentar diferentes significados parciais da integral
interligados”. Nesse sentido, elencamos, como elementos epistemologicos, para este estudo, 0s
saberes de densidade e massa, por meio de integrais multivariacionais, como forma de ilustrar
uma possibilidade de intervencdo centrada em atividades de estudo de pesquisa, que
apresentem, de forma interligada, alguns significados da integral.

Em especial, a elaboracao de um modelo epistemoldgico de referéncia (MER) (Gascén,
2011) para o ensino de integrais multivariacionais implica na reflexdo sobre aspectos ou
dimensdes do problema didatico de ensinar esse contetdo de CDI. Neste trabalho, em especial,
assumimos esse MER enquanto uma organizacdo didatica de tarefas exploratérias (Ponte,
2005), que experimentamos em duas turmas de Engenharia da Universidade Tecnoldgica
Federal do Parand campus Londrina, na disciplina de CDI 2.

Assim, o objetivo deste estudo é investigar a elaboracédo e implementacdo de uma
proposta de intervencdo, centrada nas atividades de estudo e pesquisa, que ofereca aos
estudantes de CDI oportunidades para explorar o conceito de integral de uma e mais variaveis.
Para tanto, realizamos uma investigacdo por meio da criagdo e implementacdo de uma
intervencdo baseada no trabalho com episddios de resolucdo de tarefas, considerando os
conceitos de camadas do conhecimento associadas ao conceito de integral definida (Sealy,
2006, 2014), juntamente com a ideia de Somas de Base Multiplicativa (Jones; Lim & Chandler,
2017), bem como os movimentos de generalizacdo envolvidos na definicdo de integrais
multivariadas (Jones, 2015).

Elementos epistemoldgicos para o ensino de densidade e massa por meio de integrais

Em um modelo epistemoldgico na Matematica, segundo Almouloud (2007), 0 processo

de construcdo de conceitos cientificos matematicos deve, para alem de relacionar, integrar seus
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contextos histéricos —a evolugdo do saber — e sua génese, e analisar como o sujeito compreende
esse processo.

Segundo Mateus-Nieves (2021), ha uma escassez de literatura relacionada a estudos
sobre a integral como conceito cientifico de matematica, o que salienta a importancia de
trabalhos como este, na medida em que se propde discutir alguns elementos epistemoldgicos
fundamentais no processo de sua constituicdo tedrica. Além de contribuir com uma melhor
compreensdo do conceito de integral em si, esse estudo pode oferecer ferramentas que merecem
ser levadas em conta para a construcdo de um modelo epistemoldgico de referéncia (MER) para
0 ensino do CDI de modo geral.

Partindo desse contexto, apresentamos alguns elementos epistemoldgicos para o ensino
dos saberes de densidade e massa usando integrais de uma ou mais variaveis. Para tanto,
analisamos como se desenvolve o raciocinio mateméatico (RM), considerando seus diferentes
processos, com destaque para a generalizacdo e seus tipos. Na sequéncia, argumentamos como
a utilizacdo das integrais se mostra fundamental para que os alunos possam reestruturar e

reconstruir os conceitos de densidade e massa.

Processos de raciocinio matematico

O desenvolvimento do raciocinio matematico € um objetivo importante dentro do
contexto do ensino de Matematica, em todos os niveis escolares (Goos & Kaya, 2020). De
acordo com Ponte, Quaresma e Mata-Pereira (2020, p.7), o raciocinio matematico envolve
“realizar inferéncias de forma fundamentada, ou seja, partir de informacao dada para obter nova
informacao através de um processo justificado”. Essa perspectiva ¢ compartilhada por Jeannotte
e Kieran (2017, p.7), que afirmam que raciocinar matematicamente ¢ “inferir enunciados
matematicos de outros enunciados matematicos”.

A compreensao do raciocinio matematico, no entanto, abrange outras nuances para além
de sua definicao. Jeannotte e Kieran (2017) prop6em uma abordagem do raciocinio matematico
sob duas perspectivas, a estrutural e a processual. No ambito estrutural, o raciocinio matematico
é categorizado como dedutivo, indutivo e abdutivo. Quanto ao aspecto processual, as autoras
identificam nove processos distintos, porém interligados: generalizacdo, conjectura,
identificacdo de padrdes, comparacdo, classificacdo, validacdo, justificacdo, prova e prova
formal (Jeannotte & Kieran, 2017). Em especial, a analise de diferentes processos de raciocinio
matematico, no contexto do trabalho com tarefas exploratorias (Ponte, 2005) em aulas de CDI,
tem sido foco do grupo de pesquisa na qual este artigo se desenvolve (Negrini; Trevisan &

Araman, 2024, no prelo; Trevisan; Araman & Serrazina, 2023).
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Nosso enfoque, neste artigo, recai no processo de generalizacdo. A generalizagéo
envolve “inferir narrativas sobre um conjunto de objetos matematicos ou uma relagdo entre
objetos do conjunto a partir de um subconjunto desse conjunto” (Jeannotte & Kieran, 2017, p.
9). Nesse processo, reconhece-se um padrdo ou uma propriedade comum a um conjunto de
objetos, permitindo expandir o dominio de validade desta propriedade para um conjunto maior
de objetos (Ponte & Mata-Pereira, 2017).

Atrelada a essas definicOes a teoria de Harel e Tall (1991), define que o

[...] termo “generaliza¢do” ¢ usado tanto dentro como fora da matematica para significar
0 processo de aplicacdo de um determinado argumento num contexto mais amplo.
Porém, os processos cognitivos exigidos pela generalizagdo matematica dependerdo do
conhecimento atual do individuo (Harel & Tall, 1991, p. 1).

Com isso, 0s autores distinguem a generalizacdo em trés tipos diferentes: generalizagdo
disjuntiva, generalizacdo reconstrutiva e generalizacdo expansiva. O primeiro caso “ocorre
quando, ao passar de um contexto familiar para um novo, o sujeito constroi um novo esquema
disjunto para lidar com o novo contexto e o adiciona ao conjunto de esquemas disponiveis”
(Harel & Tall, 1991, p.2). A generalizacdo expansiva ocorre “quando o sujeito expande a faixa
de aplicabilidade de um esquema existente sem reconstrui-lo” (Harel & Tall, 1991, p.2). Ja “a
generalizacdo reconstrutiva ocorre quando 0 sujeito reconstri um esquema existente para
ampliar sua faixa de aplicabilidade.” (Harel & Tall, 1991, p.2). Por fim,

[...] a generalizacdo reconstrutiva € uma generalizacdo verdadeira no sentido de que 0s
esquemas anteriores sao incluidos diretamente como casos especiais no esquema final.
A generalizacdo reconstrutiva difere porque o esquema antigo é modificado e
enriquecido antes de ser englobado no esquema mais geral (Harel & Tall, 1991, p.2,).

Aplicadas ao conceito de integrais definidas, as generalizagdes do tipo disjuntiva e
expansiva se mostram insuficientes para expandirmos a compreensdo de integral de uma
varidvel para integrais multivariaveis, sendo necessario que o estudante alcance a generalizagédo
reconstrutiva, pois é preciso de algumas modificacfes do esquema da integral definida de uma

variavel para englobar mais variaveis.

Integrais multivariacionais

O objetivo desta subsecdo é apresentar uma discussdo acerca da sistematizacdo do
conceito de integrais definidas multivariadas como uma generalizagdo do conceito de integrais
definidas de uma Unica variavel. No ambito do ensino desses conceitos, embora seja claro para

os especialistas que os topicos de céalculo multivaridvel sdo extensdes naturais de topicos de
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calculo de varidvel Unica, como os alunos veem a relagdo entre ideias como funcgéo e taxa de
mudanca em célculo de varidvel Unica e multivariavel ndo é bem compreendido (Dorko &
Weber, 2014, p. 2).

Sendo assim, estender o conceito de integral de uma variavel para integral de multiplas
variaveis pode ndo ser trivial para os estudantes (Jones, 2015), j& que, nesse processo, para que
a conceitualizacdo de integrais multivariadas ocorra, € necessaria a reestruturacdo ou a
expansdo dos conceitos de integrais de uma variavel. Jones (2015) aponta que 0s entendimentos
de integrais multiplas que os alunos detém estdo fortemente enraizados em concepcoes
anteriores de integrais de uma variavel. Dessa forma, esse alunos “podem ndo ser capazes de
simplesmente estender seu conhecimento para o dominio multivariado, mas eles podem
precisar revisitar as ideias contidas em concepcdes integrais Unicas e reestrutura-las para criar
entendimentos para integrais multiplas” (Jones, 2015, p.167).

O autor pauta esse processo de reestruturacdo das integrais multiplas nos trés diferentes
processos de generalizacao da teoria de Harel e Tall (1991) apresentados anteriormente. Assim,
as sucessivas generalizagOes das técnicas de integracdo de uma integral definida no R?, R e R®
sdo essencialmente um caso de aplicagdo das mesmas técnicas para determinar o valor da
integral definida dentro de cada dimensdo. Os aspectos algébricos desse processo
provavelmente serdo uma generalizacdo expansiva para a maioria dos alunos. Entretanto, 0s
aspectos geométricos de integral definida, no R, R? e R® — modificar as ideias geométricas no
espaco uni, bi e tridimensional — provavelmente exigirdo uma generalizagdo reconstrutiva, que
poucos conseguem realizar (Jones, 2015).

Logo, nossa proposta é, a partir de contextos em que se utiliza a integral definida de
uma variavel, organizar uma intervencdo por meio de uma sequéncia de tarefas exploratdrias
que possibilite ao estudante que cursa CDI estabelecer uma expansdo ou uma reconstrugéo do
conceito de integral de uma para mdltiplas varidveis. Considerando que a maioria da
matematica usada no mundo real envolve funcbes de muitas varidveis, partiremos do contexto
da Fisica, elegendo o conceito de densidade e massa de um objeto unidimensional para, a partir

dele, reconstruir e expandir o conceito de integral definida para os contextos bi e tridimensional.

Densidade e massa de uma haste unidimensional

Nesta e nas proximas duas secOes traremos uma breve discussao do conceito de integral
definida multivariacional como extensao do conceito de integral definida de uma variavel, com
respaldo em Stewart (2013, 2016).

A densidade linear € a medida de uma quantidade de qualquer valor caracteristico por
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unidade de comprimento. Para exemplificar, consideremos uma haste longa e fina de massa m

e comprimento Ax. A densidade deste objeto unidimensional é expressa por p = %. Logo, a

massa desse objeto é dada pela formulam = Ax.p.

A equacéo anterior define a massa desde que a densidade seja constante. Mas o que
acontece se a densidade for variavel? Ou seja, se m = Ax.p(x). Suponhamos que um objeto
unidimensional esteja posicionado, ao longo de um eixo coordenado, entrex = aex = b, e
sujeito a uma densidade variavel p(x) de modo que seja particionado em cinco subintervalos
de [a, b] (Figura 1).

. o(z1) : () 1 o) 1 plaq) ' olxs) 1
——r— — . ==
a b
—
Az
Figura 1.

Haste ndo-homogénea particionada em 5 subintervalos. (imagem dos autores, 2022)

No caso de a densidade ser variavel, assumimos uma densidade representativa (que
podemos chamar também de densidade amostral) em cada subintervalo para calcularmos uma
aproximacdo da massa desse objeto unidimensional. Sendo assim, a aproximacao do valor da
massa desse objeto sera dada pelo somatério do produto entre 0 comprimento e a densidade

representativa em cada subintervalo de [a, b]. Ou seja,

5
m = p(x)Ax + p(xz)Ax +p(x3)dx + p(xa)Ax + p(xs)Ax = z p(x)Ax
i=1

Agora, se particionarmos o intervalo [a, b] em 10 subintervalos (Figura 2) e assumirmos
uma densidade representativa em cada um desses subintervalos, como mostra a figura a seguir,
temos que a massa dessa haste é calculada pela soma dos produtos de Ax pela densidade
representativa em cada subintervalo:

m = p(x)Ax + p(x)Ax + p(x3)Ax + p(x4)Ax + p(xs5)Ax + p(x6)Ax + p(x;)Ax
10

+pO)AX + pL)Ax +p(ri)Ax = ) p(x)Ax

=1
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Figura 2

Haste ndo-homogénea particionada em 10 subintervalos (imagem dos autores, 2022).

Agora, vamos supor que essa haste seja subdividida em n particbes e densidade

aproximadamente constantes em cada intervalo (Figura 3).

p(z1) plx2) plas) plza) plin)
a b
Az
Figura 3.

Haste ndo-homogénea particionada em n subintervalos (imagem dos autores, 2022).

Teremos que a aproximacdo da massa dessa haste sera dada pelo somatério a seguir,
n

m = p(x)Ax + p(xy)Ax + p(x3)Ax + p(x,)Ax +...+p(x,)Ax = p(x;)Ax

i=1
isto é,
m=3¥L p(x)Ax (1)
Logo, a massa € determinada por uma soma de Riemann, ou seja, uma soma que é de
base multiplicativa. Se assumirmos Ax infinitesimalmente pequeno e n tendendo para valor
relativamente muito grande, ou seja, n — oo, isso nos fornecera o valor exato da massa dessa

haste de comprimento b — a.

b

m= lim ipcximx - | o = [ peax
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Passemos agora a tratar de outro contexto que nos leva a interpretacdo do conceito de
integrais definidas a partir do calculo da &rea sob uma curva. Consideremos a area S de uma
regido delimitada pelo grafico da funcdo y = f(x), limitada x = a e x = b (Figura 4).

y

Figura 4.

Area sob a curva de y = f(x). (Stewart, 2013, p.326).

Suponha que S seja dividida seja em n subintervalos, S;,S,, Ss,...,S, , de mesma

largura, como ilustrado na Figura 5.

.“

0 a

Figura 5.

Regido S dividida em n subintervalos. (Stewart, 2013, p. 329).

Podemos aproximar cada faixa por um retangulo com base igual a largura da faixa e
altura igual ao lado direito da faixa. Em outras palavras, as alturas desses retangulos séo os
valores da funcdo y = f(x) nas extremidades direitas dos subintervalos.

A largura do intervalo [a, b] € a — b, assim, a largura de cada uma das n faixas é 4x =

?. Assim, essas faixas dividem o intervalo [a,b] em n subintervalos

[x0, X1], [x1, X2], [%2, %3], - -+, [Xn_1, Xn], ONde Xy = a e x,, = b.
Vamos aproximar a i -ésima faixa S; por um retangulo com largura 4x e altura f(x;),

que é o valor de f na extremidade direita (Figura 6).
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Jix)

0 a X X, X X X b X

Figura 6.

Aproximacao da area da regido por retangulos. (Stewart, 2013, p. 330)

Entdo, a area do i-ésimo retangulo é f (x;)4x. O que consideramos intuitivamente como

a area de S é aproximada pela soma das areas desses retangulos, que €
n
Ry = FO)AX + F()A% +... +f(x,)Ax = Z Fx)Ax
i=1

Em sequéncia, vamos definir a &rea A da regiéo S.
A éarea A da regido S que esté sob o grafico de uma funcdo continua é o limite da soma

de areas dos retangulos aproximantes:
n
A= limR, = lim[f(x)Ax + f(x)A% +...+f(x,)Ax] = Lim Z £Ox)Ax
n—-oo n—-oo n—-oo
i=1

Pode ser demonstrado que esse limite sempre existe, uma vez que estamos supondo que
a funcdo seja continua. Pode, também, ser demonstrado que obteremos o mesmo valor se

usarmos as extremidades esquerdas dos aproximantes:
n—-1

A= limL, = lim[f(xo)Ax + f(x)Ax +...+f(x,-1)Ax] = lim E f(x)Ax
n—-oo n—oo n—oo
i=0

Assim, ao invés de usarmos as extremidades esquerda ou direita, podemos tomar a altura
do i-ésimo retangulo como o valor de f em qualquer numero x;no i-ésimo subintervalo
[xi_1, x;]. Chamamos os numeros xj, x5, ..., x,, de pontos amostrais, como mostrado na Figura
7.
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Figura 7.

Marcacao dos pontos amostrais. (Stewart, 2013, p. 331)

A Figura mostra que os retangulos se aproximam quando os pontos amostrais ndo foram
escolhidos como as extremidades. Logo, uma expressao mais geral para a area S €
A= lim[f(x))Ax + f(x3)Ax +...+f (xp)Ax]
n—-o0o

Portanto,
n
A= lim[f(x))Ax + f(x3)Ax +...+f (xp)Ax] = lim Zf(xf)Ax
n—-oo n—-oo
i=1

Vimos que essa estrutura aparece tanto ao tentarmos encontrar a massa de uma haste
unidimensional ndo homogénea, quanto ao realizarmos o célculo da area de uma regido
delimitada por uma curva e retas verticais. Esse mesmo tipo de limite ocorre em uma grande
variedade de situacdes como, por exemplo, no célculo do trabalho realizado por uma forca, do
centro de massa de um objeto ou, ainda, da distancia percorrida por um objeto.

Assim, podemos conceituar a integral definida.

Se f é uma fungdo continua definida para a < x < b, dividimos o intervalo [a, b] em n

subintervalos de comprimentos iguais szb_T“. Sejam xo(= a)xq,x3,...,x,(=b) as

extremidades desses subintervalos, e sejam xj, x5,...,Xx; pontos amostrais arbitrarios nesses
subintervalos, de forma que x; esteja no i-ésimo subintervalo [x;_4, x;]. Entdo, a integral
definidade fdeaab é

jR fx) dx = gggto(x;‘) Ax

desde que o limite exista e dé 0 mesmo valor para todas as possiveis escolhas de pontos

amostrais. Se ele existir, dizemos que f ¢ integravel em [a, b].
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Densidade e massa de uma lamina ndo homogénea

Consideremos, agora, um objeto achatado idealizado de forma suficientemente fina para
ser imaginado como plano e bidimensional. Dizemos que tal objeto é uma lamina. Uma lamina
é dita homogénea se sua composicao for inteiramente uniforme, caso contréario é dita ndo

homogénea. A densidade p de uma lamina homogénea de massa m e area A é dada por p = %.

Ja em uma lamina ndo homogénea, a composicdo pode variar de ponto para ponto. Uma
defini¢do apropriada de “densidade” deve refletir essa condi¢ao. Para estabelecer tal definigao,
considera-se que a lamina seja colocada em um plano bidimensional. A densidade no ponto
(x,y) pode ser especificada por uma funcao p(x,y), chamada de funcdo densidade.

Suponha que a densidade da lamina no ponto (x,y) pode ser especificada por uma
funcdo densidade p(x,y). Considere essa lamina ndo-homogénea limitada pelos intervalos
[a,b] e [c,d], no eixo das abscissas e das ordenadas, respectivamente, e dividida em n
retdngulos e, em cada retdngulo, a densidade é aproximadamente constante, isto é, uma
densidade representativa (Figura 8). Assim, a massa total aproximada pode ser calculada a partir

do somatdrio das massas em cada retangulo.

VA
!IQ!.}. (s _\'_,I'II
d-———— . ] .
________ bl |
- |[ 4 -
———————— 7
Ay T yVilr—m— — — — — / SN s vi)
Ay - -~ .
Yay b i
Mf——— T °
C . . . o . . *
_______ P [ [ [ [ [ [ [ [ |
[ ons A [ A AN A IR I R
e e e e I
N e e e I
| | | | | | | | | | |
0 a x X X, X b Y
fe—=]
Ax

Figura 8.
Lamina bidimensional ndo-homogénea. (Stewart, 2016, p. 875)
Se escolhermos uma densidade representativa em cada p(x;;, yl.].), a massa dessa lamina
é dada pela sua densidade vezes a &rea do retangulo da base:

p(xijr yl])AA

Caso seguirmos com esse procedimento para todos os retdngulos e somarmos as massas,

obteremos uma aproximacao da massa total da lamina:

Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v. 26, n. 3, p. 081-114, 2024 95



m n
m = Z Z p(xij,yij)AA

i=1j=1

Essa soma dupla significa que, para cada sub-retangulo, calculamos o valor de p no
ponto escolhido, multiplicamos esse valor pela area do sub-retangulo e entdo adicionamos 0s
resultados.

Agora, se aumentarmos n e m de tal modo que as dimensdes dos retangulos tendam

para zero, entdo € plausivel que os erros de nossas aproximagoes tendam para zero, portanto,
= ml;lrng z p(xij, yij)AA = J j p(x,y)AA = J J p(x,y) dxdy
j=1i=
ou

nmn b d b d
zmlgngZP(xu,yu)M = f f p(x,y)AA = f f p(x,y)dydx
a c a c

j=11i=1
Consideremos agora uma outra interpretacdo para esse resultado: uma funcéo f de duas
variaveis definida em um retangulo fechado, R = [a,b] X [c,d] = {(x,y) ER*|a < x <
b,c <y < d} (Figura9).

Figura 9

S6lido S que esta acima da regido R e abaixo do grafico de f. (Stewart, 2016, p. 874)

Inicialmente, vamos supor que f(x,y) = 0 e que o grafico de f é a superficie com
equacdo z = f(x,y). Seja S o sélido que esta acima da regido R e abaixo do gréafico de f, isto
é, S={(x,v,2) ER}|0<z< f(x,y),(x,y) € R}. Nosso objetivo é determinar o volume de
S.

O primeiro passo consiste em dividir o retdingulo R em sub-retangulos. Faremos isso

dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos [x;_4, x;] de mesmo comprimento Ax = ? ,
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e dividindo o intervalo em m subintervalos [y;_,, y;] de mesmo comprimento Ay = @. Ao
tracarmos retas paralelas aos eixos coordenados, passando pelas extremidades dos
subintervalos, como na Figura 10, formamos os sub-retangulos.

Rij = [xi—y, xi] X Vi1, Y] = {00V Xicy S x < x,¥j.1 <y <y}

cada um dos quais com area 4A = AxAy.

Y
F | — —
"‘ ________ - - - - .
<]
Ay T T
T y"l_ o * - - . - . L .
M . ! /’)’ | : .
C /‘f/' i . - * * » - ‘
_______ j/’ | | | | | | | | | |
(52270 = R N A K N Y AR AN B B N
[ R A e e
[ e e e
N IS I A S N I N N B .
U a }L-] .}L-l _rl: | -“-.-' h X
fe—
Ax
Figura 10.

Regido R particionada. (Stewart, 2016, p. 875)

Se escolhermos um ponto arbitrario, que chamaremos ponto de amostragem,

(xj,¥ij), poderemos aproximar a parte de S que esta acima de cada R;; por uma caixa
retangular fina (ou “coluna”) com base R;; e altura f(x;;, y;;), como mostrado na Figura 11. O
volume dessa caixa é dado pela sua altura vezes a area do retangulo da base, ou seja,
f(xij, yi)AA.
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Figura 11.

Caixa retangular fina. (Stewart, 2016, p. 875)

Se seguirmos com esse procedimento para todos os retangulos e somarmos 0s volumes
das caixas correspondentes, obteremos uma aproximacéo do volume total de S:
m n
Ve Y g viaa
i=1 j=1
Essa soma dupla significa que, para cada sub-retdngulo, calculamos o valor de f no

ponto escolhido, multiplicamos esse valor pela area do sub-retangulo e entdo adicionamos 0s

resultados (Figura 12).

Figura 12,

Caixotes (Stewart, 2016, p. 875)
Nossa intuicdo diz que a aproximacgdo dada na equacgdo anterior melhora quando
aumentamos os valores de n e m e, portanto, devemos esperar que
m n
V=t ) ) Sy s
i=1j=1
Usamos a expressdo acima para definir o volume do sélido S que corresponde a regido
que estd abaixo do grafico de f e acima do retdngulo R. Limites desse tipo ocorrem
frequentemente, ndo somente quando estamos determinando volumes, mas também em diversas
outras situacGes. Portanto, pode-se definir integral dupla, ou integral de duas variaveis, de uma
funcdo f sobre uma regiéo retangular R, caso o limite exista, como:

j fRf(x,y) dA = mllgilooiif(xij:yij) AA

j=11i=1
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Densidade e massa de um sélido ndo homogéneo

Considere um sdlido tridimensional G. Se G for homogéneo, entdo, sua densidade é
definida como sendo sua massa por unidade de volume. Dessa forma, se G for um solido

homogéneo de massa m e volume V, sua densidade é dada por p = % Se G for ndo homogéneo

e estiver em um sistema de coordenadas tridimensional xyz, sua densidade no ponto genérico
(x,y,z) € especificada pela fun¢do densidade p(x,y, z).

Considere G um sélido ndo-homogéneo com um formato de uma caixa retangular com
densidade variavel p(x,y, z) (Figura 13).

G={(,y,2)la<x<bc<y<dr<z<s}

Figura 13.

Solido G. (Stewart, 2016, p. 913)

O primeiro passo é dividir G em subcaixas. Fazemos isso dividindo o intervalo [a, b]
em [ subintervalos [x;_4, x;] de comprimentos iguais Ax, dividindo [c, d] em m subintervalos
de comprimentos 4y e dividindo [r, s] em n subintervalos de comprimento 4z. Os planos que
passam pelas extremidades desses subintervalos, paralelos aos planos coordenados, subdividem
a caixa G em Imn subcaixas, como mostrado na Figura 14.

Gijie = [xie, %] X [yj—1, ¥;] X [Zx-1, 2]

Cada subcaixa tem volume, AV = AxAyAz.
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Figura 14,

Subcaixa (Stewart, 2016, p. 913)

Assim, para calcular um valor aproximado da massa do sélido G com densidade variavel

p(x,y,z), formamos a soma tripla de Riemann, em que a densidade representativa
P (Xijks ¥ yjp Zijic) €StA EM Gy

Il m n

Zzzp(xijk:yijk'zijk) AV

i=1j=1k=1

Por analogia com a definigéo da integral dupla, definimos a integral tripla como o limite

das somas triplas de Riemann em

LE S b rd rs
m ZZZZp(xifk'yifk'zifk)AV :f j f p(x,y,2) AV
i a Jc Jr
f f f p(x,y,z)dzdydx

Portanto, pode-se definir integral tripla ou integral de trés variaveis de uma funcéo f

sobre 0 uma regido G do espaco, caso o limite existir, como:
I m n
f f ff(x v,z)dV = Tngzzjc(xijkryijk:zijk) Aav
i=1 j=1k=1
Pressupostos e planejamento da intervencgao

Esta pesquisa faz parte de uma série de estudos sobre o ensino de CDI, com foco na
abordagem de trabalho com episddios de resolucéo de tarefas exploratorias. O trabalho com
esse tipo de tarefa é “mais eficaz, em termos de aprendizagem, que eles [os estudantes]
descubram um método préprio para resolver uma questdo do que esperar que eles aprendam o

método do professor e sejam capazes de reconhecer, perante uma dada situagdo, como o aplicar”
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(Ponte, 2005, p.9).

Essa abordagem de trabalho € respaldada pelas Diretrizes Curriculares Nacionais do
Curso de Graduacdo em Engenharia (Brasil, 2019), que enfatizam a necessidade de
desenvolver, ao longo da formacéo, a habilidade dos estudantes de analisar e compreender
fendbmenos fisicos e quimicos por meio de modelos simbdlicos. Essa analise deve envolver a
utilizagdo de ferramentas matematicas, estatisticas, computacionais, entre outras, para prever
resultados e conceber experimentos capazes de gerar resultados concretos.

Assim, reforgca-se a importancia de planejar uma intervencdo que possibilite que os
alunos, de fato, compreendam os conceitos do CDI, estabelecendo as relagbes e conjecturas
necessarias para resolverem problemas dentro do seu contexto de estudo e, futuramente, no
exercicio da profissao.

A aprendizagem, neste contexto de trabalho, assume um carater colaborativa, uma vez
que “[...] encoraja a participacdo do estudante no processo de aprendizagem e que faz da
aprendizagem um processo ativo e efetivo” (Torres; Alcantara & Irala, 2004, p. 131). O trabalho
colaborativo permite que o aluno questione suas hipoteses e reflita sobre elas, proporcionando
a possibilidade de valida-las usando proposicoes validas ou refutd-las, caso suas hipdteses
sejam inconsistentes ou falsas. Ou seja, 0s colegas do grupo o guiam e d&o assisténcia para a
construcdo do conhecimento.

Assim, o papel do professor, em aulas estruturadas em resolucéo de tarefas exploratorias
e trabalho colaborativo, é o de direcionar os alunos em suas discussdes de modo que consigam
alcancar os objetivos de aprendizagem. Entdo, é indispensavel que o professor conhega seus
alunos e elabore tarefas exploratorias que promovam a discussdo entre 0s pares e a
aprendizagem.

Para que fosse organizada a intervencéo, inicialmente, foi organizada uma avaliacéo
diagndstica, para que pudéssemos ter um parametro de conhecimentos prévios dos alunos que
cursariam a disciplina de Célculo de mais de uma varidvel real (contexto a ser detalhado na
préxima se¢do), ja que estes conhecimentos nos ajudariam a formular tarefas que atendessem
nossos objetivos. A partir disso, buscamos primeiramente tarefas que nos auxiliassem na
retomada do conceito de integral definida de uma varidvel, tanto no contexto puramente
matematico quanto em contextos fisicos, e que pudéssemos explorar as camadas da estrutura
da Soma de Riemann de forma intuitiva.

Depois, foi feito um levantamento de conceitos fisicos que possibilitariam, por meio de
um mesmo contexto, a extensdo do conceito de integral definida de uma varidvel para integrais

definidas de duas e trés varidveis. Realizamos, entdo, estudos sobre quais os contextos da Fisica
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envolviam integrais definidas e em qual deles seria possivel abordar a integral definida de uma,
duas e trés varidveis. Foi entdo que chegamos ao contexto de calculo de densidade e massa de
um objeto, sendo esse conceito aplicavel no contexto, uni, bi e tridimensional.

A partir desse contexto e das percepgOes que tivemos em relacdo aos conhecimentos
prévios dos alunos, construimos uma sequéncia de tarefas exploratérias na qual fosse possivel
atingir o objetivo do nosso trabalho. A intervencéo foi planejada para turmas de Engenharia em
que o segundo autor e orientador da pesquisa atuava como professor de CDI 2 no ano de 2022.

Elaboramos trés tarefas exploratdrias (Araujo, 2023), cada uma delas proposta para ser
resolvida em pequenos grupos, em uma aula de 50 minutos cada. Depois, foram utilizadas duas
aulas de 50 minutos para realizar a discussao das resolucfes dos alunos sobre as tarefas e a
sistematizacdo dos conceitos.

Feita a sistematizacdo do conceito de integral definida, mais duas aulas de 50 minutos
foram dedicadas a revisao das técnicas de integracdo de uma variavel, mais especificamente, a
regra da substituicdo e a integracdo por partes. ApOs essa primeira parte de “revisao” de
integrais definidas de uma variavel, houve um outro encontro com duas aulas de 50 minutos
dedicadas a tarefa exploratdria 3 (foco deste artigo) — Tabela 1, que teve, por objetivo, dentro
do contexto de massa de um objeto, uni, bi e tridimensional, definir o conceito de integral de

duas e trés variaveis.
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Tabela 1.
Tarefa exploratéria 3 (Os autores)

Tarefa exploratoria 3

1. DENSIDADE E MASSA DE UMA HASTE UNIDIMENSIONAL

A densidade linear é a medida de uma quantidade de qualquer valor
caracteristico por unidade de comprimento. Considere uma haste longa e fina de massa
m e comprimento 4x, a densidade deste objeto unidimensional, € expressa por p = %.

Logo a massa desse objeto é dada pela formulam = p - Ax.

i.Qual é a massa de uma haste homogénea com comprimento 1,5m e densidade igual
2,5kg/m?

Ii. A equacdo anterior define a massa desde que a densidade seja constante. Mas o que
acontece se a densidade for variavel? Ou seja, m = p - Ax. Suponha que este objeto
unidimensional esteja posicionado, ao longo de um eixo coordenado, entre x = aex =
b, com densidade variavel p(x). Explique como encontrar a massa total do objeto,
usando palavras, desenhos, escrevendo férmulas ou qualquer outro tipo de registro.

2. DENSIDADE E MASSA DE UMA LAMINA NAO HOMOGENEA

Consideremos um objeto achatado idealizado suficientemente fino para ser
imaginado como sendo uma regido plana bidimensional. Dizemos que tal objeto é uma
lamina. Uma lamina é dita homogénea se sua composicdo for inteiramente uniforme,
caso contrario é dita ndo-homogénea. A densidade p de uma lamina homogénea de
massa m € area A é dada por p = %. Ja em uma lamina ndo-homogénea, a composicado

pode variar de ponto para ponto, uma definicio apropriada de “densidade” deve
refletir essa condicdo. Para estabelecer tal defini¢cdo, suponha que a lamina seja
colocada em um plano xy. A densidade no ponto (x,y) pode ser especificada por uma
funcéo p(x,y), chamada de fun¢do densidade.

Considere uma lamina de vértices (0,0), (0,4), (4,4) e
(4,0), com densidade variavel, ou seja, uma ldmina néo-
homogénea, com densidade p(x,y) = x + y kg/m. ) . .
i.Considere essa lamina subdividida em 4 retangulos, -

conforme figura abaixo. Admitindo que em cada retdngulo . .

a densidade €é constante e igual ao valor no ponto

representativo indicado, determine a massa total aproximada
da lamina.

ii.Considere agora a subdivisdo dessa lamina, em 8 retangulos, a sua escolha.
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Admitindo que em cada retangulo a densidade é constante e igual ao valor em um ponto
representativo também da sua escolha, determine a massa total aproximada da lamina.
Suponha agora um caso mais geral, em que a densidade da lamina no ponto
(x,y) pode ser especificada por uma fungéo densidade p(x, y). Explique como encontrar a
massa total dessa ldmina ndo-homogénea, usando palavras, desenhos, escrevendo formulas

ou qualquer outro tipo de registro.

3. DENSIDADE E MASSA DE UM SOLIDO
Considere um solido tridimensional G. Se G for homogéneo de massa m e
volume V', entéo sua densidade é dada por p = % Se G for ndo-homogéneo e estiver em

um sistema de coordenadas xyz, entdo sua densidade no ponto genérico (x,y,z) é
especificada por uma funcéo p(x,y, z).

Expligue como encontrar a massa total desse solido ndo-homogénea, usando
palavras, desenhos, escrevendo formulas ou qualquer outro tipo de registro.

Por fim, mais duas aulas de 50 minutos foram dedicadas a discussao das solu¢des com
os alunos e, posteriormente, a sistematizacdo do conceito de integral definida de duas e trés

variaveis.

Metodologia da pesquisa

Reconhecemos que a pesquisa teve, por objetivo, investigar uma realidade especifica e,
possivelmente, com essa investigacdo, ter subsidios suficientes para que fosse feita uma
intervencgdo nessa realidade, o que permite caracteriz-la como qualitativa (Bogdan & Biklen,
1994).

De acordo com Gerhardt e Silveira (2009), a pesquisa qualitativa ndo esta preocupada
com representacdes numéricas do contexto pesquisado, mas com a compreensdo profunda a
respeito de um grupo social ou de uma organizacao. Para esses autores, 0s pesquisadores que
utilizam os métodos qualitativos “buscam explicar o porqué das coisas, exprimindo o que
convém ser feito, mas nao quantificam os valores e as trocas simbolicas nem se submetem a
prova de fatos” (Gerhardt & Silveira, 2009, p.32).

A pesquisa foi desenvolvida em turmas de Engenharia Mecanica, com 35 alunos, e
Engenharia de Materiais, com 15 alunos, da Universidade Tecnoldgica Federal do Parana,
Campus Londrina, na disciplina de CDI 2. A realizacdo das tarefas exploratorias se deu em

pequenos grupos de forma a proporcionar a interacdo entre todos os integrantes do grupo. Todos
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os estudantes foram esclarecidos quanto a pesquisa que estava sendo realizada e puderam optar
por disponibilizar ou ndo o material que foi coletado durante as aulas para fins de pesquisa.
Vale destacar que a coleta de protocolos escritos dos grupos, entregues ao final de cada tarefa,
fazia parte da rotina de trabalho da disciplina, sendo prevista em plano de ensino e subsidiando
a avaliaco realizada ao longo do semestre.

Assim, coube aos estudantes realizar a gravacao dos audios das discussfes das tarefas
em grupos e envia-los via Whatsapp, autorizando, assim, o seu uso para fins de pesquisa. Além
desse material, foram, também, coletados dudios do momento da discussdo e sistematizacdo
dos conceitos matematicos, conduzidos pela pesquisadora (primeira autora) com algumas
intervencdes do orientador (segundo autor).

A primeira etapa do trabalho consistiu na organizacao do material em audio no Google
Drive e a selecdo de quais desses materiais poderiam, efetivamente, ser analisados, descartando
0s audios que ndo estavam audiveis e 0s que 0s grupos fizeram apenas uma sistematizacao da
sua resolucdo apos a finalizacdo da tarefa ao invés de todo o processo de discussao - como havia
sido solicitado pela pesquisadora.

Para a tarefa exploratoria 3, obtivemos 6 audios, dos quais 3 foram considerados
audiveis, permitindo a transcri¢do. Selecionamos um grupo que consideramos representativo
para analise, permitindo compreender o raciocinio matematico utilizado pelos alunos para
conceituar uma integral definida de duas e trés variaveis a partir da integral definida de uma
variavel no intuito de identificar movimentos de generalizagdo associados (Harel & Tall, 1991,
Jones, 2015). A apresentacdo e analise desses dados é apresentada na proxima secao.

Andlise dos dados

No primeiro item da tarefa, foi explorado brevemente o conceito de massa de um objeto
unidimensional e sugerido que os alunos calculassem a massa de uma haste unidimensional e,
posteriormente, que explicassem como encontraram a massa total da haste unidimensional nao
homogénea, ou seja, com densidade variavel. Em geral, a primeira questao foi resolvida sem
dificuldade: primeiramente, calculou-se a massa da haste homogénea e, depois, configurou-se
uma integral para calcular a massa da haste ndo homogénea, reconhecendo o0 uso da integracao

da funcéo de densidade (Figura 15).
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Figura 15.

Resolucdo da questdo 1, item (ii), da Tarefa exploratoria 3. (Os autores)

J& na questdo 2, foi apresentado um texto explicativo sobre o conceito de uma lamina
bidimensional ndo homogénea. Nos primeiros itens da tarefa, para calcular a massa total, foi
sugerido, aos alunos, que fizessem algumas parti¢Ges particulares na ldamina e, em cada particéo,
assumissem uma densidade representativa e, posteriormente, determinassem a massa da lamina
a partir dessas particdes. Por fim, em um terceiro item, foi pedido aos alunos que explicassem
como encontrar a massa total dessa lamina ndo-homogénea assumindo um caso geral, no qual
a densidade da lamina no ponto (x,y) é uma funcédo p(x, y).

O trecho a seguir é parte da discussdo do grupo, a partir da leitura inicial do enunciado
da tarefa, antes mesmo de iniciarem a resolugéo.

Aluno 3: Vocés viram a sacada agora?

Aluno 2: O qué?

Aluno 3: A integral pode ser uma funcéo de x e y, ndo sé de x.

Aluno 2: E, vai ter que integrar por parte é tipo a derivada por parte, igual a
derivada que integra por parte, vai ter que integrar por parte.

Logo apds a leitura do enunciado, o Aluno 3 chama a ateng@o dos demais a respeito da
funcdo de densidade de uma lamina bidimensional, que varia em termos de duas variaveis. Ou
seja, para determinar a massa da lamina ndo-homogénea, a integral configurada teria duas
variaveis, e ndo apenas uma variavel como no item anterior. O Aluno 2, entdo, conjectura que
essa integral sera resolvida de modo similar a uma derivada parcial (a qual ele se refere com a
expressdo “por partes”). Conclui, entdo, que serd necessario, também, um processo de
integragdo “por partes” (referindo-se, de forma intuitiva, ao processo de integracéo dupla).

Reconhecemos que essa afirmacdo caracteriza uma generalizacdo expansiva das

técnicas procedimentais para determinar uma integral dupla a partir de uma integral definida de
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uma variavel apoiadas na semelhanca com o processo de derivacdo parcial. Trata-se de uma
generalizacdo expansiva, uma vez que ndo se modificou nenhum modelo ja existente para
definir o atual, pois, para definir como se resolve uma integral definida de duas variaveis, 0s
alunos relacionaram-na ao modo pelo qual se resolve uma derivada parcial: uma das variaveis
é considerada uma constante que deriva a outra, e se repete de modo analogo com a outra
variavel. Sendo assim, ndo foi necessaria uma modificacdo do modelo de resolucdo de uma
derivada parcial para se adequar ao modelo de resolucdo de uma integral definida de duas
variaveis.

Aluno 3: Entdo, mas sera que é isso mesmo?

Pesquisadora: Na verdade ndo chamamaos por partes, e sim interada, mas é basicamente
0 mesmo pensamento. Na primeira questdo, estdvamos mexendo com quantas variaveis?
Aluno 2: A primeira a gente tava mexendo com duas.

Pesquisadora: N&o, a primeira [referindo-se a questao 1].

Aluno 3: Uma.

Pesquisadora: Quando a gente calcula a integral, a gente esté calculando o qué?

Aluno 1: A é&rea abaixo da curva.

Aluno 2: Néo é s0 isso.

Aluno 1: N&o, mas no exemplo é.

Aluno 2: E, nesse exemplo aqui €.

Aluno 2: Mas a area abaixo da curva seria 0 somatdrio das integrais.

Pesquisadora: N&o das integrais. Se € a area abaixo da curva, seria 0 somatorio do qué?
Aluno 1: Dos retangulos.

Pesquisadora: O que dos retangulos?

Aluno 2: Soma de Riemann.

Pesquisadora: Isso.

Aluno 2: Da éarea das subdivisdes do intervalo.

Pesquisadora: Entdo, estava calculando a soma de todos os produtos. Porque estava
calculando a area abaixo da curva. E quando a gente fala de area abaixo da curva estou
falando de quando calcula, todas as areazinhas, e a areas que a gente tem através do
produto.

Aluno 2: E.

Pesquisadora: Na primeira casa, qual a estrutura para calcular a massa?

Aluno 2: No primeiro caso? Um produto.

Pesquisadora: Entdo a gente esta somando as massas em todos os intervalos bem
pequenos. e qual a estrutura dessa soma? E produto. Que é uma soma de Riemann,
uma soma de base multiplicativa. Por isso que usa integral. E no segundo caso?
Aluno 2: No segundo caso vai ser duas variaveis.

Pesquisadora: Uma integral para uma variavel. Quer dizer que estou calculando a
soma para aquela variavel. Quando tenho duas variaveis? Um sinal de integral é
suficiente?

Aluno 2: Eu acho que néo teria que integrar em duas variaveis, € como se fosse
derivar em x quanto em y. Dai integra em x e em y.

Nesse trecho do didlogo, as intervencdes da pesquisadora, a partir da interacdo com 0s

integrantes do grupo, contribuiram para explorar o conceito de integral definida para além da
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ideia de area que se encontra abaixo de uma curva, em direcdo a uma ideia mais geral de soma

de base multiplicativa. Assim, hd um movimento de extensdo do conceito de integral de uma

variavel para mais variaveis.

Os alunos discutem, entdo, um simbolo que representasse a ideia de “integrar em duas

variaveis” como um processo necessario para determinar a massa de uma lamina bidimensional.

Concluem que, para calcular a integral definida de duas variaveis, seria mais apropriado a

utilizacdo de dois simbolos de integral. Reconhecemos aqui a natureza expansiva nessa

sistematizacdo, uma vez que, com a discussdo promovida, os alunos concluiram que se para

uma variavel utilizamos um simbolo de integral, para duas variaveis sera necessario um simbolo

que represente cada uma delas.

108

O dialogo continua, agora sem a intervencdo da pesquisadora:

Aluno 3: Olha aqui e se a gente calcular a integral de x, a area vai ser integral de y, a
area vai ser pra cé.

Aluno 2: E.

Aluno 3: Deve ser essa sacada.

Aluno 2: Sim.

Aluno 3: x vai ficar pra cima e p(y) para direita né.

Aluno 2: A gente tem que chegar em uma funcao de x e depois em uma funcgéo de y.
Aluno 1: Entdo, ai que ta. Se vocé pegar a integral em x ela ndo vai dar essa area aqui?
Porque essa area é exatamente a area do quadrado.

Aluno 3: Perali, por que ao contrario?

Aluno 2: Por que vocé integrar em y, 0 x vai ser uma constante, o x ndo vai mudar,
vai ser a mesma coisa. Ai eu ndo sei se y vai trocar mesmo as direcdes. A gente ta
supondo que vai.

Aluno 1: A vamos tentar por no papel entéo.

Aluno 2: Vamos.

Aluno 3: Mas entdo vamos fazer a 1 primeira, ela é de boa.

Aluno 2: Ta. Considere uma lamina subdividida em 4 retangulos, conforme a figura,
admitindo em cada retadngulo a densidade € considerada igual. T4, nas quatro, cada
densidade aqui ¢ igual né? Determine a massa...

Aluno 3: A massa e densidade vezes a area.

Aluno 2: é. Area por qué?

Aluno 3: Porque quando é homogénea é so fazer isso. Densidade vezes a érea.

Aluno 2: Tal?

Aluno 1: Mano da uma raiva quando vocé sabe a resposta mas tem que fazer pelo
método que tem que fazer.

Aluno 2: E.

Aluno 3: Olha a quarta linha do texto [o aluno faz a leitura do enunciado].

Aluno 2: Mas a gente sabe a densidade? Mas para calcular p a gente vai ter que calcular
essa aqui de tras, x + y para dar densidade por quilograma por metro quadrado.
Aluno 1: O p é a densidade?

Aluno 2:E,eopéx +y.

Aluno 3: Ta mas perai. Na hora que vocés estavam falando com a Pesquisadora.
Primeira tem que fazer a massa ou o produto?

Aluno 2: A integral é tipo um negdcio de um produto. E a area de um produto.
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Aluno 3: Entdo 0, eu ja entendi ja. A densidade vai ser nos pontinhos ali.

Aluno 2: E. Sera?

Aluno 3: E, ele fala: admitindo que em cada retangulo a densidade é constante igual ao
valor no ponto representativo.

Aluno 2: Entdo a gente vai fazer em cada parte né, entdo a gente vai ter que fazer a
densidade em cada um deles. Vai dar um trabalho do saci.

Aluno 3: N&o.

Aluno 2: Néo, o trabalho que td falando € pegar, € tipo pegar a densidade de cada um
deles.

Aluno 3: E.

Aluno 2: Entdo a massa vai ser p vezes A, e p sendo, x + y né?

Aluno 3: Coloca, p,a; + p;a, + psas .

Aluno 2: Somatério de p, mais facil.
Aluno 3: De 1 a 4.
Aluno 2: Vezes A né?

[...]

Aluno 3: 4.4 + 4.4 + 6.4.

Aluno 2: E 8,¢€ 16, e é 16, e 24. D4 64.

Aluno 3: O sacada, a gente dividiu em 4 quadrados, dai se integrar a gente vai
dividir em infinitos quadrados.

Aluno 2: Verdade

Aluno 4: Entéo por isso ndo deveria ter utilizado a somatoria?

Aluno 3: Dai, integral seria quando o somatdrio tendesse ao infinito.

Aluno 2: E isso, mas ai é por parte né.

Aluno 2: A ta entendi. Saquei, sabe 0 que vai acontecer na integral, a gente vai
integrar em dx e dy. Ai a hora que ficar dy, o x vai virar uma constante, e 0 x sai
pra fora da integral, e ai vai ficar s o dy la dentro.

Reconhecemos a natureza reconstrutiva do conceito de integral de uma para duas
variaveis a partir desse trecho de discussdo dos alunos. O conceito ndo é meramente uma
extensdo das interpretacdes geométricas de integrais simples para duplas, mas incorpora algo
fundamentalmente novo, ou seja, na generalizacdo reconstrutiva, o aluno modifica um esquema
ja existente para que sua aplicabilidade seja ampliada. No contexto da analise, podemos notar
que o aluno utiliza da interpretacdo geométrica de uma integral definida para estender o
entendimento de integral definida para o contexto de massa de um objeto (Harel & Tall, 1991).

Nessa tarefa, eles foram instigados a pensar sobre como se configura uma integral
apropriada para o célculo da massa de uma lamina ndo homogénea e o fizeram a partir da
interpretacdo de integral definida de uma variavel, para além do conceito de &rea sob a curva,
evidenciando compreensdo da ideia de soma de base multiplicativa, esquematizada no registro

sugerido pelo Aluno 3, de que a massa seria o0 resultado obtido por p,a; + pa, + pzas +

P4Qy
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Na continuidade, o Aluno 3 reconhece que, em um caso mais geral (que leva a uma
integral), a lamina seria dividida em infinitos retangulos. Assumindo infinitas densidades
representativas para calcular a massa m da ldmina ndo homogénea, bastaria multiplicar a area
dos infinitos retangulos pela densidade representativa em cada um deles.

Reconhecemos que esse movimento é caracterizado como uma generalizacéo
reconstrutiva, ja que o “esquema antigo ¢ modificado e enriquecido antes de ser englobado no
esquema mais geral” (Harel & Tall, 1991, p.2)

Sintetizando a analise dessa tarefa, podemos destacar alguns momentos de
generalizacdo mobilizados pelos alunos no processo de extensdo do conceito de integral

definida de uma variavel para mais de uma variavel, destacados no Tabela 2:
Tabela 2.

Movimentos de generaliza¢ao oportunizados pela Tarefa investigativa 3. (Os autores)

Generalizacdo Relacionar geralmente questdes procedimentais de
Expansiva calculo de uma integral definida de duas e trés variaveis, ja que
para configurar a integral e definir como se resolve os alunos
recorreram aos procedimentos da integral definida de uma
variavel e derivadas parciais.

Generalizagdo ° Determinar aspectos conceituais da integral
Reconstrutiva definida.
° Incorporagdo de conceito de massa na

interpretacdo geométrica da integral definida, para calcular a
massa de objeto.

° Relacionar a  divisao de intervalos
infinitesimalmente pequenos a regides infinitesimalmente
pequenas.

Considerac0es finais

Com o intuito de analisar uma situacéo didatica, integrando conceitos epistemologicos
e didaticos (Schneider & Job, 2016) atrelados ao objeto matematico integral, propomos a
criacdo e implementacdo de uma intervengdo baseada no trabalho com episddios de resolucéo
de tarefas (Trevisan & Mendes, 2018; Trevisan, Alves & Negrini, 2021; Trevisan, 2022), de
forma a proporcionar aos estudantes de CDI oportunidades para explorar esse conceito. Nossa
intervengdo envolveu a organizacdo de uma sequéncia de tarefas (Mateus-Nieves & Moll,
2021), de natureza exploratéria (Ponte, 2005), que visa compreender quais 0S processos de
generalizacdo mobilizados pelos alunos no movimento de extensdo do conceito de integral

definida de uma variavel para integrais maltiplas.
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Para fundamentar a organizacao da sequéncia de tarefas e a posterior analise dos dados,
apoiamo-nos no trabalho de Jones e Dorko (2015), no qual é feita uma discussdo sobre
processos de generalizacdo utilizados pelos alunos para expandir o conceito da integral definida
para duas e trés varidveis, a partir da integral definida de uma variavel. Em nossa analise,
procuramos reconhecer o potencial da tarefa e das discussdes dos alunos para promover esses
diferentes processos de generalizacéo.

Um primeiro elemento epistemologico envolveu o reconhecimento de contextos
aplicados promissores, que possibilitassem aos estudantes realizar movimentos de
generalizacdo do conceito de integrais definidas de uma para mais variaveis. Apos a
identificacdo desse contexto, um segundo elemento epistemologico considerado foi uma tarefa
capaz de abordar a integral definida uni, bi e tridimensional, a partir do conceito de massa de
uma unidimensional ndo homogénea, de uma lamina bidimensional ndo homogénea e de um
solido tridimensional ndo homogéneo.

Da andlise realizada em relacdo aos movimentos de generalizacdo, a generalizacédo
expansiva foi utilizada para expandir questdes procedimentais do calculo de uma integral. Ja a
generalizacdo reconstrutiva foi utilizada na compreenséo de aspectos estruturais da integral de
Riemann de mais variaveis, como a utilizagdo da estrutura geométrica da integral definida para
estruturar uma forma de calcular a massa de um objeto.

Destacamos o reconhecimento desses movimentos de generalizagdo como essenciais
para compreender a complexidade epistémica do conceito de integral, um campo ainda pouco
explorado no ambito da pesquisa em Educacdo Matematica (Mateus-Nieves, 2021). Além
disso, ressalta-se que se deve pensar na integral “ndo como um objeto complexo a ser ensinado
ou aprendido, mas como um ente matematico composto por diferentes significados que devem
ser decompostos para seu estudo” (Mateus-Nieves, 2021, p. 1611). Como desdobramento, 0s
resultados apontam aspectos epistemoldgicos sobre a integral que permitem compreender
alguns fendmenos do ensino, oferecendo, a professores de CDI, meios para repensar suas aulas,
de modo a trabalhar os processos de generalizacdo da integral de uma para mais variaveis a

partir da complexidade epistémica que a compde.
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