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Resumo

O objetivo deste artigo é apresentar alguns elementos sobre o0 conjunto dos nimeros reais e uma
visdo sintética das construcdes rigorosas desse conjunto no século XIX, que se tornaram um
requisito para a aritmetizacdo da andlise matematica com os trabalhos de Cauchy e Weierstrass.
Analisaremos algumas consideragdes didaticas concernentes ao ensino do conjunto dos nimeros reais
no ensino médio e no inicio da universidade. Esperamos que este artigo possa fornecer subsidios para a
elaboragdo de modelos epistemologicos de referéncia (MER) para estudos e pesquisas dos conteudos de
fungdes, limite e continuidade, entre outros.
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Abstract

The aim of this article is to provide some elements about the set of real numbers and a synthetic
view on the motivation of its rigorous constructions in the 19th century. Since the seminal works
of Cauchy and Weierstrass, such constructions became a requirement for the arithmetization of
the mathematical analysis. We also analyze some didactic considerations regarding teaching the
set of real numbers in high school and at the beginning of university. With this article, we hope
to provide subsidies for the elaboration of epistemological models of reference (EMR) for
studies and research on the contents of functions, limit and continuity, among others.
Keywords: Real numbers, Historical evolution, Mathematical analysis, Epistemology,

Didactics, Epistemological reference model.

Resumen

El objetivo de este articulo es presentar algunos elementos sobre el conjunto de nimeros reales
y una vision sintética de las rigurosas construcciones de este conjunto en el siglo XIX, que se
convirtieron en un requisito para la aritmética del analisis matematico con los trabajos de
Cauchy y Weierstrass. Analizaremos algunas consideraciones didacticas relativas a la
ensefianza del conjunto de nimeros reales en el bachillerato y en los inicios de la universidad.
Con este articulo, esperamos otorgar subsidios para la elaboracion de modelos epistemolégicos
de referencia (MER) para estudios e investigaciones sobre los contenidos de funciones, limite,
continuidad, entre otros.

Palabras clave: NOmeros reales, Evolucién histdrica, Andlisis matematico,

Epistemologia, Cosas didacticas, Modelo epistemoldgico de referencia.

Résumé
L’objet est de donner quelques ¢éléments sur I’ensemble des nombres réels et un apercu

synthétique sur leurs constructions rigoureuses au 1918Me sjecle. A cette époque, de telles
constructions sont devenues une exigence pour I’arithmétisation de 1’analyse mathématique,
avec les travaux de Cauchy et Weierstrass. Quelques considérations didactiques sur leurs
rapports a I’enseignant de 1’analyse mathématique au lycée et au début de 1’université, sont
présentées. Avec cet article, nous espérons fournir des subventions pour 1’élaboration de
modeles épistémologiques de référence (MER) pour des études et des recherches sur le contenu
des fonctions, la limite, la continuité, entre autres.

Mots-clés : Nombres réels, Evolution historique, Analyse mathématique, Epistémologie,

Didactique, Modéle épistémologique de référence.
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Algumas consideracgdes sobre as construgdes do conjunto dos nimeros reais: uma
necessidade para um modelo epistemologico de referéncia?

O estudo da evolucgédo do conceito de numero real e das construgdes do conjunto desses
nameros, podem contribuir de maneira importante e necessaria para a elaboragcdo de um modelo
epistemoldgico de referéncia — MER, concernente a esse topico. Assim, podemos dizer que o
professor, ciente da evolugdo historica dessas construgdes e dos obstaculos epistemoldgicos,
pode encontrar formas de superar as dificuldades ligadas a abordagem desse conceito. Além
disso, ele pode enriquecer sua cultura com conhecimentos que geralmente faltam nos livros
didaticos, bem como em geral no ensino de graduacédo e de pds-graduacdo. De maneira geral,
podemos colocar a seguinte pergunta: “Como a evolugdo historica e 0s obstaculos
epistemoldgicos podem contribuir ao MER para um conceito matematico? ”

Em nosso artigo apresentamos uma abordagem teorica das constru¢es dos nimeros
reais e suas necessidades para a aritmetizacdo da andlise, assim como obstaculos
epistemoldgicos ocorridos na evolucédo da analise real e do seu ensino. Por outro lado, com base
na andlise dos livros didaticos utilizados e nos didlogos com nossos colegas, ficamos
convencidos da necessidade de uma apresentacao sintética das constru¢fes dos nimeros reais
R e de obstaculos epistemoldgicos ligados a elas. Observamos ainda que nas ementas das
disciplinas de Calculo, ndo aparece nenhuma proposta ou orientacdo para a abordagem dessas
construcdes e suas necessidades para compreender os conceitos de limite e de continuidade.
Houzel (1079) chama a atencdo sobre a evolugdo histdrica dos conceitos matematicos: «O
trabalho dos matematicos é frequentemente dedicado a retomar teorias antigas e as reformular
num quadro novo [...]; as redescobertas sucessivas que levam a matematica produzir teorias,
apagam a histdria.» (Houzel, 1979, p. 3)

Acreditamos que esse processo de apagar ou negar a historia de conceitos da
matematica, traz um grande prejuizo para a elaboragdo de um MER, que vise superar obstaculos
epistemoldgicos na abordagem desse conteudo. Durante as Ultimas décadas, estudos e pesquisas
tendem a mostrar que a histéria da matematica pode desempenhar um papel importante no seu
ensino. Além disso, a evolugdo historica de um conceito antes da sua chegada aos livros
educativos exige um trabalho consideravel, devido a possiveis obstaculos epistemologicos.
Assim, neste contexto, o conhecimento deste desenvolvimento historico e dos obstaculos que
rodeiam este conceito permitira ao professor ter uma abordagem didatica adequada ao seu
ensino. Além disso, tal abordagem pode ajudar a promover a aprendizagem do conceito e das
suas propriedades pelos alunos, através da aquisicdo de conhecimentos baseados na evolucao

historica deste conceito.
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Este estudo focaliza algumas reflexdes sobre ndmeros reais e o conceito de limites.
Iniciamos com um breve panorama da evolucdo dos numeros reais e as motivacoes
epistemoldgicas, suas construcfes, resultantes da aritmetizacdo da analise matematica. Na
verdade, as poucas consideracdes histdricas dos nimeros reais que nos interessam pretendem
ilustrar a importancia do impacto da estreita ligacdo entre a necessidade e as motivacoes
profundas de uma construcdo rigorosa do conjunto dos nimeros reais, de forma a estabelecer
bases solidas, bases para a digitalizacdo da analise matematica moderna. A partir dai propomos
algumas consideracdes didaticas acerca da importancia das propriedades do conjunto dos
nameros reais e do ensino da andlise real. E assim, num segundo momento, faremos algumas
consideracdes didaticas sobre sua relacdo com o professor de anélise matematica no ensino
médio e no inicio da universidade. Finalmente, uma conclusao é apresentada.

Inicialmente vale lembrar que no contexto da aritmetizacdo da analise, o século XIX viu
o surgimento de diferentes construgdes do conjunto dos ndmeros reais, uma vez que as
propriedades desses nimeros séo a base para o estudo do limite e continuidade das fungdes
reais com variaveis reais. Atualmente, a importancia dos nimeros reais para o ensino de analise
matematica também se manifesta em livros didaticos, bem como em curriculos do ensino médio
ou universitario. Assim, busca-se estabelecer uma abordagem didatica para o conjunto dos
nameros reais, mais precisamente para o conceito de nimeros reais. Em concordancia com

Artigue (1990), consideramos que o0 que interessa ao didatico é:

[...]a identificacdo de concepcdes locais que se manifestam em situacdes e a analise das
condicdes de transicdo de uma concepcdo local para outra, seja de rejeitar uma
concepcao errbnea, de estabelecer uma concepc¢ado que possibilite melhorar a eficiéncia
na solucdo de uma determinada classe de problemas ou promover a mobilidade entre
concepcOes ja disponiveis (Artigue, 1990, p. 278).

Por outro lado, consideramos importante o trabalho com as propriedades dos nimeros
reais, para que favorecam o aprofundamento do pensamento funcional. Pode ainda ajudar a
promover a entrada do estudante nos conceitos de limite e continuidade das funcGes reais. Nesse
sentido, encontramos em Burigato e Rachidi:

Além disso, € também uma oportunidade de compreender e aprofundar em aspectos
sobre o papel importante das propriedades do conjunto dos nimeros reais. O conceito
moderno de limite apareceu com Cauchy, com seu estudo sobre as quantidades
infinitamente pequenas e infinitamente grandes, baseando seu raciocinio sobre as
propriedades dos nimeros reais. O que mostra a importancia desse conjunto para entrada
no pensamento funcional e no trabalho do professor, que tera de lidar com esse conjunto
para fazer uma proposta interessante de ensino com a definicdo formal (Burigato e
Rachidi, 2023, p. 42).

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v. 26, n. 3, p. 493- 514, 2024 497



Diante do desafio de abordar contetdos das disciplinas, de cursos de graduacao, de
Célculo e de Anélise Matematica, como fungbes, limite, continuidade, entre outros,
consideramos que € fundamental um estudo mais aprofundado de alguns aspectos concernentes
ao surgimento do conjunto dos numeros reais. Consideramos muito importante fornecer
subsidios para professores e pesquisadores de conteidos dessas disciplinas, para a elaboracéo
de modelos epistemoldgicos de referéncia (MER) visando encontrar alternativas para modelos
epistemoldgicos dominantes (MED) vigentes em instituicdes, conforme Gascéon (2014). Para
isso, apresentamos algumas consideracfes sobre a construcdo dos nameros reais, as quais
consideramos fundamentais como subsidios para a abordagem de contetdos de disciplinas, em
que esse conjunto figura como base para os demais.

Assim, apresentamos aqui uma abordagem de diferentes procedimentos utilizados por
Cauchy, Cantor e Dedekind na construcdo teorica dos reais, complementada com exemplos
ilustrativos, que podem se constituir como ferramentas para ser utilizadas por professores e
pesquisadores na elaboracdo de modelos epistemoldgicos de referéncia. Apresentamos tanto
aspectos matematicos, quanto didaticos e epistemologicos das construcdes do conjunto dos
nameros reais, que podem ser Uteis para a elaboracdo de organizacbes matematicas e didaticas

de contetdos de Calculo e Anélise Matematica.

NUmeros Reais: Evolucao e Construcoes

Desde a época de Euclides, a evolucdo do conceito de nimero real passou do uso
intuitivo da nocdo de grandezas para uma constru¢do matematica rigorosa no século 19. Como

Bronner escreve:

A construcdo dos reais, baseada na teoria das razdes de grandezas e derivada da tradicao
euclidiana, ja ndo satisfaz mais os matematicos. A aritmetizacdo de grandezas e razes
por Descartes e Stevin € sempre "marcada” pela geometria. Além disso, a geometria ndo
tem mais a legitimidade de épocas anteriores. Uma nova corrente, chamada formalista,
estd surgindo, onde se trata de construir ou criar objetos que consideraremos como
nameros inteiros (Bronner, 1997, p.43).

Em primeiro lugar, o problema da continuidade das fungdes reais era uma preocupacgéo
dos matematicos no século XVIII. De fato, isso se manifesta na obra de Euler, que, em sua
definicdo de 1748 do conceito de funcdo real com valores reais, escreve: «Uma quantidade
constante é uma quantidade determinada que sempre mantém o mesmo valor.» (Euler, 1796-
1797, Traducao nossa).

Na defini¢do de Euler, ha um elemento que pode nos ajudar a compreender suas ideias

sobre 0 assunto: a ideia de ""tempo fisico™, que estd pelo menos implicita na defini¢do: "que
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sempre preserva”. A presenca do tempo na obra de Euler terd um papel importante. Nesta
ultima nogao, encontraremos a noc¢ao de continuidade. Na verdade, o continuo permanecerd em
um dominio fisico, uma vez que a reta real ndo existe em forma numeérica neste trabalho (a reta
numérica completa é do século X1X).

Como Euler, Bolzano também estava interessado na continuidade, tentando provar o
teorema do valor intermediario, e ele se deparou com uma visdo clara do conjunto dos nimeros

reais. Na verdade, em 1817 Bolzano formulou o seguinte teorema:

“Zwischen je zwei Werthen, die ein entgegensetztes Resultat gewéhren, liege
wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung™:

Entre dois valores que dao resultados de sinais opostos, existe pelo menos uma raiz da
equacdo (Journal: Rein analytischer Beweis).

Em outras palavras, “existe pelo menos uma raiz real da equacgdo entre cada dois
valores que ddo um resultado oposto”.

Na verdade, este teorema que levara seu nome ¢ equivalente ao atual “teorema do valor
intermediario”: “Seja f: [a,b] — R (onde a<b) uma fungéo continua tal que f(a). f(b) < 0.
Entdo, a equacdo f(x) = 0, admite uma solucdo x,€ [a, b], isto €, existe x, € [a, b] tal que
f(x) =07

Para a demonstracdo do seu teorema, Bolzano propds prova-lo sem a ajuda da intuicdo
geométrica. Esta € uma prova analitica. O resultado utilizado por Bolzano em sua prova é
atualmente conhecido como propriedade do limite superior: “Qualquer parte ndo vazia e
limitada superiormente por nimeros reais admite um limite superior.”

Lembremos que um conjunto A < R € limitado superiormente por um nimero M se:
para todos x € A temos x < M. Por exemplo, o conjunto 4 = {x € Q; x2 < 2} ¢ limitado
superiormente, por exemplo, pelo nimero 2 ou por outros valores maiores que 2. Assim, para
um conjunto A c R, o limite superior é definido como segue: se existe um nimero real m € R
tal que:

1. Paratodo x € A temos x < m;
2. Qualquer numero estritamente menor que m ndo aumenta A, entdo m € Unico e é
chamado de limite superior do conjunto A.

Geralmente, o limite superior de um conjunto A é denotado por sup(A). Para um

conjunto limitado superiormente, o limite superior representa o menor limite superior. Por

exemplo, o limite superior do conjunto A = {x € Q; x> < 2} é sup(4) = V2.
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Para Vergnac e Durand-Guerrier, Bonifacio considera que Bolzano j& havia percebido

os limites de basear os fundamentos da analise em argumentos geométricos:

Bolzano (1781-1848) desempenhou um papel crucial nos fundamentos da analise, pois,
ao contrario de muitos de seus contemporaneos cujo objetivo era o desenvolvimento da
ciéncia, ele estava essencialmente preocupado em legitimar os métodos utilizados
(Vergnac, Durand-Guerrier, 2014, p. 8).

A desconfianca de Bolzano €, na verdade, com relacdo a geometria, pois ele escreve:

[...] Mas é igualmente manifesto que esta € uma falha intoleravel contra 0 método
correto, que consiste em tentar deduzir as verdades da matematica pura ou universal
(isto é, da aritmética, algebra ou analise) a partir de consideracdes que pertencem apenas
a uma parte aplicada (ou especial), a saber, a geometria (Bolzano, Memorias sobre 0
Teorema dos Valores Intermediarios, 1817, p. 210). [Citado em Vergnac, Durand-
Guerrier, 2014].

Parece que Bolzano ndo se convenceu pelo argumento geométrico para estudar os
problemas da anélise matematica. Por exemplo, Bolzano ndo aceitou a explicagdo "geométrica”,
segundo a qual, se os valores de uma fun¢do "continua™ mudam de sinal, entdo existe um valor
para o qual ela se anula.

No inicio do século XIX surgiu a necessidade de rigor para a analise. Deu-se, assim, 0
inicio da aritmetizacdo da analise matematica com Cauchy, sobre o qual, na introducéo ao Curso
de Analise, Cauchy escreve: “Quanto aos métodos, eu procurei lhes dar todo o rigor que se
exige na geometria, de maneira a jamais recorrer a argumentos deduzidos da generalidade da
algebra” (Cauchy, 1821, p. ij).

Cauchy esclarece seu método e sua visao de rigor na primeira pagina de seu Resumo do

Curso de Anélise (1823, p. iv). Cauchy escreve:

Os métodos que eu segui em muitos aspectos diferem daqueles que estdo expostos em
obras semelhantes. Mas o principal foi o de conciliar o rigor, que eu jamais tinha feito
no meu curso de analise, a respeito da simplicidade que resultou da consideracao direta
das quantidades infinitamente pequenas (Cauchy, 1823, p. iv).

Podemos dizer que Cauchy iniciou a génese do tratamento por épsilon e delta e,
consequentemente, contribuiu com o nascimento da analise matematica.

A partir dai, a exigéncia de uma construcdo rigorosa independente do aspecto
geométrico torna-se uma necessidade, em que o carater dos numeros irracionais é bem
explicado e mais bem explicitado. Como resultado, constru¢des baseadas no conjunto Q dos
numeros racionais foram desenvolvidas utilizando diferentes métodos, como o método dos

agregados (com Weierstrass, 1872), o método das sequéncias de Cauchy (com Méray, 1869 e
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Cantor, 1872) e o método dos cortes (com Dedekind, 1888). Para esses métodos, que séo
equivalentes (Dhombres, 1978), a construcdo matematica do conjunto de nimeros reais é longa

e requer propriedades e técnicas computacionais. No entanto, segundo Bronner (1997):

O novo conjunto é dotado de operacgdes e uma estrutura de ordem que deixa a estrutura
do corpo ordenado "permanente”. Além disso, Dedekind mostra o carater "continuo” e
"completo” em termos de corte, que € equivalente a propriedade de intervalos
encaixados, muitas vezes considerado como o axioma de Dedekind-Cantor (Bronner,
1997, p. 44).

Dada a complexidade da construcdo dos trés metodos anteriores, isso os torna fora do
alcance dos alunos. Assim, atualmente, a partir desses métodos de construcdo, apresenta-se a
construcdo do conjunto de nameros reais R, em livros didaticos do ensino superior, de forma
axiomatica.

A apresentacdo axiomatica do conjunto de nimeros reais R considerados nos livros
didaticos permitira, entdo: «desenvolvimentos importantes revelando, assim, em axiomas ou
como consequéncia, as varias propriedades algébricas, ordinais e topoldgicas.» (Bronner,
1997, p. 121). Mais precisamente, o uso da abordagem axiomatica, com o axioma da ordem e
as propriedades dos intervalos de R, possibilita o estudo das importantes propriedades
algébricas e topologicas desse conjunto.

E importante destacar que as diferentes construcdes do conjunto dos nimeros reais s3o
motivadas pelo fato de que 0s nimeros reais estdo intimamente relacionados aos conceitos de
limite e continuidade de funcdes reais, que constituem os fundamentos béasicos da analise
matematica.

Além disso, as ligacdes entre a geometria e 0 conjunto R sdo explicadas pela construgédo
de uma bijecdo entre e uma reta graduada gracas ao axioma de Dedekind-Cantor (Bronner,
1997). A construcdo de uma graduacdo completa da reta real é dada por Monge e Ruff (1962),
que apontam que ha: "a analogia entre certos axiomas ou propriedades dos nimeros e as

propriedades dos pontos de uma reta” (Monge e Ruff, 1962). E Bronner acrescenta:

Assim, derivam as propriedades da infinitude e da ordem arquimediana da reta e dos
sistemas numericos (Z, Q ou R), e entdo a propriedade de densidade da ordem: "entre
dois pontos ou dois reais, existe um terceiro”. [...] todas essas propriedades sdo
verificadas por Q e R, e elas nédo identificam diferenca entre esses dois conjuntos
(Bronner, 1997, p. 112).

Atualmente, essas "propriedades” geométricas em geometria euclidiana sao
apresentadas como "axiomas" de incidéncia e de ordem. Para concluir este paragrafo, podemos

dizer que o trabalho dos matemaéticos do século XIX ajudou a esclarecer a constru¢do dos
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ndmeros reais e a destacar os fundamentos da articulacdo dos nimeros reais com 0s conceitos
de limite e continuidade. Parece que essa articulagdo, ja na obra de Bolzano e Dedekind, se

baseia no famoso teorema dos valores intermediarios, que retomaremos mais adiante.

Evolucéo historica das notaces dos conjuntos numericos

De acordo com Rousselet (2021):

Foram necessarios 5 mil anos para termos uma visao clara do que sdo numeros. Na
Babilbnia e no Egito, inteiros e fragdes foram usados. Para os gregos, apenas nimeros
inteiros eram numeros. Numeros negativos foram inventados na China e na India. Os

decimais foram inventados por matematicos arabes. Numeros como v2 ou /5

permaneceram sem status por muito tempo. O ndmero & s6 foi reconhecido como um
namero irracional no século XVIII (Rousselet, 2021, p. 317).

Segundo Rousselet (2021), s6 no final do século XIX é que ficaram definidos os
conjuntos numéricos N, Z, Q, R e C, sendo organizados de acordo com as seguintes inclusées:
NcZc@Q cR c C. Anotacdo desses conjuntos se deve aos matematicos Gauss, Dedekind,
Cantor e Peano. Assim, temos:

o A notacdo N se refere ao conjunto dos nimeros naturais. Mais precisamente, a
notacdo N foi introduzida por Peano en 1894, e a construcdo matematica desse conjunto foi
demonstrada, de forma independente, por Peano e Dedekind proximo do final do século XIX.

o Historicamente, a origem da nocdo de fracdo pode ser encontrada nos papiros
egipcios, em particular no Papiro Rhind, que remonta a —1650 A.C. Em 1895 Peano faz uma
construcdo matematica do conjunto de fracdes, e ele escolhe designar esse conjunto@,
referindo-se a letra da palavra italiana "quoziente" que significa "quociente".

. Para Dedekind: A notacdo Z refere-se a inteiros relativos e € derivada da primeira
letra da palavra alema "Zahlen" (que significa "contar" ou "nimeros").

o A notacdo R foi usada por Cantor para denotar o conjunto de nimeros reais.

Isso porque alguns ndmeros, como V2, v/5 ou &, ndo podem ser expressos como fragdes, de
modo que o conjunto R contendo esses nimeros foi desenvolvido no final do século X1X por
Cantor e Dedekind.

o A notacdo C foi proposta por Gauss, no inicio do século XIX, para denotar o

conjunto de numeros complexos.

Considerac0es didaticas e epistemologicas
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Em geral, como j& foi mencionado, diante de suas dificuldades didatico-pedagdgicas, as
trés construcdes de Weierstrass, de Méray-Cantor e a de Dedekind do conjunto dos nimeros
reais nao podem ser ensinadas no ensino médio, tampouco no inicio da universidade. Por esse
motivo, os livros didaticos, bem como os programas universitarios, ndo déo especial atencdo a
construcdo rigorosa dos nimeros reais e de suas propriedades. 1sso as vezes leva a abordagens
intuitivas no ensino medio.

As concepcoes dos alunos sobre nimeros reais baseiam-se no uso e escolha do conjunto
de numeros proposto, na pratica de atividades matematicas no ensino fundamental e medio.
Essa préatica é reforcada pelo uso de calculadoras e softwares, o que tem como consequéncia
levar os alunos a uma concepcdo do numero real na forma inteira ou decimal. Como resultado,
ao ingressar na universidade, o aluno se deparard com dificuldades na aquisicdo dos conceitos
de analise matematica, como o conceito do limite de funcBes ou o limite de sequéncias
numeéricas.

Em um interessante estudo, Vergnac e Durand-Guerrier destacam a abordagem da
representacdo geométrica do conjunto dos numeros reais, que consiste em destacar a

correspondéncia um-para-um do conjunto dos nimeros reais e a chamada reta "numérica™:

Embora se baseie na intuicdo geométrica da reta que estd em parte na origem da
construcao de Dedekind, parece-nos, tendo em vista o estudo que realizamos, que essa
abordagem, se nos permite abordar a no¢ao de ordem e as primeiras no¢des de analise
no trabalho no ensino médio, ndo é suficiente para construir os diferentes aspectos do
conceito de nimero real. Parece-nos que, para desenvolver esse conceito, seria
interessante estabelecer atividades sobre 0s registros de escrita de um namero (Vergnac,
Durand-Guerrier 2014, p. 9).

Nos livros didaticos, o conjunto de decimais e o conjunto de racionais sao trabalhados
com o auxilio de atividades ou tabelas de valores a fim de introduzir funcdes reais ou para a
construcdo de curvas representativas de determinadas funcdes. Esse tipo de abordagem permite
manipular os ndmeros reais e dar-lhes um significado concreto. Além disso, nas tabelas de
valores para a introducao de funcgdes através de atividades praticas, os valores séo escolhidos a
priori para alcangar os resultados desejados (Job, 2023). Mais: a estreita ligagdo entre nimeros
reais e o conceito de limites de funcGes reais é manifestada por Schons (1965), que introduziu

em seu livro uma "nocéo de variavel™, que é definida da seguinte forma:

Considere uma variavel x que passa sucessivamente por um numero infinito de valores.
Uma variavel passa sucessivamente por varios valores quando, considerando dois desses
valores, podemos dizer que um deles precede o outro; e novamente, qual deles precede
0 outro. Passa sucessivamente por uma infinidade de valores, sendo que nenhum desses
valores é o ultimo. Esses valores podem seguir uns aos outros de forma descontinua e

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v. 26, n. 3, p. 493- 514, 2024 503



ser, por exemplo, termos sucessivos de uma sequéncia ilimitada de ndmeros. Eles
também podem seguir uns aos outros de maneira continua, de modo que nenhum valor
passe de um valor para outro sem passar por todos os valores intermediarios. E o que
acontece, por exemplo, quando representa o eixo x de um ponto que se move em uma
reta orientada (Schons, 1965, p. 156).

Parece aqui que, por necessidade didatica, Schons se sentiu obrigado a tragcar um
paralelo entre a nocdo matematica e o movimento fisico de deslocamento continuo de pontos
em uma reta digital de nimeros reais. E assim que Job utilizara a nogio de variavel “dinamica’:
« [...] no caso de Schons, estamos, portanto, diante de uma definicdo do limite de uma fungéo
que se baseia em uma noc¢ao de variavel «dinamicay, /...J » (Job, 2023, Slides p. 196).

De fato, o aspecto da varidvel "dindmica™ da variavel x reflete tanto os valores reais
tomados por essa varidvel quanto a representacdo geométrica do conjunto de nimeros reais.
Encontramos ao mesmo tempo o aspecto do "teorema do valor intermediario”, o caréater
"continuo™ de Dedekind, do conjunto de numeros reais e a reta numérica. De fato, segundo
Bronner (1997):

Dedekind mostra que a separacdo entre geometria e aritmética no nivel da "criacéo
teodrica" é efetiva [...]. Dhombres cita uma resposta a Kant na qual Dedekind explicita
seu ponto de vista sobre a questdo: "O conceito de espaco é para mim completamente
independente, completamente separavel da representacao da continuidade, e esta ultima
propriedade serve apenas para especificar do conceito geral de espaco 0 conceito
especial de espaco continuo (Bronner, 1997, p. 44).

Segundo Bronner, parece que, do ponto de vista didatico, essa separacao entre geometria
e aritmética seria muito dificil, até mesmo muito complicada.

Consideracoes sobre as construc¢des do conjunto dos numeros reais

Como mencionamos antes, existem varios métodos para construir o conjunto dos
nameros reais a partir do conjunto dos nimeros racionais, dos nimeros inteiros, ou por métodos
puramente axiomaticos. Dentre eles o de Weierstrass (1872), o método das sequéncias de
Cauchy (com Méray, 1869 e Cantor, 1872) e o método dos cortes de Dedekind (1888).
Apresentamos aqui uma abordagem sucinta desses trés métodos historicos notaveis de
construcdo matematica do conjunto de nimeros reais, a fim de uma melhor compreenséo de
diferengas matematicas e didaticas.

Metodo dos agregados de Weierstrass. O método de Weierstrass ndo teve impacto
significativo. Esse método foi derivado do trabalho dos alunos de Weierstrass que o avaliaram

a partir das anotacOes coletadas.
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O método envolve o uso de multiconjuntos finitos ou infinitos, que consistem em

. . . , - 11
ndmeros naturais e inversos de nameros naturais. Por exemplo, E:{2,5,7,§,g}. Um

multiconjunto F é dito limitado se para qualquer subconjunto finito E de F existe & em Q tal

Za<6

a€E

que

Para 0 método de Weierstrass, considere o conjunto F de multiconjuntos limitados, nos
quais ele define adicdo e multiplicacao de forma natural. Weierstrass entdo equipa oconjunto ¥
multiconjuntos limitados com uma relacdo de ordem definida da seguinte forma: para quaisquer
multiconjuntos limitados E e F de F, dizemos que X é menor ou igual a F, e escrevemos E <
F, se para qualquer subconjunto finito C de E e todo subconjunto finito D de F, temos:

XEDN.

aeC beD

Finalmente, Weierstrass introduz a seguinte relacao:
E~FoSE<LSFetF<E
Gracgas a essa relacdo ~ , Weierstrass consegue identificar o conjunto de nimeros reais
estritamente positivos, como o conjunto quociente:
R** = F/~

O Método das Sequéncias de Cauchy (com Méray, 1869 e Cantor, 1872). Uma

sequéncia de nimeros (u, ), Un € dita convergente de limite L e denotamos L = lim wu, se

n—-+oo

Paratodo € > 0 existe N € N tal que paratodon > N tem-se |u,, — L| < &

A aplicacdo dessa definicdo requer o conhecimento do limite L, que representa um
obstaculo. Entdo, para se ter um critério pratico, a ideia da época consiste em estudar a diferenca
entre quaisquer dois termos a partir de um determinado numero N: Uma sequéncia (u,,),, é dita
de Cauchy se:

Paratodo € > 0 existe N € N tal que paratodo n,m > N tem-se |u, — u,,| < €.

Com esta definicdo podemos constatar que o limite ndo aparece e, além disso, uma
sequéncia de Cauchy em Q ndo converge necessariamente em Q. De fato, por exemplo, a
seguinte (u,),, definida por:

n 1

u, = T

ndo converge em Q. Na verdade, seu limite € o nUmero e que estd em R\Q.
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Seja QN o conjunto de sequéncias de nimeros racionais. Este conjunto pode ser munido
naturalmente com as opera¢des de adicao, multiplicacdo e ordem. Sejam (u,), e (v,), duas

sequéncias quaisquer do conjunto QN sdo definidas as seguintes operagdes:

. Adicdo: (Wp)n =(up)nt(vy)n comw, = u, + v,, paratodon € N ;
. Multiplicacdo: (wy,),, =(U)n X (V) COM W, = u, X v, paratodon € N ;
. Ordem: (u,), < (v,), cOMu, < v,, paratodon € N

O conjunto QY equipado com essas operacdes de adicdo e multiplicacdo é um anel
comutativo, e é denotado da seguinte forma (QY, +, x). No entanto, a relacdo < ndo é uma
relacdo de ordem total em QY, ou seja, para duas sequéncias (u.) e (vn) de QN ndo podemos
concluir em geral que (un) < (Va)n OU (Vn)n < (un)n.

Seja R o conjunto de sequéncias de Cauchy. Podemos mostrar também que R < Q% e
herda as operagdes de adi¢do e multiplicacdo acima. Portanto, mostramos que (R, +, x) admite
uma estrutura de subanel do anel (QY, +, x). Seja 3 O subconjunto de R formadas por
sequéncias convergentes para 0. O conjunto 3 € um ideal maximo do anel (R, +, x). O conjunto
(R/3, +, x) € um corpo comutativo denotado por (R, +, X).

Notemos que sequéncias constantes iguais a um racional sdo sequéncias de Cauchy,
além da aplicagdo de Q@ com valores em R/J associando a um namero racional inteiro a
sequéncia constante igual a este racional, é injetiva. O conjunto dos nimeros racionais Q €
injetado naturalmente em todo R. Enfim, sobre o plano topolégico, o conjunto (R/J, +,%, <)
é um corpo totalmente ordenado, em que qualquer sequéncia de Cauchy é convergente.

Em conclusédo, o método de Cauchy permite construir o campo topoldgico dos nimeros
reais R, como sendo o conjunto de classes de equivaléncia do quociente do conjunto de
sequéncias de Cauchy ‘R pelo ideal 3 das sequéncias convergentes para 0.

O método dos cortes (com Dedekind, 1888). Um corte de Dedekind Q@ é o formado
de um par (C~,C*) de suas partes que formam uma particdo de Q com C~ # @ e C* # @ tais
que:

a) Q=CcUCte C NnCt*=0:(C+£0eC*# @ éuma particdo de Q),

b) C~ < C*:Paratodox € C” etodo y € CTtemosx < y

Exemplo de um corte, os dois conjuntos: C~ = {x € Q;x < 0ou x? <2}eCt* ={x €
Q; x > 0 e x? > 2} representa um corte de Q. De fato, podemos ver que esse par (C~,C*) é
um corte porque:

a) Todo nimero racional pertenceaC~" ouaCtcom C~NC* =0
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b) Todo ndmero racional de C~ € estritamente menor do que qualquer numero racional
de C*; ouseja: paratodoa € C" etudo b € C* temos a < b.

Em seguida, Dedekind constréi as operagdes de adicdo, subtracdo, multiplicagdo e
divisdo que dardo aos cortes uma estrutura de corpo: este é o corpo dos nimeros reais R. Ou
seja, 0 conjunto R € o conjunto cortes de Q. Mais precisamente, pode-se demonstrar que 0
corpo dos reais R é ele mesmo completo, ou seja, todos 0s cortes do mesmo tipo definem um
real.

Diante do exposto, observa-se a complexidade da construcdo dos trés metodos
anteriores. Isso os torna fora do alcance dos estudantes. Assim, atualmente, a partir desses
métodos de construcdo, apresenta-se a construcdo do conjunto de nameros reais R em livros

didaticos do ensino superior de forma axiomatica.

Algumas observacfes matematicas adicionais

Para complementar a abordagem de aspectos epistemoldgicos e didaticos, apresentamos

a seguir mais cinco observag6es envolvendo subconjuntos dos nimeros reais.

Observacao 1: Insuficiéncia do conjunto dos niumeros racionais e do axioma do limite
superior

Historicamente, principalmente desde os tempos gregos, a insuficiéncia dos nimeros
racionais tem sido constatada ao usa-los na pratica quando aplicados a problemas conhecidos.
Por exemplo: “Aristételes relata a primeira prova, devido aos pitagoricos, da necessidade de
considerar nimeros irracionais: nenhum racional é capaz de representar a razao entre 0s
comprimentos da diagonal de um quadrado e o lado da diagonal desse quadrado” (Thuizat et
al., 1980, p. 26).

Além disso, de acordo com Thuizat et al. (1980), as terminologias de: natural, racional
e real podem ser interpretadas da seguinte forma:

- Natural: Criar pela natureza

- Racional: Criar pela razéo

- Real: Que existe realmente

Quanto a palavra "irracional”, etimologicamente significa “contrario a razéo”. Portanto,
esse adjetivo reflete em si as dificuldades dos alunos com esses nimeros reais. Além disso, essa
dificuldade parece estar na origem da orientacdo da matematica grega mais para a geometria.

Em geral, a inadequacdo do conjunto de nimeros racionais Q é justificada em alguns

livros didéaticos pelo fato de equagdes algébricas como:
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x?=2o0u x? =3,

ndo admitem solucdes que pertencam a Q. No entanto, hd outra necessidade
fundamental, que esta relacionada a relagao de ordem <. Mais precisamente, ¢ a existéncia do
limite superior de um subconjunto majorado de Q.

Lembremos que um subconjunto de R é majorado se existe um numero M tal que: x <
M, para qualquer x € E. O limite superior sup (E) é definido como o menor dos majorantes no
conjunto majorado E. Podemos ver que para um subconjunto majorado E por N (ou Z) temos:
E admite um limite superior que pertence a N (ou Z). Neste caso, o limite superior de E,
denotado sup (E), pertencente a E. Mas essa propriedade da existéncia do limite ndo é verificada
por todos os subconjuntos majorantes de Q. Em outras palavras, a propriedade da existéncia
do limite superior dos conjuntos N e Z ndo é conservada pelo conjunto Q. Considere por
exemplo os seguintes subconjuntos do conjunto @ dos nimeros racionais:

E,={x=>0comx€Q|x?<2}ouE,={x>0comx € Q|x?<3}.

Podemos observar que:

. E; e E, ndo sdo vazios (0 pertence a E; e igualmente a E,),

. O nimero M = 2 é majorante de E; e E,.

Entretanto, nenhum dos conjuntos admite um limite superior pertencente ao conjunto
Q. Mas cada um desses conjuntos E; e E, esta incluido no conjunto de nimeros reais R e
admite um limite superior que pertence a C, a saber, sup(E;) = V2 e sup(E,) = V3, que s&o
ndmeros reais.

Essa questdo da existéncia do limite superior foi um dos pontos-chave nas diferentes
construcdes do conjunto de nimeros reais no século XIX. Isso leva ao axioma do limite superior
na definicdo do conjunto de nimeros reais, a saber:

Axioma do limite superior: Qualquer subconjunto ndo vazio e majorado de R admite
um limite superior.

O axioma do limite superior tem sido usado para estabelecer muitas propriedades de
ndmeros reais, tais como:

o Propriedade de Arquimedes (ou principio): "Se a e b sdo numeros reais
positivos, entdo ha um inteiro positivo n tal que: n X a > b”.

o A densidade do conjunto @ no conjunto dos numeros reais R: “Dados
quaisquer a,b € R,coma<b;existeumr e Qtalquea<r<»5".

o A propriedade dos conjuntos encaixados (ou o teorema do conjunto

encaixado): “Seja {I,,},=1 um encaixado (ou descendente), denominado, I,,,; < I, cole¢do
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contavel de conjuntos fechados ndo vazios de nimeros reais para 0s quais I; limitada. Ent&o,
temos N}, I, # 0.

Em geral, o limite superior de um subconjunto majorado de R ndo é um elemento desse
conjunto. Por exemplo, o subconjunto dos nimeros reais estritamente negativos de R:

E={x€eRcomx #0]|x <0},

€ majorado e tem um limite superior de sup (E) =0, mas0 & E.

Observacao 2: Numeros irracionais e a estrutura do conjunto dos nimeros reais

Toda construcdo do conjunto de nimeros reais R a partir do conjunto dos ndmeros

racionais Q, é caracterizado por:

. O conjunto Q torna-se um subconjunto de R ;

. A preservacgédo das propriedades de adigdo +, a multiplicagdo X e a relacdo de
ordem < ;

. O complementar de @ em R é chamado de conjunto dos nimeros irracionais.

Em linguagem simbdlica matematica (Q,+,%,<) € isomorfa a um subcorpo de
(R, +,%, ).

Por outro lado, qualquer nimero racional de Q pode ser escrito na forma: S emquep €

Z e q € Z com q # 0. Ndo ha, contudo, notacdo geral para os numeros irracionais. A Unica
excecdo € a de uma classe restrita de nimeros usuais, como: m, e, Va (a = 0) ou mais

genericamente 3/a. Talvez essa dificuldade de uma notagdo geral dos nimeros irracionais
represente um obstaculo epistemoldgico no ensino dos numeros reais.

Observacdo 3. A construcdo dos reais ocorre na interse¢cdo dos campos geométrico,
numerico e analitico

Pode-se dizer que a introducdo simultanea da axiomatizagdo do conjunto R dos nimeros
reais por Cantor, Dedekind e Weierstrass representa os fundamentos da andlise real com base
em um conjunto bem construido que € o conjunto R, ou seja, reflete a importancia e a
necessidade de uma construcéo rigorosa de R como ferramenta fundamental para as bases da

analise matematica. Além disso, segundo Margolinas (1988):

Dedekind fala disso muito claramente (Dedekind, 1872), insistindo na motivacdo para
sua construcdo. Ele coloca R na interseccdo de trés grandes campos matematicos, o
geomeétrico, 0 humeérico e o analitico. Baseia-se na necessidade de libertar a nocéo de
continuidade das evidéncias geométricas. Sua exposi¢cdo comeca com as propriedades
dos racionais "consideradas como consequéncias necessarias da aritmética”, para
comparar as propriedades de Q com as de uma reta intuitivamente continua e concluir
gue ha uma falta de continuidade de Q (Margolinas, 1988, p. 52).
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Observacao 4. Ensino de nimeros reais e anélise
Vaérias questdes surgem sobre o conhecimento dos nUmeros reais em matematica e nos

programas de ensino no ensino fundamental, médio e superior.

1- No ensino, alguns numeros irracionais particulares como =m, V2, e sdo
considerados. No entanto, o estudo dos fundamentos do conjunto R dos numeros reais, como
um conjunto estruturado com uma relacéo de ordem, é menos profundo.

2- O conjunto R esta na interseccdo de varios dominios matematicos.

Qual seria 0 modelo de ensino de nameros reais para o estudo, analise matematica
e construcdo do pensamento funcional?

Essa questdo sempre foi levantada de forma aguda no Brasil e em outros lugares. Como
mencionado por Margolinas (1988), percebe-se que, para o ensino, hd uma tensdo entre os dois
modelos a seguir:

. Modelo axiomatico, no qual a construcgdo de R é a base da analise matematica,

o Modelo de ensino, em que o estudo de R € a base para o estudo da andlise.

Novamente, segundo Margolinas (1988), considerando o modelo histérico para um
modelo de ensino, deve-se ter:

o Modelo histérico, em que a construcdo de R é a etapa final na construcdo da

analise matematica,

o Modelo de Ensino, em que o estudo de R é a etapa final para o estudo da analise
matematica.

. Modelo de ensino, em que o estudo de R ¢ a etapa final, para o estudo da anélise
matematica.

Parece-nos que o professor, ciente desse vai e vem entre os diferentes modelos de ensino
de andlise matematica, pode formar sua propria reflexdo sobre o ensino de analise matematica
no nivel do ensino médio ou universitario por meio das abordagens proporcionadas pelos

curriculos oficiais e livros didaticos.

Discussao

Neste estudo procuramos nos basear em alguns elementos relativos as origens e
motivacgdes do inicio da aritmetizagdo da analise matematica a fim de mostrar a importancia
didatica do dominio de propriedades do conjunto dos nimeros reais por parte dos estudantes
universitarios. E uma condicdo que pode ajudar a superar algumas dificuldades inerentes ao

conceito de limite de fungdes reais com valores reais. Na verdade, a definicdo formal de limite
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com (g, 8) é de dificil acesso para muitos alunos, especialmente porque, em geral, ela ndo é
utilizada na resolugdo dos exercicios.

Quais contribuicbes da histéria para o ensino de um conceito? Em geral, com 0s
conhecimentos histdricos, o professor tem condicdes de fazer um recuo para entender e
identificar de outro modo as dificuldades dos alunos. Isso também, pode contribuir para a
compreensdo da construgdo do saber matematico do aluno. Assim, por exemplo, o professor
pode propor situagcdes-problema susceptiveis visando facilitar a construcdo de conhecimentos
matematicos pelo aluno, o que pode contribuir para auxiliar na aprendizagem do conceito pelo
aluno. Por outro lado, as justificativas historicas possibilitam uma maior aten¢do e motivagéo
dos alunos.

Quais precaugbes quanto ao uso da histéria no ensino de um conceito?
ApresentacOes ultra simplificadas e redutoras das nogdes nos livros didaticos podem mascarar
os problemas reais do passado e interpretar a matematica de outra época com 0s conhecimentos
atuais: pratica de anacronismo. Além disso, o professor precisa ficar atento sobre a
apresentacdo historica errbnea de uma nogdo por alguns livros didaticos. Além disso,
determinados estudos nos convidam ao distanciamento, a fim de evitar a aproximacéo entre as
dificuldades histdricas e/ou epistemoldgicas e as dificuldades e concepcdes dos estudantes.

Uma abordagem de um estudo preliminar das propriedades dos nimeros reais foi levada
em considera¢do nos livros de Rachidi-Magalh&es de Freitas-Junqueira Godinho Mongelli
(2020) e Rachidi-Burigato-Junqueira Godinho Mongelli (2023). Nestes dois livros, os capitulos
foram dedicados ao estudo das propriedades algébricas e topoldgicas de todos 0s nimeros reais.
Por outro lado, levando em consideracédo o elemento Célculo 1 (da UFMS), Burigato e Rachidi
(2023) apresentaram atividades em que a existéncia de limites de determinadas funcgdes exige
necessariamente a utilizacdo da definicdo formal de limite. Mais precisamente, as
demonstracdes das atividades propostas no artigo de Burigato-Rachidi (2023) baseiam-se na
definicdo formal de limite e nas quais sequéncias de nimeros reais especificos desempenham
um papel importante. A motivagdo para esta abordagem deve-se a sua relacdo com o
pensamento funcional, que geralmente € descrito por determinados elementos que o

caracterizam, isto €, de acordo com Blanton e Kaput:

Conceituamos amplamente o pensamento funcional para incorporar a construcdo e a
generalizagdo de padrfes e relagbes usando diversas ferramentas linguisticas e
representacionais e tratando relacdes generalizadas de fungdes, que resultam como
objetos matematicos Uteis por si mesmos (2004, p. 8, de acordo com a traducédo de
Burigato-Rachidi).
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Diante disso, encontramos em Georges a seguinte reflexéo:

Tendo em conta a preeminéncia do pensamento funcional e a disponibilidade dos varios
métodos matematicos para a interpretacao, representacdo, generalizacao e aplicacdo das
relacfes funcionais para tornar possivel a aquisi¢do de habitos corretos de pensamento
funcional, somos levados a crer que este € 0 objetivo principal do ensino da matematica
(1929, p. 608, de acordo com a traducdo de Burigato-Rachidi).

Assim, podemos concluir que:

O pensamento funcional esta ligado ao conceito de funcéo, fazendo com que possamos
encontra-lo em varios ramos da matematica, em que o conceito de funcdo esta presente.
Assim, o pensamento funcional vai para além da matematica, o que permite enriquecer
a formacdo do aluno em diferentes areas (2023, p. 29).

Concluséao

Quanto ao conteudo deste trabalho, gostariamos de destacar alguns aspectos que
consideramos importantes e que abordamos neste artigo. Destacamos e apresentamos elementos
gerais sobre construcBes importantes do conjunto dos numeros reais e seu papel na
aritmetizacdo da andlise. Por outro lado, a histéria dos nimeros reais e suas construgdes
constituem ferramentas importantes para o ensino e para a cultura cientifica do professor.
Destacamos ainda diversas observacdes didaticas e epistemologicas ligadas a historia dos
nameros reais e suas construgdes. Além disso, sublinhamos também a importancia da historia
dos nimeros reais e das suas construcdes para o desenvolvimento de um MER.

Portanto, podemos dizer que, de modo geral, as rigorosas constru¢fes matematicas do
conjunto dos nimeros reais durante a segunda metade do século XIX foram motivadas pela
importancia deste conjunto para o estudo dos limites e continuidade de funcbes reais com
valores reais. Mais especificamente, os matematicos desta época perceberam que a base da
analise matematica moderna requer necessariamente uma construcdo matematica rigorosa de
nameros reais. Além disso, com base nessa observacdo, apresentamos neste estudo alguns
elementos de abordagem para ilustrar a importancia didatica de um estudo aprofundado do
conjunto dos nimeros reais e suas propriedades por parte dos alunos. De fato, isso pode permitir
que eles realizem o estudo da continuidade e do limite com mais serenidade e, mais ainda, da
abordagem a andlise matematica com mais rigor.

Finalmente, acreditamos que este trabalho possa contribuir para aprimorar a abordagem
de limite e de continuidade, no final do ensino médio e nas disciplinas de Céalculo e Anélise
Matematica dos cursos de graduacdo da area de Ciéncias Exatas. Esperamos ter conseguido

fornecer subsidios para a elaboragdo de Modelos Epistemologicos de Referéncia (MER),
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visando o desenvolvimento de estudos e pesquisas sobre organiza¢fes matematicas e didaticas

concernentes aos contetidos de funces, limite, continuidade, entre outros.
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