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Resumo

Neste ensaio tedrico, apresenta-se propostas de tarefas e analises praxeologicas em um Modelo
Epistemologico de Referéncia (MER) para o ensino do Calculo Diferencial e Integral
ressignificando a difusdo da no¢do de limite de uma funcao pela definicdo. O referido MER
tem como pressuposto epistemoldgico e metodoldgico a Teoria Antropoldgica do Didatico de
Yves Chevallard e as ideias de processamentos atencionais top-down e bottom-up. A producao
de dados desse estudo ocorre via analise praxeoldgica a partir de tarefas extraidas de livros
didaticos e andlise a priori do MER construido. Como principal resultado, observou-se, por
meio da analise inicial das tarefas que compuseram o MER, que os conhecimentos tacitos

necessarios para a resolugdo das tarefas podem ser evocados por sua estrutura, enquanto, no
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processamento bottom-up, o uso de recursos imagéticos auxilia na focalizacdo da atengdo para
aspectos conceituais importantes presentes nas tarefas propostas.
Palavras-chave: Limite de uma funcdo, Mecanismos atencionais, Modelo

epistemoldgico de referéncia.

Abstract

In this theoretical essay, we intend to present task proposals and praxeological analyzes in an
Epistemological Reference Model (MER) for teaching Differential and Integral Calculus,
giving new meaning to the diffusion of the notion of limit of a function by definition. The
aforementioned MER has as its epistemological and methodological assumption the
Anthropological Theory of Didactics by Yves Chevallard and the ideas of Top Down and
Bottom up attentional processing. Data production for this study occurs via praxeological
analysis based on tasks extracted from textbooks and a priori analysis of the constructed MER.
As a main result, it was observed through the a priori analysis of the tasks that made up the
MER, that the tacit knowledge necessary to solve the tasks can be evoked by their structure,
while in bottom-up processing the use of imagery resources helps in focusing paying attention
to important conceptual aspects present in the proposed tasks.

Keywords: Limit of a function, Attentional mechanisms, Epistemological model of

reference.

Resumen

En este ensayo teodrico se presentan propuestas de tareas y analisis praxeoldgicos en un Modelo
de Referencia Epistemoldgico (MER) para la ensefianza del Célculo Diferencial e Integral,
dando un nuevo significado a la difusion de la nocion de limite de una funcién por definicion.
El mencionado MER tiene como presupuesto epistemoldgico y metodoldgico la Teoria Antro-
poldgica de la Didactica de Yves Chevallard y las ideas de procesamiento atencional de arriba
hacia abajo y de abajo hacia arriba. La produccion de datos para este estudio se produce me-
diante un analisis praxeoldgico basado en tareas extraidas de libros de texto y un andlisis a
priori del MER construido. Como resultado principal, se observd, a través del analisis inicial
de las tareas que conformaron el MER, que el conocimiento tacito necesario para resolver las
tareas puede ser evocado por su estructura, mientras que, en el procesamiento ascendente, el
uso de iméagenes Los recursos ayudan a centrar la atencion en aspectos conceptuales importan-

tes presentes en las tareas propuestas.
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Palabras clave: Limite de una funcion, Mecanismos atencionales, Modelo epistemol6-

gico de referencia.

Résumé

Dans cet essai théorique, des propositions de taches et d'analyses praxéologiques sont
présentées dans un Modéle Epistémologique de Référence (MER) pour I'enseignement du
Calcul Différentiel et Intégral, donnant un nouveau sens a la diffusion de la notion de limite
d'une fonction par définition. Le REM susmentionné a pour postulat épistémologique et
méthodologique la Théorie Anthropologique de la Didactique d"Yves Chevallard et les idées de
traitement attentionnel top-down et bottom-up. La production de données pour cette étude se
fait via une analyse praxéologique basée sur des taches extraites des manuels et une analyse a
priori du MER construit. Comme résultat principal, il a été observe, a travers I'analyse initiale
des taches qui composent le MER, que les connaissances tacites nécessaires a la résolution des
taches peuvent étre évoquées par sa structure, tandis que, dans le traitement de bottom-up
I'utilisation de ressources d'imagerie permet de concentrer l'attention sur des aspects
conceptuels importants présents dans les tdches proposées.

Mots-clés : Limite d'une fonction, Mécanismes attentionnels, Modele épistémologique

de référence.
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Uma proposta de modelo epistemoldgico de referéncia para o estudo de limites
dialogado via mecanismos de atencao

Este trabalho apresenta propostas de tarefas e analises praxeolégicas em um Modelo
Epistemologico de Referéncia (MER) para o ensino do Calculo Diferencial e Integral.
Resumidamente, um MER pode ser entendido como uma rede de praxeologias cuja dinamica
se deve contrastar experimentalmente, haja vista ser uma hipétese cientifica e, a0 mesmo
tempo, especifica do investigador (Fonseca et al., 2014; Ruiz-Munzon et al., 2011).

Tendo como ponto de partida a Didatica da Matematica, tal conjunto de principios,
conceitos e teorias orientam a forma como os professores ensinam Matematica e como 0s
alunos aprendem temas sobre essa area do saber. Um MER, certamente, é capaz de definir as
crengas sobre o conhecimento matematico, 0s processos cognitivos envolvidos na
aprendizagem da Matematica, os métodos de ensino mais eficazes, entre outros aspectos
importantes para a pratica educativa; portanto, 0 MER adotado serve como base para a
construcdo de estratégias de ensino e aprendizagem em Matematica.

De acordo com Sierpinska (1994), um modelo epistemoldgico na Didatica da
Matematica deve considerar tanto o conhecimento matematico quanto o pedagdgico. Isso
significa que é preciso levar em conta ndo apenas a estrutura l6gica e formal dos conceitos
matematicos, mas também as dificuldades e desafios que os estudantes enfrentam ao aprender

£sses conceitos.

Nenhum educador pode se dar ao luxo de omitir o contetdo do conhecimento. E o
contetido do conhecimento que interessa a Didatica, em oposicao as teorias pedagogicas
gerais. E claro que estes “mecanismos comuns” podem fornecer uma base tedrica para
consideracOes e servir na terminologia utilizada para descrever conclusdes relativas a
problemas de compreensdo e tomada de decisfes no ensino. No entanto, eles nunca séo

0 objetivo final da pesquisa (Sierpinska, 1994, p. 98, traducdo nossa).

Seguindo essa linha de pensamento, da Ponte et al. (2016) destacam a importancia de
considerar as interagdes entre os diferentes atores envolvidos no processo de ensino e
aprendizagem da Matemaética, como professores, alunos e materiais didaticos. Um modelo
epistemoldgico eficaz deve ser capaz de integrar essas diversas dimensdes e promover uma
abordagem mais dinamica e contextualizada do ensino da Matematica. Portanto, ressaltamos a
necessidade de refletir sobre as concepgdes prévias dos estudantes em relacdo a Matematica,
pois essas concepgdes podem influenciar significativamente a aprendizagem. Assim, um
modelo epistemoldgico, na Didatica da Matematica, deve levar em conta ndo apenas o objeto
do saber a ser ensinado, mas também as concep¢des prévias dos alunos e aspectos da cognicéo

que integrardo as condicOes e/ou restricdes para a aprendizagem dos saberes em jogo.
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Com base nesses trabalhos, entendemos que um modelo epistemoldgico, na Didatica da
Matematica, deve ser flexivel o suficiente para dar conta das multiplas formas de representacao
e comunicacdo presentes no contexto do ensino. Dessa forma, é possivel garantir uma
abordagem mais inclusiva e diversificada do ensino da matematica, promovendo uma
aprendizagem mais significativa e autbnoma por parte dos estudantes.

Uma de nossas propostas € discorrer sobre o aporte ferramental e tedrico necessario a
elaboracdo de um MER. Ao falarmos de “processos cognitivos envolvidos”, “percepgdes e
representacdes mentais dos alunos” e “multiplas formas de representacdo e comunicagdo”,
percebemos que apenas os objetos matematicos em si, que vivem a partir do “conhecimento
matematico”, ndo sao suficientes na elaboracdo de um MER. Por isso, recorremos a algumas
técnicas de Neurociéncia para basear o modelo, com énfase nos mecanismos de atencéo.

A atengdo € um processo cognitivo fundamental para a aprendizagem, pois permite a
selecdo e focalizacdo de estimulos relevantes para o processamento de informacdes. De acordo
com Posner e Petersen (1990), a atencéo pode ser dividida em trés redes neurais distintas: a
rede de alerta, responsavel pela vigilancia do ambiente; a rede orientada espacialmente, que
direciona a atencdo para determinadas areas do espaco; e a rede executiva, envolvida no
controle cognitivo e na resolucéo de problemas.

No contexto do ensino do Calculo Diferencial e Integral, os mecanismos de atencéo
desempenham um papel crucial na compreensdo dos conceitos matematicos complexos.
Segundo Zeki (2002), a percepg¢do visual € uma das principais formas de processamento da
informacdo matematica, sendo essencial para identificar padrdes, relacdes e propriedades dos
objetos matematicos. Portanto, ao direcionar a atencdo dos alunos para aspectos especificos das
equacdes diferenciais e integrais, € possivel que sejam ativados 0s conhecimentos prévios
(processamento top-down) para a resolucdo de tarefas que poderdo ser combinados com
elementos figurais, que ativardo, por sua vez, 0 mecanismo bottom-up (evocando aspectos
sensoriais visuais), para facilitar a compreenséo dos estudantes sobre o0 objeto estudado.

Além disso, as emogdes também desempenham um papel importante na regulacéo da
atencdo durante a aprendizagem. De acordo com Relvas (2023), elas influenciam diretamente
a atividade neural relacionada a atengdo seletiva, modulando a priorizagdo de estimulos
emocionalmente relevantes. Assim, estratégias que estimulem emocdes positivas nos alunos
podem aumentar sua motivacdo e seu engajamento com o conteddo matematico. Todavia, 0
aspecto emocional ndo sera objeto de analise deste trabalho.

Outro ponto relevante na elabora¢do de um modelo epistemolégico para o ensino do

Calculo é a metacognicdo, ou seja, 0 conhecimento sobre nossos proprios processos cognitivos.
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Segundo Schraw et al. (2006), os estudantes que possuem habilidades metacognitivas
desenvolvidas sdo capazes de monitorar e regular sua atencao de forma mais eficiente durante
tarefas complexas, como resolver problemas matematicos. Portanto, incentivar os alunos a
refletir sobre seus proprios pensamentos e estratégias pode contribuir para uma melhor
compreensdo dos conceitos matematicos.

Estamos convencidos de que os mecanismos de atencdo desempenham um papel
fundamental na aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral. Ao compreender como
funciona nossa capacidade de foco e concentragdo, os educadores podem utilizar estratégias
pedagogicas mais eficazes para facilitar a assimilacdo dos contetdos pelos alunos. Além disso,
considerar aspectos emocionais e metacognitivos na elaboracdo do modelo epistemoldgico

pode potencializar ainda mais a aprendizagem matematica dos estudantes.

Mecanismos de atengdo

As disciplinas da area de Exatas sdo frequentemente consideradas como desafiadoras e
intimidantes por muitos estudantes. Elas exigem um alto nivel de abstracéo e raciocinio l6gico,
0 que pode gerar ansiedade e estresse nos alunos. De acordo com um estudo realizado por
Pekrun et al. (2007), a ansiedade em relacdo a essas matérias esta associada a uma baixa
autoeficacia e autoestima dos estudantes.

Além disso, tais disciplinas podem impactar negativamente o aspecto psicossocial dos
estudantes ao reforcarem estere6tipos de género e raca. Segundo pesquisa realizada por Steele
e Aronson (1995), mulheres e minorias étnicas tendem a se sentir menos capazes em disciplinas
de exatas devido a estigmatizacdo social e a pressao cultural. Isso pode levar a uma diminuicao
do interesse e da motivacdo desses grupos em seguir carreiras nas areas de Ciéncias e
Tecnologia.

Por outro lado, alguns estudos demonstram que o aprendizado das disciplinas de Exatas
pode ter um impacto positivo no desenvolvimento cognitivo e emocional dos estudantes. De
acordo com Boaler (2013), o ensino de Matematica baseado em problemas estimula a
criatividade, o pensamento critico e a resolucdo de conflitos, contribuindo para o
desenvolvimento global dos alunos.

E importante ressaltar que os professores desempenham um papel fundamental na
promog¢do do bem-estar psicossocial dos estudantes nas disciplinas de Exatas. Um estudo
realizado por Hembree (1990) destaca a importancia do apoio emocional dos professores na

reducdo da ansiedade dos alunos em relagdo a Matematica. Estratégias pedagdgicas que
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valorizam a diversidade promovem a equidade de género e incentivam a colaboragédo entre o0s
alunos também sdo essenciais para criar um ambiente mais inclusivo e acolhedor.

A seguranca emocional, por sua vez, ndo € garantia de sucesso no aspecto cognitivo,
embora facilite essa via por meio do treinamento e do aperfeicoamento dos mecanismos de
atencdo. Os mecanismos de atencdo desempenham um papel fundamental no processo de
ensino-aprendizagem em geral e mais precisamente do Calculo Diferencial e Integral. A
atencdo € responsavel por direcionar a percep¢do e o0 processamento de informacoes,
influenciando diretamente a compreensdo e retengdo dos conceitos matematicos. No contexto
do aprendizado do Calculo, dois modelos tedricos sdo frequentemente utilizados para explicar
0s mecanismos de atencdo: bottom-up e top-down. Para tanto, consideraremos a abordagem
feita em Sarter et al. (2001).

O processamento bottom-up se refere & atencdo espontanea e automatica, direcionada
pelos estimulos sensoriais externos. Nesse caso, a pessoa pode ser atraida pela apresentacdo
visual ou auditiva dos conteudos matematicos, focando sua aten¢do em elementos especificos,
como graficos, equacdes ou explicacOes verbais. Esse tipo de atengdo é essencial para a
identificacdo de padrdes e regularidades nos problemas de célculo, facilitando a resolucéo das

questdes propostas.
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Experimento atencional de Helmholtz realizado em 1894 (Gazzaniga et al., 2006)
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Por outro lado, o modelo top-down envolve uma atengdo controlada e voluntéria, guiada
pelas expectativas, conhecimentos prévios e metas individuais do aluno. Nesse trabalho, o
estudante utiliza suas experiéncias anteriores com o Calculo para direcionar sua atencdo aos
aspectos mais relevantes da matéria, como conceitos fundamentais, técnicas de resolucéo de
problemas ou aplicacdes praticas. O processamento top-down permite ao aluno organizar as
informagbes de forma significativa e contextualizada, facilitando a compreensédo e
memorizacdo dos conceitos matematicos.

Em conjunto, os modelos bottom-up e top-down contribuem para uma eficaz
aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral. Enquanto a atencdo bottom-up auxilia na
identificacdo rapida de informacgdes importantes nos problemas matematicos, a atencdo top-
down possibilita uma abordagem mais estruturada e reflexiva sobre os contetdos estudados.
Ao combinar esses dois mecanismos de atencdo, os professores podem promover um
aprendizado mais profundo e significativo dos conceitos matematicos entre os alunos.

Tabela 1.

Propostas: como o0 mecanismo bottom-up pode auxiliar na aprendizagem do Célculo

Diferencial e Integral

Bottom-up

1. Utilizacdo de exemplos concretos e praticos para introduzir os conceitos bésicos do Calculo
Diferencial e Integral.

2. Incentivo a resolugdo de problemas simples antes de abordar questdes mais complexas.

3. Estimulo a participacdo ativa dos alunos na construcao do conhecimento, por meio de atividades
praticas e experimentais que demonstrem as aplicacdes do célculo na vida real.

4. Introducdo gradual dos conceitos matematicos, comegando pelos fundamentos da algebra e
geometria antes de avancar para o Célculo propriamente dito.

5. Realizagdo de revisdes periddicas e exercicios de fixacdo para consolidar o aprendizado dos
alunos em cada etapa do processo de ensino-aprendizagem.

6. Fomento ao desenvolvimento da capacidade critica e analitica dos estudantes, incentivando-os a
questionar e explorar diferentes abordagens para a resolucéo de problemas matematicos.

7. Aplicacdo de técnicas de gamificacdo no ensino do célculo diferencial e integral, como forma
de engajar os alunos e tornar o aprendizado mais dinamico e interativo.

8. Utilizagdo de recursos tecnoldgicos, como softwares especificos para calculos matematicos, para
auxiliar os alunos na visualizagdo e compreensdo dos conceitos apresentados em sala de aula.

9. Promocéo da interdisciplinaridade no ensino do calculo, relacionando os contetdos matematicos
com outras areas do conhecimento, como Fisica, Quimica e Engenharia.

10. Estabelecimento de uma relagdo proxima entre professores e alunos, criando um ambiente
acolhedor e motivador para o aprendizado do Célculo Diferencial e Integral.
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Tabela 2.

Propostas: como 0 mecanismo top-down pode auxiliar no ensino aprendizagem do Célculo

Diferencial e Integral

Top-down

1. Definicdo clara de objetivos e metas de aprendizagem: permitir ao professor estabelecer de forma
precisa quais sao os conceitos fundamentais que os alunos devem dominar no Célculo Diferencial
e Integral.

2. Organizacdo da sequéncia didatica: é possivel estruturar o conteudo de forma hierérquica,
priorizando a compreensdo dos conceitos mais amplos antes de avancar para detalhes mais
especificos.

3. Contextualizacdo dos conceitos matematicos: relacionar os conceitos do Calculo Diferencial e
Integral com situacGes praticas do cotidiano dos alunos, facilitando a compreenséo e aplicacéo
deles.

4, Estimulo a resolucdo de problemas complexos: ao apresentar aos alunos desafios que exigem a
integracdo de diversos conceitos do Célculo, 0 método top-down favorece o desenvolvimento da
capacidade analitica e critica dos estudantes.

5. Incentivo a autonomia e autodidatismo: os alunos sdo estimulados a buscar novas fontes de
informacéo e a desenvolver habilidades de pesquisa independente na &rea do Célculo Diferencial
e Integral.

6. Utilizacdo de recursos tecnoldgicos: uso de ferramentas digitais como softwares graficos e
simuladores, ampliando as possibilidades de visualizacdo e experimentacdo dos conceitos
matematicos.

7. Integracdo interdisciplinar: ao adotar uma perspectiva holistica na abordagem do Calculo
Diferencial e Integral, o método top-down favorece a conexdo entre diferentes areas do
conhecimento, enriquecendo o processo educativo.

8. Feedback continuo e personalizado: fornecer retornos individualizados aos alunos, identificando
suas dificuldades especificas no aprendizado do Célculo Diferencial e Integral e propondo
estratégias para supera-las.

9. Estimulo a reflexdo metacognitiva: ao promover uma abordagem reflexiva sobre o proprio
processo de aprendizagem, os alunos desenvolvem maior consciéncia sobre suas estratégias
cognitivas no estudo do Calculo.

10. Promocéo da criatividade e inovacgdo: professores podem estimular os alunos a explorarem novas
formas de pensar e resolverem problemas no contexto do Célculo Diferencial e Integral,
incentivando a criatividade e a originalidade na construgdo do conhecimento matematico.

O uso consciente do mecanismo top-down permite que os alunos sejam capazes de
direcionar sua atencdo para aspectos especificos do contetdo, filtrando as informacoes
relevantes e ignorando distratores. Ao utilizar estratégias de organizacdo mental e elaboracéo

cognitiva, os estudantes conseguem processar as informacdes de forma mais eficaz.

Limites

O conceito de limite é fundamental na Analise Real; dele resultam varias outras ideias
importantes, como derivadas, integrais, continuidade e otimizacdo. Apesar de ser considerado

bésico, muitas pessoas com formagdo no campo das Ciéncias Exatas tém dificuldade em
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compreender completamente tal conceito. O termo “limite” possui diversos significados, mas
aqui refere-se ao valor para o qual uma funcéo real se aproxima a medida que os elementos de
seu dominio se acumulam em torno de um valor especifico. Para aqueles que ndo seguem
carreiras na area da Matematica, a falta de compreensédo do conceito de limite pode néo ser tdo
problemaética; no entanto, para estudantes e professores de Matemaética no nivel superior, essa
compreensdo afetara diretamente sua capacidade de avancar em cursos mais complexos ou em
aplicacdes nas mais diversas areas. Atualmente, o ensino dessa no¢do — nao a ideia intuitiva,
mas a formalizacdo — no Célculo é abordado pela formalizacdo fundamentada em

quantificadores e desenvolvida por Weierstrass:

O numero L é o limite da funcdo f(x), onde x tende a Xo, se dado qualquer nimero
arbitrariamente pequeno g, outro nimero o possa ser encontrado tal que para todos os

valores de x diferindo de Xo por menos que 8, o valor de f(x) diferir de L por menos que
€. (Boyer, 1949, p. 287)

Esta ndo é exatamente a forma como o conceito de limite aparece nos livros de Célculo
atualmente, mas é bem préxima da atual. A partir daqui, seguem as experiéncias dos autores no
ensino de Célculo Diferencial e Integral, Analise Real ou Analise Complexa. Na etapa inicial
de um curso de Calculo ou de Andlise, o contexto é o das fungdes reais (seu contradominio € o
conjunto dos reais) a uma variavel real (seu dominio € um subconjunto dos reais); nesse locus,
costuma ser apresentado o conceito de limite. Trazendo mais rigor matematico a definicéo de
Weierstrass, formula-se a noc¢do de limite da seguinte forma: seja f uma funcdo (real a uma
variavel real) e p um ponto de acumulacdo para f (ou para o dominio de f), o limite da funcéo f
quando x tende a p é igual a L se, ¢ somente se, dado € > 0 arbitrario, existe, a partir deste €
fixado, 6 > 0 tal que 0 < |x - p| <& = [f(X) - L| < &. Em outras palavras, se a distancia de x a p
inferior a 3, em que x ¢ um ponto do dominio de f distinto de p (arbitrario, com essa condi¢éo),
implicar que a distancia de f(x) a L ¢ inferior a &.

Esse fato é representado graficamente da seguinte forma:

lim f(z) = L
T—p
Figura 1b.
Representacao grafico-simbdlica do limite.

A expressdo representada na Figura 1, sintetiza a famosa abordagem de limites por
¢épsilons e deltas, que denotaremos por €-6. Aqui cabe explicitar o ponto de partida da primeira
forma de analisar esse conceito. Embora se tenha dito que esse conceito é visto em uma etapa
inicial das disciplinas de Calculo, as experiéncias relatadas seguem desta definicdo de limite

apresentada, a nivel de revisdo, em cursos mais avangados, como Célculo Vetorial (para
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fungdes de vérias variaveis) e Anélise Real em institui¢cGes de trés estados brasileiros (Bahia,
BA, Mato Grosso, MT e Sé&o Paulo, SP) onde o primeiro autor lecionou a referida disciplina.
Ao rever o conceito de limite, verificou-se, pelos estudantes, a formulacdo das seguintes
questoes:

o O que é um ponto de acumulacao?

e O que significa um ponto acumular em um valor?

e Logo apds fazer a apresentacdo da definicédo, o professor fala que a ideia é fazer

épsilon e delta tenderem a zero. Por qué?

« Epsilon é variavel ou é constante? Esta fixo ou é arbitrario?

« Delta é variavel ou é constante? Esta fixo ou é arbitrario?

e X évariavel ou é constante? Esta fixo ou é arbitrario?

« févaridvel ou é constante? Esta fixo ou é arbitrario?

e O que significa “x - p” entre as barras?

e Porque0<|x-p|? (Afinal, se x = p, teremos |[x —p| =|p—p| =0.)

A definicdo de limite supracitada, simplesmente registrada pela Figura 1, mobiliza as

seguintes abordagens:
1. Conectivos logicos (“implicar”).
2. Quantificadores (“existe”, “para todo”, ambos podem ser considerados a partir
da Teoria Ingénua de Conjuntos).
3. Variaveis.
4. Fungdo modulo.
5. Distancia (a partir da funcdo modulo).
6. Ponto de acumulacéo.
7. Funcdo real.
8. Funcdo e seus descritores (dominio, contradominio, lei).

Nas aulas de Calculo, o conceito de limite é frequentemente considerado como um dos
mais complexos pelos alunos (Karatas et al., 2011; Swinyard & Larsen, 2012). Identificar as
dificuldades na compreensdo dos Limites é importante para sua relagdo com outros conceitos
matematicos. Equipar os estudantes com ferramentas conceituais necessarias para abordar uma
gama de problemas matematicos e aplicados, que envolvem a fundamentacdo do célculo
diferencial e integral, a compreensdo dos conceitos infinitesimais, 0 o desenvolvimento do
raciocinio abstrato e a formalizacdo do conceito de mudancgas que, por sua vez, permitirdo
analisar como uma funcéo se comporta & medida em que suas variaveis se aproximam de

determinados valores, envolve o uso do limite de uma funcdo, teoremas relacionados ao
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conceito de limite e determinar se o limite existe pela defini¢cdo formal. A capacidade dos alunos
em alcangar essas habilidades depende da compreensdo adequada da definicdo formal da
referida nocao.

Entretanto, o objeto matematico carece de uma vivéncia adequada dentro da disposi¢éo
institucional normalmente vigente. Considere, por exemplo, as representacdes graficas das

Figuras 2 e 3.

Figura 2.

Gréfico no plano xy em forma de “V”.

d
/‘-‘__‘—Jﬁ—_ﬁ
a b

Figura 3.

Representacao grafica da distancia entre dois nUmeros na reta real.

Um dos autores, em experimentos didaticos em turmas de Calculo Diferencial numa
universidade federal do oeste baiano, langa a pergunta: quando a palavra “modulo” (no contexto
dos numeros reais) ¢ pronunciada, qual dessas figuras surge em sua “visualizacdo mental”: a
Figura 2 ou a Figura 3? A maioria responde, sem titubear: Figura 2. Adentrando no aspecto
investigativo, observou-se que ndo ha uma associa¢do a priori entre “distancia” e “modulo”.
Essa pergunta, bem como o0s esbocos de respostas norteiam de certo modo o MER aqui
proposto, na medida em que sinalizam que existe uma possibilidade das nogdes sobre

mecanismos atencionais contribuiram na aprendizagem do referido objeto do saber.
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Ademais, a aten¢do é um mecanismo fundamental para a aprendizagem em qualquer
area do conhecimento. Quando se trata do tema “limites”, a capacidade de concentragdo e foco
se torna ainda mais relevante, uma vez que exige reflexdo, autocontrole e capacidade de
estabelecer restricbes pessoais e logicas. No que tange a pergunta supracitada sobre a
representacdo que os estudantes fazem em relacéo a palavra modulo, um MER pautado nos
mecanismos atencionais leva em consideracdo o papel das figuras que representam o objeto
sem deixar de lado os conhecimentos t4citos dos estudantes.

Estudos na area da neurociéncia tém demonstrado que a atencao é regulada por regides
especificas do cérebro, como o cortex pré-frontal, responsavel por fungdes executivas como o
planejamento, tomada de decisdes e controle emocional (Cosenza & Guerra, 2009). A atencédo
se torna ainda mais importante quando se trata de aprender sobre limites, pois esse tema
demanda um esforgo cognitivo maior para a compreensao do conceito e dos procedimentos para
o calculo do limite de uma funcéo pela definicdo, ja que a abordagem usual na instituicdo CDI
se da de niveis mais abstratos para aplicacdes ou situagcdes concretas.

Os conceitos de “derivada” e “integral” permitem analisar o comportamento global das
funcgdes, indo além do simples estudo local proporcionado pelo limite. A derivada mede a taxa
de variacdo de uma funcdo em relacdo a sua variavel independente, fornecendo informacdes
sobre a inclinacdo da curva em determinado ponto. Ja a integral permite calcular a area sob uma
curva, possibilitando encontrar solug6es para problemas de otimizacdo e calculo de volumes.

Enquanto o limite foca no comportamento pontual das fungdes, a derivada e a integral
proporcionam uma visdo mais abrangente e completa de seu comportamento global. Também,
mediante uma mudanca de quadro, novas funces podem surgir a partir de uma dada funcgéo
real. Elas permitem analisar tendéncias, identificar pontos criticos e realizar calculos complexos
que seriam impossiveis apenas com o conceito de limite. Do ponto de vista das organizacdes
didaticas para o CDI, tanto a derivada quanto a integral decorrem do conceito de limite. Dessa
forma, é possivel dizer que os conceitos de derivada e integral sdo complementares ao de limite.
Eles

sdo concebidos como modelos pragmaticos de magnitudes consideradas como objetos
mentais dando origem a uma atividade matematica que tem seu préprio nivel legitimo
de racionalidade, embora diferente do nivel padrao subjacente aos aspectos formais dos
limites, por exemplo, definicdes “estaticas” usando quantificadores. Este modelo
permite-nos defender a utilidade de ter em conta um obstaculo epistemoldgico chamado
positivismo empirico como uma grelha de interpretacdo das reacBes dos alunos a
tarefas que envolvem limites, quer por si sO, quer em relacdo com outros conceitos, tais
como derivadas, integrais, etc. O valor cientifico deste obstaculo epistemolégico reside
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na sua capacidade de abranger e dar sentido a tipos de erros cada vez mais amplos (Job
& Scneider, 2014, p. 3).

Como vemos no excerto acima, a decorréncia de que trata o paragrafo anterior talvez se
justifique pelo fato de o conceito de limite de uma funcdo ser concebido como modelo
pragmatico, o que implica estratégias metodologicas para difusdo com esse viés de aplicacdo

para outros objetos do saber.

Organizacao praxeoldgica e transposicao didatica

A Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) fundamenta-se na ideia de que a pratica
educativa é influenciada por praxeologias especificas, ou seja, conjuntos de saberes e praticas
que orientam as ac¢des dos sujeitos envolvidos no processo de ensino e aprendizagem. Segundo
Chevallard e Joshua (1985), as praxeologias sdo compostas pelo saber fazer (saberes técnicos)
e pelo saber ensinar (saberes pedagdgicos), os quais se relacionam de maneira dialética.

Nesse sentido, a TAD destaca a importancia da relagcdo entre o saber fazer e o saber
ensinar, ressaltando que ambos devem ser considerados de forma integrada no planejamento e
execucdo das atividades educativas. Essa integracdo permite uma abordagem mais holistica do
conhecimento, contribuindo para uma maior compreensao dos processos cognitivos envolvidos
na aprendizagem.

Além disso, a TAD distingue entre dialéticas ostensivas e ndo ostensivas. As dialéticas
ostensivas referem-se aos processos explicitos e conscientes que ocorrem durante as interacfes
didaticas, enquanto as dialéticas ndo ostensivas dizem respeito aos processos implicitos e
inconscientes presentes nas praticas educativas. De acordo com Chevallard (1994), o
reconhecimento dessas duas dimensdes é fundamental para uma andlise critica das estratégias
pedagdgicas adotadas.

A instituicdo é um elemento central na TAD, pois representa o contexto social, cultural
e politico em que as praxeologias se desenvolvem. Segundo Chevallard e Joshua (1982), as
instituicGes exercem papel determinante na configuracao dos saberes escolares e na organizacédo
das relacdes entre professores, alunos e demais agentes educativos. Dessa forma, a TAD propde
uma abordagem complexa e multidimensional da educacgéo, considerando ndo apenas aspectos

individuais, mas também coletivos e sociais.

Sobre a proposta de MER

Quais praxeologias séo evocadas por estudantes no que se refere a nocao intuitiva de

“limite” de uma fun¢do e a definicdo formal? Embora projetos pedagdgicos de cursos de
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Matematica, por exemplo, citem a apresentacdo da definicdo de limite como parte da ementa
de um curso de Calculo, ndo ha justificativas nem detalhamentos suficientes que norteiem uma
forma para que tal assunto seja tratado em sala de aula. Com objetivo experimental na Didatica
do Ensino Superior, apresentou-se a seguinte tarefa: “Como construir um esquema grafico
coerente com a definicdo formal de limite? Como esse esquema pode ajudar na representacéo
grafica do limite?”. A tarefa citada ¢, na verdade, o plano de fundo para a questao deste estudo:
“Como construir um modelo de representacdo grafica para o limite de uma funcao?”. Essa
pergunta é genérica, mas serd limitada ao contexto das funcGes reais de uma variavel real,

considerando a topologia usual dos conjuntos dos numeros reais.
Primeiras hipoteses para a construgdo do modelo

Suponhamos que os alunos ja tenham tido contato com o conceito formal de limites a
partir de cursos ou etapas anteriores em um curso de Calculo ou Analise. A ideia agora é
representar graficamente o limite, uma vez que a institucionalidade do Ensino de Célculo traz,
além do conceito analitico e das manipulacdes algébricas, a representacédo grafica de diversos
objetos da ecologia de um curso de Calculo regular. Percebe-se, inclusive, que a apresentacao
do conceito de diversos objetos é motivada por registros graficos justificados em face de uma
melhor compreensdo sobre o tema por meio de recursos imagéticos, por exemplo: funcdo
(Figura 4); continuidade e descontinuidade (Figura 5); derivada (Figura 6) e integral (Figura 7).

imites? : do grafica “canonica” de um limite?
E para limites? Qual é a representacao grafica d limite?

¥

/A

Figura 4.

Representacao do grafico de uma fungéo real a uma variavel real.
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4 3 2 1 o 1 2 3 4 &

(descontinuidade agui)

/

Figura 5.

Representacao do grafico de uma fungdo descontinua.

Figura 6.
Representagdo grafica para a motivagdo da defini¢do de derivada via “retas secantes que se

aproximam da reta tangente (local) em um ponto do gréafico ”.
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-3 -2 A o 1 2 3 4

Figura 7.

Representacdo gréafica para a motivacao da defini¢do de integral via calculo de area por
“aproximagoes por retangulos para preenchimento de uma area limitada pelo grafico de

uma fun¢do que ndo muda de sinal em intervalo”.

A questdo colocada como central é desmembrada em diversas outras questdes,
evidenciando, portanto, o desequilibrio ecolégico acerca do tema “limites”:

- Como diferenciar o estudo de uma funcdo do estudo do grafico de uma funcao?

- Como perceber o limite no gréfico de uma funcéo qualquer?

- As funcBes comumente abordadas no curso de Calculo sdo suficientes para o estudo
de limites?

A Ultima pergunta ilustra como o Ensino de Calculo ndo é tdo generalista quanto se
pretende ser (no discurso ou no ementéario): as fungdes adotadas como exemplos ou exercicios
sdo dos seguintes tipos:

a) constante, ou seja, f(x) = k, em que k € um numero real fixado;

b) polinomial de grau n, ou seja, f(X) = ap + a1x + ... + apX", em que ao, ai, ..., an SA0
nameros reais, an # 0 e n > 0 ¢ um natural,

¢) poténcia, ou seja, f(x) = x¥, em que k é um nimero fixado qualquer e o dominio de f
pode ser alterado a depender do valor de k;

d) exponencial, ou seja, f(x) = a%, em que a € uma base para uma exponenciagdo: a é um
namero real ndo nulo e diferente de 1;

e) logaritmica, ou seja, f(x) = logax, em que a é uma base para um logaritmo: a € um
namero real ndo nulo e diferente de 1;

f) trigonométrica, por exemplo, f(x) = sen(x), f(x) = cos(x), etc.;

190 Educ. Matem. Pesq., So Paulo, v. 26, n. 3, p. 174-199, 2024



g) trigonomeétrica hiperbdlica, f(x) = senh(x), f(x) = cosh(x), etc.;

h) modular, ou seja, f(x) = |x|: |x| vale x, se x >0 e [x| vale -X, se X < 0.

Observamos que a prépria apresentacdo dos tipos de func@es acima listados carece de
uma definicdo mais rigorosa. Tomemos como exemplo a exponencial e consideremos a funcéo
f(x) = 2%, com x sendo um numero real qualquer. Se x = 3, por exemplo, sabe-se da Educacao
Basica que 23 = 2-2-2 = 8, ou seja, f(3) = 8. Porém, uma vez que x é um nimero real qualquer,
ele pode assumir o valor x = 7. O que ¢ (), ou seja, como calcular 2*? Esse tema se constitui
um terreno muito fértil para producdes futuras e ndo sera detalhadamente discutido aqui. Além
disso, as funcdes citadas, exceto pela modular, sédo de classe C*, ou seja, para qualquer m
natural, a derivada de ordem m existe (sd@o “infinitamente” derivaveis). E, no universo das
funcdes reais (a uma variavel real), a chance de se eleger aleatoriamente uma funcéo de classe
C> ¢ zero, isto &, as tipicas fungdes de um curso de Calculo sdo “artificiais”, apontando, entre
outras, para a disparidade entre a modelagem matematica e 0 mecanismo empirico dos dados

tais e quais “a Natureza dispoe”.
Uma mudanca de quadro

Conforme citado, embora ndo sejam 0 mesmo objeto do ponto de vista conceitual,
“fungdo” e “grafico de fun¢ao” sdo constantemente confundidos. Esse é um elemento a priori
considerado no MER: tomar o grafico como ponto de partida para o estudo de funcGes é um

dificultador a compreensao de limites. Recordemos que uma fun¢ao f: Dom —CDom, em que
Dom C R e CDom C R séo o dominio e o contradominio de f respectivamente, é regida por uma
lei que “combina” elementos do dominio com elementos do contradominio. Esta forma de
“combinar” elementos de conjuntos considerados distintos é formalizada por meio da nogdo de
par ordenado. Por exemplo, dada uma funcao f, o par (a,b) € Dom x CDom ¢ interpretado da
seguinte forma: “b estd em funcao de a” ou “b = f(a)”. O grafico de f, por sua vez, ¢ a reunido
de todos os pares combinados mediante esta funcao:
graph(f) = {(x,f(x)), com x € Dom(f)}.

Se consideramos a definicéo de funcdo por meio dos pares ordenados (com em um curso

de Teoria dos Conjuntos), a distin¢do entre funcéo e seu grafico € mero rigor matematico, pois

na pratica os objetos séo indistinguiveis. Convém destacar que Dom x CDomCR x R =R?, e

é por esse motivo que o grafico de uma funcéo € representado no plano cartesiano.
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Porém, ¢ possivel fazer o registro grafico de uma fun¢do antes da “juncdo” entre

dominio e contradominio.

/}\ CDom

Dom

Figura 8.
Representacao grafica de uma funcéo sem o esbogo grafico no plano.

O conjunto dos numeros reais R €, justificadamente, representado por uma reta
euclidiana orientada; por isso, esse conjunto € denominado reta real ou, simplesmente, reta. Os
conjuntos Dom e CDom sdo subconjuntos de R; dessa forma, a representacdo grafica adotada
na Figura 8. A linha arredondada indica a relagdo funcional entre Dom e CDom, revelando um
recurso de bottom-up no que concerne a atencdao em relacdo ao objeto ensinando.

Em experimentacdes didaticas com turma de CDI em que o primeiro autor atua, foram
realizadas observacdes que indicam que a ndo juncdo entre Dom e CDom ddo uma melhor
nocdo do comportamento da funcdo ao analisar apenas a forma com que esta varia

(graficamente) em seu contradominio.

“fg

3

0

Figura 9.
Representacdo grafica de dominio, contradominio e imagem das funcdes f(x) = x? e g(x) = ||

por duas retas orientadas. Ambas tém a mesma imagem: o intervalo [0, +o].
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g(z) = |z|

-2 -1 [ 1 2

Figura 10.

Representacdo dos respectivos graficos das funcdes f(x) = x2 e g(x) = [x| no plano cartesiano.

Deixamos o seguinte alerta: a representagdo da Figura 10 ¢ “miope”, pois funcdes

sabidamente distintas podem ser representadas de modo idéntico.

Organizacao praxeologica

Retomemaos o conceito de limite, em sua defini¢do formal: o limite da fungéo f quando

x tende a p € igual a L se, e somente se, dado & > 0 arbitrario, existe a partir deste ¢ fixado, 6 >

0 tal que 0 < |x - p| <& = |f(X) - L| < &. Consideremos as duas subtarefas a seguir.

Subtarefa 1: Representar graficamente o limite, caso exista, da funcdo f(x) = x® quando

X tende a -2.

Mecanismo de atencdo (top-down): Observar, com algum grau de rigor, o regramento
I6gico que permite uma conclusdo matematica e as tecnologias necessarias, em especial
0s pré-requisitos, tendo em vista a compreensao da subtarefa.

Praxeologia pontual (tarefa, técnica, tecnologia e teoria): A subtarefa foi dada. A técnica
pode ser pensada em algumas etapas. AP primeira é a manipulacdo algébrica, com
compreensdo geométrica, dos modulos destacados: 0 < |x - p| < & significa “p - 6 <x <
ptoex#d”; f(x) - L| <esignifica “L - ¢ < f(x) <L + ¢”. Portanto, a organizacdo dos
modulos, na definicdo, pressupde a busca por candidatos nos intervalos Jp -6, p+d [ e
]L—-¢ L +e[. Aproxima etapa consiste em encontrar valores de épsilons e deltas
adequados para satisfazer a condicdo, portanto os valores épsilon-delta mudam ao longo
da busca. Observamos que essa busca por épsilons-deltas € finita por duas razfes

cruciais: a) a limitacdo computacional e b) a limitacdo dos sujeitos que realizam a busca
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“¢psilon-delta” ao tempo! Portanto, a representacdo grafica proposta ndo se constitui
uma demonstracao da existéncia do limite. Dessa forma, uma proposta razoavel é a de
comparar os valores de f(x), no contradominio, a um ponto fixado; suponha sem perda
que esse ponto € a origem, o 0 (zero). A tecnologia ¢ “limites”, e os teoremas associados
e a teoria s&o a Analise Real.

e Mecanismo de atencdo (bottom-up): utilizacdo de cores para os diferentes objetos
tratados.
Consideragdes tedricas:

i. Faz sentido calcular o limite quando x tende a -2, pois -2 € um ponto de acumulagéo de
R, 0 dominio da funcéo f(x) = x3.

ii. A existéncia de candidatos ao limite dependera da distancia de f(] p — 6, p + 6 [) ao
ponto zero. Mais especificamente, o comprimento do intervalo f(J p — 6, p + 6 [) sera o
indicativo da existéncia de um candidato ao limite: se este comprimento aumenta,
vamos considerar que ndo ha candidatos; se este diminui, entdo pode existir um
candidato (se os intervalos fossem compactos, por exemplo, [p — 8, p + 8], o Teorema
dos Intervalos Encaixados seria capaz de garantir a existéncia do candidato ao limite).

iii. Para a escolha do candidato ao limite, vamos proceder de forma completamente
intuitiva. Vamos causar uma perturbagdo “majorada” e outra “minorada”, e observar
como se comporta a funcéo. Os valores na coluna do meio (de -15,525 a -8,0012) e os
da coluna da direita (de -3,375 a -7,9988) sdo os calculos para f(-2-3) ¢ f(-2+9)
respectivamente. Por esses calculos, um candidato a limite é -8.

Tabela 3

Céalculo de candidatos a limite

o -2-8 -2+5
0,5 -15,625 -3,375
0,4 -13,824 -4,096
0,3 -12,167 -4,913
0,2 -10,648 -5,832
0,1 -9,261 -6,859
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0,01 -8,120601 -7,880599

0,001 -8,012006001 -7,988005999

0,0001 -8,001200060001 -7,998800059999

iv. Porsuavez, aimagem adotada serd a de segmentos retas, representando intervalos reais;
se uma funcéo €é continua em um intervalo real I, entdo, sua imagem f(I) também sera
um intervalo; o conceito de continuidade costuma surgir depois do conceito de limite
(tendo por base a literatura usual desse tema adotada no Brasil). Portanto, vamos
comecar “atropelando etapas” nesta representagdo grafica.

v. Adotamos o procedimento heuristico. Supondo que o limite seja, de fato, igual a -8,
vamos criar as representacdes dominio-imagem em retas distintas, na procura por
épsilon-delta. Para cada ¢, o intervalo ]-8-¢, -8+¢[ sera chamado de J¢; para cada 8, o

intervalo ]-2- 3, -2+ 8[ sera chamado de Is.

-8 +£

Figura 11.

Representacdo geométrica dos € e & de acordo com dados da tabela 3.

Para a fung@o considerada, fixado € = 1, observe que 6 = 0,1 ¢ tal que f(I5) C J.. Portanto,

fixado € =1, 8 = 0,1 atende a condigdo para validagdo da busca de um limite. Observe que esse
comportamento se mantém ainda que se tenha valores de € maiores que 1, o que torna essa

busca inoportuna. Logo, a busca podera ficar interessante com valores menores que 1 e maiores
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que 0. Na verdade, a ideia ¢ fazer € tender a zero. Neste trabalho, foi utilizado o software
Geogebra para a geragao desse tipo de imagem. Para € = 0,5, ja encontramos restrigdes de ordem
computacional para fazer o registro gréafico.

Subtarefa 2: Representar graficamente o limite, caso exista, da funcéo f(x) = tg(x)
quando x tende a n/2°. Observacao: a notag¢do usada é a de limite lateral e tender a w/2°
significa se aproximar de n/2 mas sempre por valores estritamente menores a /2.

Os mecanismos de atencéo e a praxeologia pontual sdo os mesmos da Subtarefa 1.

Consideragdes tedricas:

i. Faz sentido calcular o limite quando x tende a m/2, pois m/2 é um ponto de
acumulagdo do dominio da fungdo f(x) = tg(x). E importante notar que n/2 nio faz parte
do dominio da funcédo tangente. Comentario: este € um aspecto muito importante no que
diz respeito aos mecanismos de atengéo, pois, na maioria dos casos envolvendo relagdes
aluno-professor em sala de aula, constatamos que o célculo do limite de uma funcéo f(x)
quando X tende a p € feito sem a observancia ao fato de p ser um ponto de acumulacao
do dominio de f.

i. A existéncia de candidatos a limite dependera da distancia de f(J] p — 81, p - 62 [)

ao ponto zero, com 0 < 3 < 81, posto que se trata de um limite lateral a esquerda. Mais

especificamente, o comprimento do intervalo f(] p — o1, p - 02 [) seré o indicativo da

existéncia de um candidato ao limite nas condi¢6es analogas a Subtarefa 1.

Tabela 4

Célculo de candidatos a limite

61 n/2-61 tg 62 1/2-62 tg comprimento_imagem
0,500 1,071 1,830 0,250 1,321 3,916 2,086
0,400 1,171 2,365 0,200 1,371 4,933 2,568
0,300 1,271 3,233 0,150 1,421 6,617 3,384
0,200 1,371 4,933 0,100 1,471 9,967 5,033
0,100 1,471 9,967 0,050 1,521 19,983 10,017
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0,010 1,561 99,997 0,005 1,566 199,998
1000,0 2000,00
0,001 1,570 00 0,001 1,570 0

A coluna “comprimento_imagem” é o comprimento do intervalo | f(p — d1), f(p — 32) [,
com os deltas especificados. Esses calculos apontam para a inexisténcia de um limite, porém
sem apresentar uma demonstragdo formal deste fato.

Com base numa analise a priori e nas experimentac6es didaticas numa turma de Célculo
Diferencial compostas por 40 estudantes dos cursos de Matematica de licenciatura e
bacharelado e Engenharia da Construgéo Civil, inferimos que o MER apresentado nesta se¢éo
se mostrou como um recurso didatico valido no ensino-aprendizagem de limites, mas ndo se
pode dizer que estd investido do rigor necessario para ser caracterizado como uma

demonstracdo matematica.

Considerac0es finais

O ensino de limites € um tema fundamental na Matematica, sendo essencial para a
compreensdo de diversos conceitos e aplicacdes. Nesse sentido, a abordagem epistemologica
para o ensino de limites deve considerar os mecanismos de atengéo dos estudantes, buscando
criar estratégias que facilitem a aprendizagem e promovam uma maior compreensdo do
conceito.

Ao levar em conta 0os mecanismos de atencdo dos alunos, é possivel identificar quais
sd0 0s pontos que mais despertam interesse e engajamento, permitindo ao professor adaptar sua
metodologia de ensino e tornar as aulas mais dinamicas e participativas. Além disso, ao utilizar
recursos que estimulem a concentracdo e foco dos estudantes, como atividades préaticas e
exemplos contextualizados, é possivel alcancar condi¢cdes mais favoraveis para a compreensao
dos objetos estudados e garantir uma melhor absorcao do contetdo.

Outro aspecto importante a ser considerado na abordagem epistemoldgica para o0 ensino
de limites é a repeticdo espacada. Revisitar o mesmo contetdo em intervalos regulares ajuda na
memorizacdo e consolidacdo da informacéo. Dessa forma, ao criar um plano de estudo que
inclua revisdes periddicas dos conceitos de limites, é possivel fortalecer o entendimento dos

alunos e garantir uma aprendizagem mais sélida. Além disso, é fundamental incentivar a
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autonomia dos estudantes na aprendizagem, permitindo que eles desenvolvam habilidades
como autoavaliacdo e autorregulacéo.

Ao fornecer ferramentas para que os alunos monitorem seu proprio progresso e
identificar suas dificuldades, promove-se uma maior responsabilidade pelo aprendizado e
estimula-se um ambiente colaborativo entre colegas. Em suma, adotar uma abordagem
epistemoldgica que leve em conta os mecanismos de aten¢do dos alunos no ensino de limites
permite criar um ambiente propicio para a construcdo do conhecimento matematico. Por meio
da combinagdo de estratégias que estimulem o interesse, concentracdo e autonomia dos
estudantes, é possivel favorecer uma aprendizagem significativa e duradoura nesse campo

fundamental da Matematica.
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