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Resumo

Nosso objetivo neste artigo € expor ideias vinculadas a alguns objetos da matematica escolar
gue revelem conexdes transpositivas pertinentes a elaboracdo de modelos epistemoldgicos de
referéncia, vinculando-os as noc¢des de objetos matematicos do Célculo Diferencial e Integral.
O aporte tedrico centra-se na Transposicdo Didatica e Teoria Antropoldgica do Didatico.
Mostramos como alguns objetos da matematica escolar estdo no foco das nocdes dos objetos
do Calculo Diferencial e Integral, além de evidenciarmos conexdes transpositivas existente
entre a matematica escolar e a matematica do Ensino Superior. Nessas conexdes transpositivas
residem possibilidades para a elaboragdo de modelos epistemologicos de referéncia que tornem
mais compreensiveis 0 ensino dos objetos do Calculo Diferencial e Integral.
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Abstract

Our aim in this article is to present ideas linked to some objects of school mathematics that
reveal transpositional connections pertinent to the development of epistemological reference
models, linking them to the notions of mathematical objects of Differential and Integral
Calculus. The theoretical framework is centered on Didactic Transposition and the
Anthropological Theory of the Didactic. We show how some of the objects of school
mathematics are the focus of the notions of the objects of Differential and Integral Calculus, as
well as highlighting the transpositional connections between school mathematics and higher
education mathematics. In these transpositive connections lie possibilities for the development
of epistemological models of reference that make the teaching of the objects of Differential and
Integral Calculus more comprehensible.

Keywords: Anthropological theory of the didactic, School mathematics, Differential and

integral calculus, Epistemological model of reference.

Resumen

Nuestro objetivo en este articulo es presentar ideas vinculadas a algunos objetos matematicos
escolares que revelan conexiones transposicionales pertinentes para el desarrollo de modelos
epistemoldgicos de referencia, vinculandolos a las nociones de objetos matematicos en Calculo
Diferencial e Integral. EI marco tedrico se centra en la Transposicion Didactica y en la Teoria
Antropoldgica de lo Didéctico. Mostramos como algunos objetos matematicos escolares son el
foco de las nociones de los objetos del Calculo Diferencial e Integral, ademas de destacar las
conexiones transpositivas entre las matematicas escolares y las matematicas de la ensefianza
superior. En estas conexiones transpositivas residen posibilidades para el desarrollo de modelos
epistemoldgicos de referencia que hagan més comprensible la ensefianza de los objetos del
Célculo Diferencial e Integral.

Palabras clave: Teoria antropoldgica de lo didactico, Matematicas escolares, Céalculo

diferencial e integral, Modelo epistemolégico de referencia.

Résumé

Notre objectif dans cet article est d'exposer les idées liées a certains objets mathématiques
scolaires qui révélent des connexions transpositionnelles pertinentes pour le développement de
modeles épistémologiques de référence, en les reliant aux notions d'objets mathématiques du
calcul differentiel et intégral. Le cadre théorique est centré sur la transposition didactique et la

théorie anthropologique du didactique. Nous montrons comment certains objets des
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mathématiques scolaires sont au centre des notions d'objets du calcul différentiel et intégral, et
nous soulignons les liens transpositifs qui existent entre les mathématiques scolaires et les
mathématiques de I'enseignement supérieur. Dans ces connexions transpositives se trouvent des
possibilités de développement de modeles épistémologiques de référence qui rendent
I'enseignement des objets du calcul différentiel et intégral plus compréhensible.

Mots-clés: Théorie anthropologique du didactique, Mathématiques scolaires, Calcul

différentiel et intégral, Modéle épistémologique de référence.
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Conexdes transpositivas na perspectiva da elaboracdo de modelos epistemoldgicos de
referéncia a partir de objetos da mateméatica escolar

A matematica escolar® (Moreira & David, 2003; Valente, 2012) possui aspectos
transpositivos em relacdo ao saber matematico sabio (académico) (Chevallard, 1982, 1991).
Acrescente-se a essa ideia o fato de que o ensino dos objetos da matematica escolar passa por
modelacBes matematicas, espécie de discurso escrito, que se tornam os contetdos dos livros
didaticos ou livros textos direcionados a formacdo docente inicial ou continuada (Nacarato,
2006; Pereira, 2012, 2017; Valente, 2022).

Podemos considerar que a personalizagdo do saber a ensinar ocorre por intermédio de
um fenébmeno transpositivo ndo banal e exige atencdo quanto ao principio da vigilancia
epistemoldgica (Chevallard, 1991). Essa vigilancia epistemologica serve de espécie de “lupa”
para se visualizar texto do saber sabio e o texto de saber reescrito para a matematica escolar ou
0 proprio texto elaborado pelo professor de matematica, visando o ensino de certo objeto
matematico (Almouloud, 2022).

A produgcdo cultural do saber matematico — vamos denominar de modelo epistemoldgico
rustico — associa-se a uma linha temporal da ldade da Pedra (Eves, 2011). O saber matematico
vai se modificando conforme as transformacdes sociais da civilizacdo humana, principalmente,
quando se reporta a civilizacdo grega (Eves, 2011; Mendes, 2022). Porém, discutir a evolucao
historica da Matematica ndo é o objetivo deste artigo, mas tracar ideias que dialoguem com a
Transposicdo Didatica (Chevallard, 1982, 1991) e a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD)
(Chevallard, 1988, 1992, 1997, 1999, 2002; Bosch & Chevallard, 1999; Gascon, 2011, 2018;
Delgado, 2006; Pereira, 2012, 2017).

Assim, nosso objetivo é expor ideias vinculadas a alguns objetos da matemaética escolar
gue revelem conexdes transpositivas pertinentes a elaboracdo de modelos epistemoldgicos de

referéncia, vinculando-os as noc¢des de objetos matematicos do Calculo Diferencial e Integral.
Mesogénese e organizacgdes praxeoldgicas

Nossa incursdo sobre Organizagdes Praxeoldgicas tem seu ponto de partida na

mesogénese do milieu® didatico. A mesogénese é a “génese do milieu didatico, ou seja, do

4 Vamos assumir, em parte, neste artigo, o descrito por Moreira e David (2003, p. 72): “Assim, a matematica
escolar, vista como resultado da préatica do professor na escola e ndo como uma lista de conteldos a serem
ensinados, deve incorporar também essa retradug@o critica dos saberes operada pelo professor [...]”.

5> A palavra milieu, traduzida para a Lingua Portuguesa significa meio, mas preferimos, neste artigo, que ela seja
grafada no idioma Francés, por possuir um significado mais amplo nesse idioma.
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sistema de recursos utilizados no processo de construcao praxeoldgica” (Chevallard, 2009a, p.
3, tradugdo nossa). Isso significa que a Transposi¢do Didatica imerge na Teoria Antropoldgica
do Didatico (TAD) e os fenbmenos transpositivos se estruturam a partir dos elementos
fundamentais da TAD: Tipos de tarefas, técnicas, tecnologias e teorias (Chevallard, 1999,
2009a, 2009b). Esses elementos fundamentais se agrupam em dois blocos, o da praxis ou sabe-
fazer e 0 do logos ou do saber.

O bloco da praxis possui ao menos um tipo de tarefas T (tau maidscula) e uma técnica t
(tau mindscula), denota-se esse boco por: [T/ 1] (Chevallard, 1999; Bosch & Chevallard, 1999).
Por extensdo, o bloco do logos é formado pela tecnologia 6 (teta minuscula) e pela teoria ®
(teta maidscula), denotando-se por: [0 / ®] (Chevallard, 1999; Bosch & Chevallard, 1999). A
juncéo desses dois blocos constitui a Organizacéo Praxeoldgica Pontual® (OPP) ou Organizagao
Matematica Pontual (OMP), representa-se essa OMP pelo quarteto: [T/t /6 /®] (Chevallard,
1999). A esséncia deste tipo de OMP sdo as tarefas t pertencentes a T (t € T). As tarefas t
requerem uma técnica t que as solucionem, mas essa mesma técnica precisa de um discurso
que a torne inteligivel ou racional, ou seja, que mostre como a técnica t opera para obter as
solucdes das tarefas t (Chevallard, 1999). Porém, para a tecnologia 0 existir, ela precisa de um
discurso justificativo e inteligivel mais elaborado, a teoria ® (Chevallard, 1999).

Uma OMP serve de ponto inicial para elaboracdo de um Modelo Epistemologico de
Referéncia (MER) (Delgado, 2006; Pereira, 2012). Mas esse MER néo se resume a uma OMP,
sdo varias que precisam existir, isso faz surgir as Organizagdes Matematicas Locais. Uma OML
possui pelo menos duas OMP, ou seja, hd mais de um tipo de tarefas T (tipos de tarefas T; (i =
1,2,3,4,5, ..., n), 0que exige mais de uma técnica t para solucionar asti (i=1, 2, 3,4, ..., n).
denota-se uma OML por: [Ti/ ti/ 6 /@] (Chevallard, 1999).

Temos a compreensédo que as OMP e as OML séo as bases para elaboracdo de modelos
epistemoldgicos de referéncia. Abstraimos isso a partir de Gascon (2011, p. 208, traducao
nossa) que o MER “[...] tem um carater Sempre provisorio. Com base no MER, a didatica pode
desconstruir e reconstruir as praxeologias cuja difusdo intrainstitucional e interinstitucional
pretende analisar”. Dessa forma, vemos que desconstruir e reconstruir OMP e OML é mais

simples e a Transposi¢do Didatica perpassa pela mesogénese.

® Em uma OMP, a aplicabilidade da técnica se restringe ao conjunto de tarefas do mesmo tipo, ou seja, ndo se
mostra satisfatoria para tarefas que requerem outra maneira de resolugao.
7 S&o letras do alfabeto grego.
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A sofisticacdo de um MER se corporifica a partir da mesogénese das OrganizacGes
Matemaéticas Regionais, algo que comega a existir quando as OML se ampliam e se agrupam
em torno das tecnologias 6; (j = 1, 2, 3, 4, 5, ..., n). De forma simples, duas OML ja indicam a
possivel existéncia embrionaria de uma Organizacdo Matematica Regional (OMR), mas a
consolidacdo dessa ideia fica explicita quando a analise praxeologica evidencia a existéncia dos
agrupamentos de varias OML e para cada OML ha o discurso justificativo para as técnicas ij.
A representacéo [Tij / tij / 6j / ©], denota uma OMR (Chevallard, 1999).

O mais alto grau de uma organizacdo praxeologica ocorre ao nivel das Organizacdes
Matematicas Globais. Para que isso ocorra, varias OMR se agrupam em torno de teorias ®x (k
=1,2,3,4,5, ..., n). Uma Organizacdo Matematica Global (OMG) é denotada por: [Tij / Tijk /
Ojk / ©«] (Chevallard, 1999). As OMG, em geral, estdo no Ensino Superior, a exemplo das
organizacdes praxeoldgicas de Célculo Diferencial e Integral, Algebra Linear, Anélise Real,
entre outras. Se um MER alcancar a estrutura praxeoldgica de uma OMG, vemos que a
mesogénese € altamente sofisticada e a potencialidade desse MER, volta-se para a analise do
modelo dominante vigente da Matematica ensinada no Ensino Superior (Matos, 2017).

Organizac0es praxeoldgicas e matematica escolar na perspectiva da elaboracéo de
modelos epistemoldgicos de referéncia

Trouxemos na secao anterior um discurso que caracteriza os tipos de Organizacbes
Praxeoldgicas (OP), conforme a teorizacdo da TAD. Além disso, intercalamos ideias que
convergem para a elaboracdo de modelos epistemoldgicos de referéncia. Nesta se¢do, vamos
descrever ideias que se conectam ao propdsito do objetivo anunciado no texto introdutério,
além de complementacdes do que expomos na secao precedente. Assim, nosso foco nesta secdo
sdo alguns objetos da matematica escolar que revelam possibilidades praxeoldgicas para
elaboracdo de modelos epistemoldgicos de referéncia, com certas conexdes transpositivas aos
objetos do Célculo Diferencial e Integral.

Nesse pressuposto de conexdes transpositivas temos a Aritmética Basica do sistema de
numeracio posicional de base 10 ou sistema de numeragio posicional Hindu-Arabe (vamos
adotar neste texto a denominacédo de Sistema de Numeracdo Decimal (SND)). Esse sistema de
numeracdo € a base dos objetos matematicos para 0s anos iniciais do Ensino Fundamental e,
prolonga-se até anos finais dessa mesma etapa da do Ensino Basico (Brasil, 2018). O SND tem

varios desdobramentos epistemoldgicos na matematica escolar (Pereira, 2012) e um Modelo
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Epistemoldgico Dominante (MED)® (Gascon, 2011, 2014; Pereira, 2017; Almouloud, 2022)
vigente nos livros didaticos de matemética do Programa Nacional do Livro e do Material
Didatico (PNLD), de 2023, para 0s anos iniciais, vinculado as no¢fes mais simples de numeros
naturais (Giovanni Junior, 2021; Centurién, Teixeira & Rodrigues, 2021).

Nesse discurso, uma questdo se impde: qual a relacdo do SND com o ensino de Célculo
Diferencial e Integral? Para responder essa pergunta ndo precisamos nos aprofundar na
historicidade epistemologica do SND, mas entender que esse sistema de numeragdo possui um
habitus® da pratica (Bourdieu, 2013) com certa Transposicdo Didatica na propria matematica
escolar. Queremos dizer com isso que desde 0s anos iniciais se estimula o desenvolvimento da
capacidade cognitiva do estudante de aprender a calcular, entdo, espera-se que ele ao chegar no
Ensino Superior consiga realizar calculos bem mais complexos, porém o0s ingressantes no
Ensino Superior ndo expressam essa expectativa e possuem dificuldade de aprendizagem
matematica (Masola & Allevato, 2016).

Entenda-se que a pratica de calculos na matematica escolar € bem diferente que o
Célculo como ramo da Matematica no Ensino Superior. Na matematica escolar vive-se uma
pratica de organizaces praxeoldgicas, muitas vezes, associadas as operacdes aritméticas e
resolucbes de equacbes, enquanto no Ensino Superior o Célculo transcende para organizacoes
praxeoldgicas complexas que requerem estudo analitico de funcdes, Algebra Linear, Geometria
Analitica, Geometria Diferencial, entre outras. Porém, vemos que as ideias basicas da
matematica escolar sdo pertinentes quando se ensina calculo de Limites, Derivadas e Integral,
a exemplo do SND.

O SND quando visto em um MER sofisticado, consegue-se ter a nocdo da
potencialidade epistemoldgica para outros objetos matematicos, entre estes, os polinémios de
uma variavel (Pereira, 2012; Pereira & Nunes, 2017). Os polindmios sdo essenciais a
aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral, principalmente, no estudo de funcdes
(Meneghetti, Rodriguez & Pofffal, 2017). Para ilustrarmos as ideias de um MER a partir do
SND, citamos 0 que escrevem Pereira e Nunes (2017, p. 262, grifos dos autores):

Tomemos o niimero inteiro — 456. Se dele quiséssemos gerar um polindmio, primeiro
teriamos que reescrevé-lo assim: (1) (456). Dessa escrita surgem entdo outras

8 [...] o modelo epistemoldgico dominante de certo ramo do saber matematico ensinado (em uma determinada
instituicdo) condiciona fortemente ndo apenas o tipo de atividades matemaéticas que sera possivel realizar nessa
instituicdo em torno do ramo matemético em questdo, mas também as atividades didaticas correspondentes que se
materializam em um modelo docente [...] (Gascén, 2014, p. 108, traducdo nossa, grifo do autor).

° [...] sistemas de disposicdes durdveis e transponiveis, estruturas estruturadas predispostas a funcionar como
estruturas estruturantes, ou seja, como principios geradores e organizadores de praticas e representagdes [...]
(Bourdieu, 2013, p. 87).
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representacdes: (1) (400 + 50 + 6) = (1) (4 -10°+5-10 + 6) = — 4 -10° -5 - 10 — 6.

Substituindo 10 por x, temos entdo: — 4x? — 5x — 6. A tecnologia Ok para representar um

numero inteiro Nk (k = 1, 2, 3, ..., n), na escrita polinomial de poténcia de base dez é:

Nk = (1) (a0 +ar- 10 + az- 10> + ag- 103 + ... + an- 10"), 0<ai < 10,i=0, 1, 2, ..., n.

Nessa tecnologia, 0s numeros naturais estdo contemplados, pois o conjunto dos nimeros

naturais estd contido no conjunto dos nimeros inteiros (N c Z). Compreenda-Se que no

polindmio 4x*- 6x3 + 5x>— 8x —2, a tecnologia Ok permite pensar esse polindmio como

resultado de: (4x* — 6x3 + 5x% + 0x + 0) + (Ox*+ 0x3 + Ox2 —8x —2) = (4 +0) x* + (- 6 +

0)x3+ (B +0)xX2+ (0-8) x+ (0-2).

Ao trazermos 0 SND para as praxeologias do Célculo Diferencial e Integral, podemos
pensar na situacio de termos a funcio de lei de formagéo f(x) = x* + 1, e queiramos a derivada
primeira dessa funcdo. Se associarmos a tecnologia de Nk, mais completa, ao polindmio da
funcéo definida por f(x), ou seja, Nk = (+ 1) (ao- 10° + a1- 10! + ap- 10% + as- 10% + ... + an 10",
0<ai<10,i=0,1,2, .., n; obtemos f(x) =1-x°+ 0-x* + 0-x*> + 0 - 10° + I- x*, de forma
resumida, tém-se f(x) = 1- x° + /- x*. Aplicando-se a notacéo de Lagrange (1806) e a técnica
pratica para obtencio da derivada primeira, temos: f’(x) = (0 -1) - x>+ (4 -1) -x*~1=0 -x
1+ 4 .x3 =0+ 4x3 = 4x3. Portanto, /’(x) = 4x°. Nessa modelagdo praxeoldgica, explicita-se o
porqué da derivada de uma constante ser igual a zero: f(x) = ¢ = ¢x?, que faz surgir £’(x) = 0.

Evoluindo as ideias, saimos do SND para 0 MED dos polinbmios na matematica escolar,
ou seja, 0 MED que esta nos livros didaticos e ensinado nas instituicdes escolares. O primeiro
modelo praxeoldgico que se ensina é relativo as expressdes algébricas com polindmios de
primeiro grau (Bianchini, 2022). Em geral, as tarefas sdo de célculo de valor numérico ou
reducdo de termos semelhantes para se chegar a forma reduzida ax + b e depois vem 0s tipos
de tarefas com equacdes polinomiais de primeiro grau (Bianchini, 2022).

A elaboracdo de Modelos Epistemoldgicos de Referéncia (MER) que trate do objeto
equacéo polinomial do primeiro grau, a exemplo do que fez Almeida (2017), tem potencialidade
praxeoldgica diversas, tanto para o ensino de objetos da matematica escolar quanto ao ensino
de objetos do Calculo Diferencial e Integral. O MER a que nos referimos esta amparado na
Teoria Antropolégica do Didatico e nas percepcbes de Gascon (2014, p. 106, tradugdo nossa,
grifo do autor):

[...] os modelos epistemoldgicos de referéncia (doravante, MER) produzidos no ambito
do TAD podem ser considerados como tipos ideais que tém permitido a emancipacao
da didatica da matematica em relagdo aos modelos epistemoldgicos dominantes nas
diversas instituicdes que fazem parte de seu objeto de estudo e, gracas a sua fungéo
fenomenotécnica’®, os MER tém tornado visiveis novos fendmenos didaticos.

101...] no sentido de “fabricar” objetos de conhecimento [...] (Silva, 2017, p. 125).

Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v. 26, n. 3, p. 328-347, 2024 335



A forma reduzida ax + b serve para compor a equacdo polinomial ax + b=c(a,bec
€ R, a # 0) (Briant, 2013). Essa equacdo, no MED da matematica escolar é modelada, fazendo-
sec=0,queresultaax + b =0 (a, b e R; a# 0). Assim, surge a pergunta: qual o modelo mais
adequado, em um MER, para articuld-lo ao ensino do Célculo Diferencial e Integral? Nossa
percepcao para essa pergunta recai sob o ostensivol! ax + b = ¢ e suas variagdes algébricas,
porque b e ¢ podem assumir ndo sé valores numericos, mas de outros polinémios, por exemplo,
o0s ostensivos b = dx + e e ¢ = fx + g. Assim,
axth=c=ax+(dx+e)=fx+geax+dx—-x=g-eex(@a+d-f)=(g—e) &x=

(g—e)
(a+d-f)

Na manipulacédo ostensiva ax + (dx + e) = fx + g, tivemos que recorrer a um dos casos
de fatoracdo polinomial — fatoracdo por fator comum. A fatoracéo polinomial da matematica
escolar pode auxiliar em tipos de tarefas de célculo de limites de funcdes. Para ilustra isso,

vejamos uma tarefa de calculo de limites no infinito, exibida na Figura 1.

. Xt +x
Encontre m ———.
X—oD 3—x
Figura 1.

Exemplo 11 (Stewart, Clegg & Watson, 2022, p. 121)

A tarefa da Figura 1 possui objetos ostensivos e ndo ostensivos*? Chevallard, 1994) que
precisam ser bem compreendidos no ensino de Célculo Diferencial e Integral, mas nossa
percepcao € que a base inicia na matematica escolar, porque x? + x ¢ um polindmio do segundo
grau fatoravel por fator comum: x (x + 1). Isso significa que na Figura 1 temos a representacéo
ostensiva da funcdo polinomial quadratica f(x) = x* + x = x (x + 1). Além disso, o polindmio
do primeiro grau, 3 — x = — x + 3, é da forma ax + b do Modelo Epistemoldgico Dominante
(Almouloud, 2022) da matematica escolar. Assim, na Figura 1, temos também a fungdo
polinomial do primeiro grau g(x) = 3 — x = — x + 3. Esses dois tipos de fun¢bes polinomiais

constituem organizacBes praxeoldgicas (Chevallard, 1999), que as vemos como necessarias

11 Denominam-se ostensivos os objetos que tém para nds uma forma material, sensivel, qualquer que seja. Um
objeto material (uma caneta, um compasso etc.) é um ostensivo [...]. A caracteristica dos ostensivos é de poderem
ser manipulados. Esta palavra deve ser entendida em um sentido amplo: manipulagdo no sentido estrito (a do
compasso, ou da caneta), mas também pela voz, o olhar etc. (Chevallard, 1994, p. 4-5, tradu¢do nossa).

121...] os n&o ostensivos — o que é usualmente chamado de nogao, conceito, ideia etc. — ndo podem, estritamente
falando, ser manipulados: eles somente podem ser evocados, por meio dos ostensivos associados. Assim, ao
dizermos que, para resolver a equagdo 2* = 10 “toma-se o logaritmo dos dois membros”, ¢ conveniente que o N4o
ostensivo, conceito de logaritmo exista [...] (Chevallard, 1994, p. 5, traducdo nossa, grifos dos autores).

336 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v. 26, n. 3, p. 328-347, 2024



para o ensino de matematica no Ensino Superior, a partir de aspectos da Transposicdo Didatica,
ou seja, dos “‘Objets de Savoir’ et Autres Objets” (Chevallard, 1991, p. 49).

A tarefa da Figura 1 motiva a elaboracao de modelos epistemoldgicos de referéncia que
tratem dos objetos relacionados ao estudo de fungbes polinomiais, exemplo do que mostram
Almeida (2017) e Figueiredo et al. (2023).

Vejamos outra tarefa de Célculo de Diferencial e Integral, extraida de Anton, Bivens e

Davis (2014), mostrada na Figura 2.

. x—1
Encontre lim .
x—1 x—1

Figura 2.
Exemplo 10 (Anton, Bivens & Davis, 2014, p. 85)

A tarefa exibida na Figura 2 parece ser simples, mas possui certos objetos ndo ostensivos
(Chevallard, 1994, Bosch & Chevallard, 1999) integrantes da técnica e da tecnologia que
permite solucionar tal tarefa. Talvez, pense-se que é so fazer x = 1 e calcular o valorem x — 1
e v/x — 1. Por conseguinte, procede-se a divisdo ou simplificacdo do valor numérico obtido de
X — 1 pelo valor numérico de vx — 1. Porém, usando-se a ostensividade e a ndo ostensividade

do célculo do valor numérico de uma expressdo algébrica, que é ensinado na matematica
escolar, tem-se: x—1=1-1=0e+/x-1=Vy1-1=1-1=0. Dessa forma, qual o resultado

de %? A respeitos disso, Anton, Bivens e Davis (2014, p. 85, grifos dos autores) escrevem:

Um quociente f (x)/g(x) em que o numerador € o denominador tém ambos um limite
zero quando x — a é denominado forma indeterminada do tipo 0/0. O problema com
esses limites é que é dificil dizer por inspecdo se o limite existe e, se existir, é dificil
dizer seu valor. Dito informalmente, isso ocorre porque ha duas influéncias conflitantes
em jogo: o valor de f(x)/g(x) tenderia a zero quando f(x) tendesse a 0 se g(x)
permanecesse fixado em algum valor ndo nulo, enquanto o valor desse quociente
tenderia a crescer ou decrescer sem cota quando g(x) tendesse a 0 se f (x) permanecesse
fixado em algum valor ndo nulo. No entanto, com f(x) e g(x) tendendo a zero, o
comportamento desse quociente depende de precisamente como essas tendéncias
conflitantes se cancelam uma a outra para as particulares funcdes f e g sob consideracéo.

N&o vamos nos alongar nas discussées matematicas do Ensino Superior pertinentes a
tarefa da Figura 2, mas ao que é possivel vincular a um possivel MER sobre racionalizagéo de
denominadores e célculo de limites, que revele objetos ostensivos e ndo ostensivos da
matematica escolar. Nesse ponto, podemos pensar na racionalizacdo de denominadores de uma
fracdo no conjunto dos numeros reais. Dito isso, podemos pensar em uma organizacdo

praxeoldgica que discuta operagdes com radicais na forma de fragdo, por exemplo, “[...] quando
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~ . +b
se deve escrever sob a forma u + v+/e uma expressdo do tipo ‘;dﬁ

e onde e € N é um inteiro ndo quadrado perfeito) [...] (Chevallard, 1998, p. 27, traducao nossa).

(ondea, b,c,d,u,ve@

Para simplificar a ideia de Chevallard, podemos pensar no tipo de tarefas T: Racionalizar o

denominador de ﬁ. Esse tipo de tarefas tem uma técnica t subjugada a uma tecnologia 6

associada ao caso de fatoracdo da matematica escolar, denominado produto da soma pela
diferenca: (Vb + ¢)(vVb —c) = (Wb)? — ¢ = b — c2. Entretanto, essa é apenas uma das

partes da técnica que soluciona o tipo de tarefas T. Ela completa é descrita assim: ﬁ -
a_ Vbtc _ aWb+c) _ a(b+c)
Vb—c Vb+c  (Vb—-c)Wb+c)  b-c?

a(Vb+c)

b-c2

a .
N tem seu denominado

Dessa forma, a fracdo

racionalizado na representacédo Aplicando-se a técnica de racionalizar denominadores

podemos entender a resolugédo da tarefa da Figura 2 e uma das formas que se usa para eliminar

x—1 x=1  Vx+l . (-D(E+)

. L 0 . Lo
a indeterminacdo o, no calculo de limites: == - == === ET

-DEx+1) _ -DEx+) k-1 (V1) 1.
(Vx)’-12 x—1 T (-1 1

(Vx + 1) = +x + 1. Na Figura 3 temos

a parte final da solucdo da tarefa da Figura 2.

x =1

lim

=lim+/x+1=2
x—=1 ﬁ—l _r—:—l“/_

Figura 3.
Parte final da resolucdo do Exemplo 10 (Anton, Bivens & Davis, 2014, p. 86)

O que mostramos a partir da tarefa da Figura 2, no caso, parte minima da Transposi¢ado
Didatica do assunto de radiciacdo proveniente da matematica escolar, que esta no curriculo da
Educacdo Basica (Brasil, 2018), serve para instigar ideias a elaboracdo de modelos
epistemoldgicos de referéncia para esse assunto, por exemplo, sobre potenciagéo e radiciacdo
no conjunto dos NUmeros Reais, fungdes racionais e irracionais, entre outros.

Vejamos algumas ideias do estudo de Integrais, conectas a objetos da matematica
escolar. Nossa lente recai sobre o calculo de Integral definida, mais especificamente sobre as

ideias associadas ao Teorema Fundamental do Célculo, mostrado a Parte | na Figura 4.

5.6.1 TroOrREMA (Teorema Fundamental do Cdleulo, Parte 1) Se f for continua em
[a, b] e F for uma antiderivada de f em [a, b], entdo

b
f fx)dx = F(b) — F(a) (2)
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Figura 4.
Teorema Fundamental do Calculo — Parte | (Anton, Bivens & Davis, 2014, p. 363)

O Teorema da Figura 4 parece um enigma para quem nao estudou Calculo Diferencial
e Integral, mas esse Teorema tem muitas nogdes matematicas ostensivas da matematica escolar,
principalmente, no Ensino Médio.

Quando se diz que a func¢do f é continua no intervalo [a, b], isso significa que os valores
de a e b estdo no grafico dessa funcéo. No Ensino Médio, esses intervalos aparecem no assunto
de Intervalos Reais (Bonjorno, Giovanni Junior & Sousa, 2020). Na notacdo [a, b], em que a <
b, temos a nog¢do ndo ostensiva de extremo inferior e extremo superior, que significa que os
valores atribuidos para a serdo extremos inferiores e os valores para b, extremos superiores. Se
tivermos o intervalo [2, 3], no conjunto dos NUmeros Reais, entdio a = 2 e b = 3. O
desdobramento da dialética entre objetos ostensivos e ndo ostensivos (Bosch & Chevallard,
1999) recai sobre o estudo elementar de fungGes que inicia na Educacéo Bésica e se sofistica
no Ensino Superior, a exemplo do Teorema Fundamental do Célculo.

Para ilustrar a dialética entre ostensivos e ndo ostensivos, da Figura 4, na matematica
escolar, tomemos a funcdo quadratica definida por f (x) = x?, com dominio no conjunto dos
NUmeros Reais. Dessa forma, x pode assumir qualquer valor no intervalo [2, 3], inclusos 0s
extremos. Procedendo-se os calculos de f(2) e f(3): f(2) = 22 = 4 e f(3) = 32 = 9. Se quisermos
aproximar o calculo de F(a) — F(b), sem considerar a teoria matematica do Teorema
Fundamental do Calculo, fazemos f(b) — f(a), que resulta: 9 — 4 = 5. Na Figura 5 exibimos parte

do gréfico da fungéo de lei de formagéo f(x) = x2.

Figuré 5.
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Recorte de parte do gréfico da funcéo definida por f(x) = x? gerado no Geogebra (Autores,
2024)
Observa-se na Figura 5 a continuidade do gréfico da funcédo de lei de formacéo f(x) =
x2, no intervalo [a, b] = [2, 3]. Uma pergunta plausivel: O grafico da funcio definida por f(x) =
x2 € 0 mesmo da antiderivada F(x)? Nessa pergunta, existe certa complexidade relativa as

tecnologias 6 que justificam as técnicas que se aplicam aos tipos de tarefas de Integrais

- ; N 3 S
Definidas. Porém, vamos nos ater a tarefa t: Calcular fz x? dx. A técnica t para se obter a

d . d d f _ 2 4. _ le+1 . 3 2 . x2+1 . x3

antiderivada F(x) de f(x) = x* & F(x) = —. Assim: [[x*dx - F(x) = = T
= 2 _ 2 _27 8_27-8_ 19

Calculando-se F(b) -F(a) =F(3)-F(2): - — - = T — ;= —5= 7.

Quando se observa os calculos realizados na obtencdo da antiderivada F(x) e em F(b) —
F(a), percebe-se as conexdes praxeoldgicas elementares das organizacbes matematicas
pertencentes a matematica escolar (potenciacdo, expressdes algébricas, fungdes polinomiais,

operacdes com fracdes etc.) com as do Célculo Diferencial e Integral. Para tornar mais explicita
3
essas conexdes transpositivas, exibimos o grafico da funcéo definida por F(x) = x? exibido na

Figura 6.

W ————— e — e ————— e ——— —

Figura 6.

Recorte de parte do grafico da funcéo de lei de formacéo F(x) = § gerado no Geogebra

(Autores, 2024)
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O grafico da Figura 6 mostra as carateristicas da funcéo definida por F(x) = § no
intervalo [2, 3]. Isso porque o gréafico é um objeto ostensivo (Chevallard, 1994) que exibe o
comportamento da curva, no eixo coordenado das abscissas e ordenadas. Esse eixo é assunto
da matematica escolar sob a denominacdo de plano cartesiano (Bonjorno, Giovanni Junior &
Sousa, 2020). Temos assim, mais uma evidéncia de conexdes transpositivas para a elaboracéo
de modelos epistemoldgicos de referéncia, que mostrem como as organizagdes praxeoldgicas
da matematica escolar podem dialogar com objetos matematicos do Calculo Diferencial e
Integral. A Figura 7 mostra um resumo esquematico de organizagdes praxeologicas da
matematica escolar e as possiveis conexdes transpositivas entre essas organizacdes matematicas
na perspectiva de modelacdo de Modelos Epistemoldgicos de Referéncia.

Cada organizacdo praxeoldgica da matematica escolar da Figura 7 possui varios objetos
ostensivos e ndo ostensivos (Bosch & Chevallard, 1999) importantes para as técnicas t que
solucionam certos tipos de tarefas T das organizacGes praxeoldgicas do Calculo Diferencial e

Integral.

Calculo Diferencial e Integral
Organizagdes Praxeclogicas Principais:
Tipos de fungdes
Limites e propriedades
Derivadas e téenicas de derivagio
Integral indefinida e definida

Organizagdes praxeclogicas da matematica escolar

Sistemas de numeragdo —m Fatoragdo de polindmios
posicional e propriedades  |% ﬂ.m E’ )
- 8
operatdrias }—D g E 2
T o B
I Fungdo polinomial do 1° H 822
—  m R
) - grau Bl
Conjuntos numeéricos e Funcio quadratica E g B
propriedades operatorias [ — > Fungio modular " ] g
Fungdo exponencial 4 5
Fungio logaritmica
Equagio polinomial do Funges trigonomeétricas
1% grau T‘ T
Equagdo polinomsial do |*
2% gran

Figura 7.
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Resumo esquematico para pensar elaboragdes de Modelos Epistemoldgicos de Referéncia na
perspectiva de conexdes transpositivas da matematica escolar com o ensino de Célculo

Diferencial e Integral (Autores, 2024)

As ideias contidas na Figura 7 podem ser contempladas na fenomenotécnica da
elaboracdo do MER (Gascon, 2014; Silva, 2017), porque as organizacGes praxeoldgicas
exibidas nessa figura sdo do MED das instituicfes escolares e estdo na base praxeologica dos

professores de matematica do Ensino Basico.

Considerac6es Finais

As possibilidades que vemos na elaboracdo de modelos epistemoldgicos de referéncia,
que conecte a matemaética escolar ao ensino de Célculo Diferencial e Integral sdo mdaltiplas.
Isso esta refletido nos tipos de organizacGes praxeoldgicas, matematicas e didaticas, sejam elas
pontuais, locais, regionais ou globais. Ou seja, se a ideia de um MER é compreender a
funcionalidade dos casos de fatoracao polinomial da matematica escolar, no calculo de limites,
entéo, o trabalho de producdo desse MER perpassa por etapas que se iniciam com organizacgoes
praxeoldgicas pontuais (tipo de tarefas T de fatoracdo por fator comum) e, tenta-se atingir uma
organizacdo praxeologica regional [Tij / ij / 6; / ®], onde as tecnologias 6; devem conter
justificativas das técnicas 7ij, aplicadas na resolucéo de tipos tarefas Ti; de calculo de limites
bem mais complexas, conforme a que consta na Figura 2.

E perceptivel as conexdes transpositivas que existem entre varios objetos da matematica
escolar com os do Calculo Diferencial e Integral, conforme mostramos nas ideias do Sistema
de Numeracdo Decimal (SND), no estudo de polinbmios, equacdes e tipos de funcdes,
principalmente, as fungdes polinomiais do primeiro grau e quadratica. Com ideias do SND,
mostramos de forma simples o porqué de a derivada de uma funcéo constante ser nula.

Na tarefa da Figura 1, vimos a existéncia de dois objetos da matematica escolar, funcéo
polinomial do 1° grau e fungdo polinomial do 2° grau ou funcéo quadrética. Esses dois objetos
fazem parte do curriculo de matematica do Ensino Fundamental dos anos finais e Ensino Médio.
S&o objetos que possuem uma praxeoldgica transversalidade, indo do Ensino Basico ao Ensino
Superior. Além disso, o objeto equacdo polinomial do primeiro grau estd modelada na funcéo
polinomial do primeiro grau e possui uma representacdo geométrica necessaria (reta tangente a
uma curva) para a compreensdo da relacdo que ha entre o calculo de derivadas e de limites.

Vimos em algumas tarefas de Célculo Diferencial e Integral, os objetos ostensivos e ndo
ostensivos que auxiliam nas resolucGes dessas tarefas. Dessa forma, transparece a coeréncia

transpositiva entre o ensino dos objetos da matematica escolar e varios objetos da matematica
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do Ensino Superior. Vemos essa coeréncia na tarefa da Figura 1, em que temos o calculo de

limites que relaciona duas func¢des na forma de quociente entre estas, ou seja, % (gx) = 0).

A funcéo f possui a lei de formagdo f(x) = x? + x e a funcéo g é definhada por g(x) = 3 — x.
Esses dois objetos, funcdo quadratica e funcdo polinomial do 1° grau, estdo nas organizacfes
praxeologicas da matematica escolar.

Ressalte-se que o estudo das organizagdes praxeoldgicas do Célculo Diferencial e
Integral potencializam as perspectivas para a elaboragdo de modelos epistemoldgicos de
referéncia, que evidenciem a Transposicao Didatica nos objetos da matematica escolar. Essa

nossa percepcao esta ilustrada na técnica subjacente ao Teorema Fundamental do Calculo para
Integral Definida, que foi aplicada no calculo da integral definida f: x? dx. O processo de

obtencdo da antiderivada revela objetos ostensivos pertinentes a matematica escolar
(potenciagdo, operacdes com nimeros racionais, construcdo do grafico da funcdo quadratica de
lei de formagao f(x) = x2 etc.).

Frisamos que as organizacdes matematicas do Calculo Diferencial e Integral sdo do tipo
Regionais e Globais. Esses dois tipos de organizacfes praxeoldgicas possuem abstracées bem
acentuadas que compdem demonstragdes refinadas de tecnologias 6; e teorias ®k, que sustentam
a base matematica do Célculo Diferencial e Integral, por exemplo, o Teorema do Confronto,
Teorema das funcBes continuas, demonstracfes das regras de derivacdo, calculo de areas de
curvas, Teorema Fundamental do Calculo, entre outras. Porém, nessas organizacdes
praxeoldgicas ha conexdes elementares de objetos ostensivos e ndo ostensivos que carecem das
versdes transpositivas das organizacGes matematicas Pontuais, Locais e Regionais da
matematica escolar. Além disso, esses trés tipos de organizacBes matematicas escolares,
principalmente as Pontuais e Locais, demanda reelaboragdes transpositivas, algo que pode ser
realizado durante a elaboracdo de um Modelo Epistemolégico de Referéncia (MER).

E palpével conjecturamos que os objetos do Calculo Diferencial e Integral carecem de
modelos epistemoldgicos de referéncia, elaborados a partir de estudos dos objetos da
matematica escolar, algo que mostramos nas tarefas das Figuras 1, 2 e 3, as quais trazem o
calculo de limites de fungdes.

Nas tarefas das Figuras 5 e 6, que perpassam pela Integral Definida e o Teorema
Fundamental do Calculo, mostram que a base preliminar esta na matematica escolar, no estudo
do conjunto dos NUmeros Reais. Acrescente-se a esse estudo o0 ostensivo grafico para mostrar

a continuidade de uma funcdo num intervalo fechado. Outros objetos ostensivos e ndo
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ostensivos estdo na técnica da obtencdo da antiderivada e aplicacdo do Teorema Fundamental
do Célculo e suas extensdes mais refinadas.

Assim, acreditamos ter atingido nosso objetivo de expor ideias vinculadas a alguns
objetos da matematica escolar que revelem conexdes transpositivas pertinentes a elaboracéo de
modelos epistemologicos de referéncia, vinculando-os as nog¢bes de objetos matematicos do
Célculo Diferencial e Integral.
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