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Resumo

Pesquisas sobre a complexidade epistémica, l6gica e discursiva da aprendizagem de provas tém
gerado uma literatura abundante nas ultimas duas décadas. Seus resultados contribuem para
uma compreensao mais precisa das dificuldades encontradas pelos alunos e do trabalho dos
professores. Sustentam a concepc¢do de situacdes, em particular situacdes de validacdo no
sentido da Teoria das Situacdes Didaticas (TSD) (Brousseau,1998), em que a prova funciona
como ferramenta de resolucgéo de problemas. No entanto, permanece a dificuldade de apreender
a prova como objeto, a fim de reconhecer suas especificidades matematicas e institucionaliza-

la como tal. Este € o problema de que trata este texto. Este texto complementa as apresentagdes
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feitas no Seminario Nacional de Didatica da Matematica, em 2017, e no “*CORFEM, em 2019.
O objetivo comum a essas trés palestras era aprender e ensinar a prova antes da sua introducao
Scomo uma forma candnica de prova em matematica. Ap6s uma introducdo que recorda o
contexto institucional e cientifico, a primeira parte (seccdes 2 a 4) é dedicada ao estado da
investigacdo, retomando os relatorios de trabalhos significativos, relacionados com diferentes
abordagens; e a segunda parte (seccdo 5) apresenta propostas para formar uma base para a
investigacdo futura. A concluséo centra-se nas questdes abertas pela necessidade de engenharia
situacional especifica para incentivar e acompanhar a génese e o reconhecimento dos padrdes
de prova na sala de aula de matematica, antes do ensino explicito da prova.

Palavras-chave: Didatica da matematica, Teoria das situacfes didaticas, Prova,
Demonstracdo, Argumentacao.

Abstract

Research on the epistemic, logical, and discursive complexity of proof learning has generated
a wealth of literature over the past two decades. The results contribute to a more precise
understanding of the difficulties encountered by students and those encountered by teachers.
They support the design of situations, especially validation situations in the sense of the Theory
of Didactical Situations (TDS—Brousseau, 1998), in which proof is a problem-solving tool.
However, there remains the difficulty of grasping proof as an object, recognizing its
mathematical specificities and institutionalizing it as such. This is the topic of this text. This
text complements those given at the Séminaire national de didactique des mathématiques in
2017 and at CORFEM in 2019. The common theme of these three presentations was the
learning and the teaching of proof before the introduction of mathematical proof as the
canonical form of proof in mathematics. After an introduction recalling the institutional and
scientific context, the first part (sections 2 to 4) is devoted to a review of the state of research,
taking into account the reports of outstanding work from different approaches. In the second
part (section 5), proposals are made to provide a basis for future research. The conclusion
considers the issues raised by the need for situation-specific engineering to encourage and
support the genesis and recognition of proof norms in the mathematics classroom, prior to the
explicit teaching of the introduction of mathematical proof.

Keywords: Didactics of mathematics, Theory of didactic situations, Proof, Mathematical
proof, Argumentation.

4 Convém explicitar esta sigla.
® Os destaques em verde indicam exclusdes para eliminar repetigdes.
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Resumen

La investigacion sobre la complejidad epistémica, I6gica y discursiva del aprendizaje de la
demostracion ha generado abundante literatura en las dos ultimas décadas. Los resultados
contribuyen a una comprension mas precisa de las dificultades a que se enfrentan los alumnos
y a cudles se enfrentan los profesores. Estos resultados, refuerzan la utilidad de la nocién de
situacion; en particular de situacion de validacion en el sentido de la Teoria de las Situaciones
Didacticas (TSD — Brousseau, 1998), en las cuales la prueba funciona como una herramienta
de resolucion de problemas. Sin embargo, sigue existiendo una dificultad de entender la
demostracion como objeto, reconocer sus especificidades matematicas e institucionalizarla
como tal. Es en este problema en que se centra este texto, que desarrolla los elementos
presentados en la 212 Escuela de Verano de Didactica de las Matematicas. Este texto completa
las comunicaciones presentadas en el Séminaire national de didactique des mathématiques
(2017) y en el CORFEM (2019). EI tema comun de estas tres presentaciones fue el aprendizaje
y la ensefianza de la prueba antes de la introduccién de la demostracion como forma candnica
de prueba en matematicas. Tras una introduccidn en la que se recuerda el contexto institucional
y cientifico, la primera parte (secciones 2 a 4) esta dedicada a una revision del estado de la
cuestion retomando los relatos de trabajos destacados desde distintos enfoques. La segunda
parte (seccidén 5) presenta propuestas para sentar las bases de futuras investigaciones. La
conclusion aborda las cuestiones abiertas por la necesidad de una ingenieria de situaciones
especifica para fomentar y apoyar la génesis y el reconocimiento de las normas de la prueba en
el aula de matematicas antes de la ensefianza explicita de la demostracion.

Palabras clave: Didactica de las matematicas, Teoria de las situaciones didacticas,

Prueba, Demostracion, Argumentacion.

Résumé

Les recherches sur la complexité épistémique, logique et discursive de I’apprentissage de la
preuve ont suscité une abondante littérature au cours des deux derniéres décades. Leurs résultats
contribuent a une compréhension plus précise des difficultés rencontrées par les éléves et de
celles du travail des professeurs. Ils confortent la conception de situations, notamment les
situations de validation au sens de la Théorie des situations didactiques (TSD — Brousseau,
1998), dans lesquelles la preuve fonctionne comme outil de résolution de problemes.
Cependant, subsiste la difficulté de saisir la preuve comme objet, pour en reconnaitre les
spécificités mathématiques et I’institutionnaliser en tant que telle. C’est sur ce probleme que

porte ce texte. Ce texte compléte ceux des exposes faits au Séminaire national de didactique
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des mathématiques en 2017 et au CORFEM en 2019. Ces trois exposés avaient pour objet
commun [’apprentissage et ’enseignement de la preuve en amont de I’introduction de la
démonstration comme forme canonique de preuve en mathématique. Apres une introduction
rappelant le contexte institutionnel et scientifique, une premiere partie (sections 2 a 4) est
consacrée a un état de la recherche en reprenant les comptes-rendus de travaux marquants
relevant de différentes approches, une deuxieme partie (section 5) avance des propositions pour
constituer une base pour les recherches a venir. La conclusion porte sur les questions ouvertes
par le besoin d’ingénieries spécifiques des situations pour susciter et accompagner la genese et
la reconnaissance des normes de la preuve dans la classe de mathématique avant I’enseignement
explicite de la démonstration.

Mots-clés : Didactique des mathématiques, Théorie des situations didactiques, Preuve,

Démonstration, Argumentation.
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Situagdes para a aprendizagem da prova em matematica: uma revisdo da pesquisa e

questdes abertas

1. Introducéo

A aprendizagem da prova® ou demonstrac&o, ou do raciocinio dedutivo ou do raciocinio
matematico, esta incluida no projeto pedagdgico em todos os niveis de escolaridade em todos
0s paises. Isso é evidenciado pelos estudos de avaliacdo do PISA (OECD, 2019, pp. 79, 81;
PISA Mathematics Frameword, 2022 e Trends in International Mathematics and Sciences
Study (TIMSS) (2021, pp. 16-17. As avaliacdes PISA centram-se no desempenho dos alunos
de 15 anos, enquanto as avaliacdes TIMSS incidem sobre os alunos CM1 e quarto’. Utilizo este
ultimo estudo para ilustrar a tendéncia institucional. As avaliagbes TIMSS distinguem entre
dominios de conteddo e dominios cognitivos. Os dominios de conteudo definem os temas
matematicos cobertos pela avaliacdo, e 0s dominios cognitivos definem os conjuntos de
comportamentos esperados dos alunos, ao se envolverem em uma atividade matematica
(TIMSS, 2003, in O'Connor et al., 2003, p. 9). As questdes relacionadas a validacdo séo

abordadas no dominio cognitivo intitulado “raciocinio”. Eis a descri¢do mais recente:

O raciocinio matematicamente envolve pensamento logico e sistemético. Inclui
raciocinio intuitivo e indutivo baseado em padrdes e regularidades que podem ser
usados para chegar a solucgdes para problemas. Evidéncias de processos de raciocinio
podem ser encontradas na explicacdo ou justificacdo de um método de solucédo, ou na
realizacdo de inferéncias validas com base em informacdes e evidéncias. O raciocinio é
necessario para analisar ou generalizar relacdes matematicas. Embora muitas das
habilidades cognitivas listadas no dominio do raciocinio possam ser aproveitadas ao
pensar e resolver problemas complexos, cada uma por si sé representa um resultado
valioso da educacdo matematica, com o potencial de influenciar o pensamento dos
alunos de forma mais geral. Por exemplo, o raciocinio envolve a capacidade de observar
e fazer conjecturas. Envolve também fazer deducdes légicas com base em pressupostos
e regras especificas e justificar resultados. (TIMSS, 2023, in Mullis et al., 2021, pp.
16-17, meus italicos).

Os objetivos de aprendizagem do dominio cognitivo sdo expressos em termos de
comportamentos: 8Analisar, Generalizar, Sintetizar/Integrar, Justificar. Este tltimo foi rotulado

como Justificar/Provar em 2003, mas apenas Justificar permaneceu para campanhas de

® Para vincular esse texto a outros da literatura contemporanea em lingua inglesa, é importante observar que preuve
é traduzido como prova e démonstration como prova matematica (ou prova quando o contexto ndo é ambiguo).
A palavra inglesa demonstration foi usada na matematica até o inicio do século XX.

" Respectivamente, “grau 4” e “grau 8” na nomenclatura internacional.

8 Estes verbos poderiam ser iniciados por mintsculas?: analisar, generalizar, sintetizar/integrar, justificar.

Este ultimo foi rotulado como justificar/provar. justificar
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avaliacdo subsequentes. Na Franca, em 2017, Cédric Villani e Charles Torrossian lideraram
uma missdo sobre o ensino da matematica a pedido do Ministério da Educagdo Nacional. A
carta missiondria pede, em particular, “que se fagam recomendagdes sobre os diferentes niveis
anuais de aquisi¢do nas escolas primarias, médias ¢ secundarias” (Villani & Torossian, 2018,
p. 94). Uma se¢do deste relatorio ¢ dedicada a Prova, na qual os autores afirmam que “a nog¢ao
de prova estd no cerne da atividade matematica, seja qual for o nivel (apropriadamente, essa
afirmacgdo ¢ valida do jardim de infancia a universidade)”®. Tal recomendagio é um novo
desafio na histéria da educacdo matematica na Franca. Até agora, independentemente do
vocabulério escolhido, esse aprendizado ndo era realmente considerado possivel antes do quarto
ciclo, mais precisa e classicamente, a oitava série (Balacheff, 2023).
Tabela 1.

Evolugéo da definigdo dos termos Justificar e Provar usados pelos documentos de estrutura
do TIMSS (estruturas de avaliacédo) de 2003 a 2023 para o nivel CM1 (4.2 série)

“Fornecer evidéncias da validade de uma acdo ou da
veracidade de uma declaragéo por referéncia a resultados ou
2003 Justificar/provar|propriedades matematicas; desenvolve argumentos para
provar ou refutar declaragdes, com informagdes relevantes.”
(/ TIMSS, 2003, in O’Connor et al., 2003, p. 33).

“Fornecer uma justificativa para a verdade ou a falsidade de
2007 Justificar uma afirmacdo, com referéncia a resultados ou propriedades
matematicas” (TIMSS, 2007, in Mullis et al., 2007, p. 38).
“Fornecer uma justificativa para a verdade ou falsidade de
2008 Justificar uma afirmacdo com referéncia a resultados ou propriedades
matematicas.” (TIMSS, 2008, in Garden et al., 2008, p. 22).
“Fornecer uma justificativa com referéncia a resultados
2011 Justificar matematicos conhecidos ou propriedades”. (TIMSS, 2011, in
Mullis et al., 2009, p. 46).

Fornecer argumentos matematicos para apoiar uma estratégial

ggig stificar ou soluco. (TIMSS, 2019: in Mullis et al., 2017, p. 24:
o TIMSS, 2023, in Mullis et al., 2021, p. 17; TIMSS, 2015, in

Mullis & Martin, 2014, p. 27).

De fato, a prova, ou a questéo da validade de um resultado ou de um raciocinio, aparece
em programas recentes. Ela foi o tema de um comentario detalhado (EDUSCOL, 2016). A
resposta a esse desafio pode ser encontrada em pesquisas realizadas ao longo de varias décadas

sobre 0 tema da prova, com abordagens notadamente cognitivas, l6gicas, epistemoldgicas e

® O National Council of Teachers of Mathematics (Conselho Nacional de Professores de Matematica), no inicio
dos anos 2000, recomendou: “O raciocinio e a prova devem ser uma parte consistente das experiéncias matematicas
dos alunos do pré-jardim de infancia até a 12* série”. (NCTM, 2000, p. 56, citado por Hanna e de Villiers, 2012,
p. 207).
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didaticas. As primeiras delas, que se concentram essencialmente no aluno ou no objeto de
ensino, produziram resultados bastante claros. Entretanto, isso raramente acontece com a
pesquisa sobre modelagem didatica de situacGes, em que o objetivo € ensinar provas. A razao
para isso € a dificuldade de determinar as condi¢Ges para a transicdo da prova como
ferramental® de resolugdo de problemas para a prova como objeto, cujas caracteristicas, se
explicitadas, permitiriam que ela fosse reconhecida como tal e institucionalizada (Balacheff,
1988, pp. 580-581, 2019b; Brousseau & Gibel, 2002, p. 217; Grenier & Payan, 2002, p. 201;
Stylianides, 2007, p. 15).

A principal ferramenta para criar situagdes nas quais a questdo da validade de um
enunciado, problematizada e tratada pelos alunos, é o esquema de validacéao explicita, conforme
definido pela Teoria das Situac6es Didaticas (TSD) (Brousseau, 1986, 1998, pp. 109-112). As
situacdes a ele correspondentes sdo situacdes de validagdo!?, que tém as caracteristicas de uma
situacdo adidatica (pp. 58-59) com um componente epistémico que é regulado pelo milieu de
referéncia e um componente social que permite a geracdo de uma dialética de provas e
refutacGes. Nessas situacdes, a questdo que move os alunos é a de provar a validade de um
enunciado, e ndo as caracteristicas que tornam essa prova aceitavel. E certo que muitas delas
estdo subjacentes aos possiveis conflitos, mas ndo sdo formuladas —por exemplo, o terceiro
excluido. O problema que nos colocamos diz respeito a esses critérios de aceitabilidade, a seu
reconhecimento e a sua apropriacdo pelos alunos nos diferentes niveis de escolaridade. Para
isso, a situacdo de validacdo deve incentivar uma mudanca no questionamento: da validade do
enunciado em si para a legitimidade e a natureza de sua prova.

Sem nenhuma caracteristica especifica, as situacdes de validacdo do ponto de vista da
solucdo de um problema séo situacdes de acdo do ponto de vista da prova.

O postulado fundador da TSD afirma que € necessario que o conhecimento a ser
aprendido “tenha funcionado como tal em debates cientificos e em discussdes entre estudantes”
(Brousseau, 1981, 1998, pp. 218-220). Trata-se de proporcionar uma situagdo ndo mais a um

proponente e um oponente, nem mesmo de pequenas equipes em competicdo, descritas pelo

10 Definigdo - “Dizemos que um conceito ¢ uma ferramenta quando concentramos nosso interesse em como ele é
usado para resolver um problema. A mesma ferramenta pode ser adaptada a varios problemas, e varias ferramentas
podem ser adaptadas ao mesmo problema. Por objeto, queremos dizer um objeto cultural que tem seu lugar em um
edificio mais amplo, que ¢ o conhecimento académico socialmente reconhecido em um determinado momento”
(Douady, 1986, p. 6).

11 Definicdo - “As situa¢des de validagio envolvem dois jogadores que se confrontam sobre um objeto de estudo
composto de mensagens e descri¢cdes que o aluno produziu, por um lado, e o ambiente a-didatico que serve de
referéncia para essas mensagens, por outro. Os dois jogadores sdo alternadamente um ‘proponente’ e um
‘oponente’ ; eles trocam afirmagdes, provas e demonstragdes sobre esse par ‘ambiente/mensagem’ ”. (Brousseau,
1986, 1998, p. 108)
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esquema de validacdo explicita, mas de propd-la a uma comunidade de cerca de trinta alunos e
um professor, na qual é complexa a regulacdo das interacfes sociais designadas pelas
expressdes “debate cientifico” e “discussdao”. O debate cientifico particularmente complexo
qguando o objetivo é chegar a um acordo matematico sobre a solucdo de um problema, porque
a fronteira entre a dialética e a polémica é sempre fragil. E ainda mais complexo quando o
desafio ¢ chegar a um consenso em outro nivel, o “nivel meta” (Robert & Robinet, 1996), o das
regras subjacentes ao acordo. Isso exige que elas sejam reconhecidas, formuladas e, por fim,
institucionalizadas.

A relacdo entre os dois niveis de concordéncia, o da prova-ferramenta e o da prova-
objeto, é estreita e sistémica: qualquer discordancia em um nivel potencializa a discordancia no
outro. Mas h& uma assimetria: o acordo sobre as regras geralmente é implicito, enquanto o
acordo sobre a prova em si é explicito. Assim que a Ultima é acordada, ndo parece mais
necessario tornar a primeira explicita.

A forca desse consenso decorre de um principio de economia natural que impede a
criacdo da prova como um objeto. Os resultados do trabalho sobre o ensino da prova esbarram
neste obstaculo: eles atestam a possibilidade de ‘“debates cientificos”, mas também a
incapacidade de os levar a uma conclusdo a ponto de poder compartilhar o reconhecimento do
que torna suas conclusdes legitimas.

No final da década de 1980, esse era um problema em aberto (Balacheff, 1988, pp. 580
e seguintes). E ainda é. O documento que definiu o estudo do ICMI Proof and proving in
mathematics education (2007-2012) fez a seguinte pergunta: “Que argumentos os professores
podem usar na escola e na universidade para promover a apreciacdo dos alunos sobre o
significado da prova e para motiva-los a provar teoremas?” (Hanna et al., 2012, p. 450). Essa
pergunta permaneceu sem resposta, mas foi reformulada, passando para o dominio da acdo e da

situacéo:

Quais acdes do professor e qual atmosfera da sala de aula podem apoiar ou dificultar o
desempenho, e como todos esses fatores podem variar de acordo com a idade ou o nivel
do aluno, o tipo de matematica e as especificidades do tipo de prova que esta sendo
usada? (Dreyfus et al., 2012, p. 207, italico meu).

Em 2018, o grupo tematico Raciocinio e prova na educacdo matematica, no congresso
ICME-13, abordou novamente esse tema, mas sem nenhum progresso notavel. A conclusdo da

secdo dedicada aos problemas de prova em sala de aula simplesmente sugere que o leitor
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interessado encontrard informacdes, perspectivas ou ideias Uteis nesse relatorio (Even, 2018, p.
149).

O objetivo do presente texto € retomar essas questdes no contexto da TSD, ou seja,
buscar as condi¢des que uma situagao de ensino deve satisfazer para otimizar'? a possibilidade
de surgimento da prova nao apenas como uma ferramenta, que é necessaria, mas também como
um objeto. A retomada, por Andreas Stylianides, da pesquisa original de Deborah Ball (1993)
oferece uma oportunidade de fazer uma observacéo que ilustra concretamente a complexidade

da tarefa:

Por fim, o envolvimento dos alunos com as conjecturas terminou sem que os alunos
chegassem a um acordo sobre uma prova e sem que o professor ratificasse uma suposta
prova ou explicasse por que outros argumentos ndo poderiam ser considerados provas.
Assim, o episddio terminou sem uma situacao de institucionalizacéo (Brousseau, 1981),
Ou seja, uma situacdo que visaria apontar e dar um status oficial a algum conhecimento
que foi construido durante a atividade em sala de aula (Stylianides, 2007, p. 15).%3

Deborah Ball (1993) iniciou seu programa de ciéncias “com um olho no horizonte
matematico”. Entre outras questdes, ela questiona quais s3o as concepcdes de prova das
criancas de 8 anos e, de forma mais ampla, o que permite que elas garantam a verdade de “algo”
p. 383). Sua abordagem é experimental e empirica, envolvendo o projeto, a implementacéo e a
observacdo de uma orquestracdo do papel do professor. Nessa problematica, reconhecemos as
questdes levantadas pelo ICMI. Os principios que orientam o projeto, 0s sucessos e 0s fracassos
sdo relatados em detalhes. O resultado assume a forma de um exemplo analisado que pode ser
um recurso para o ensino ou, melhor ainda, uma fonte de inspiragéo.

Proponho, no que se segue, uma revisdo da pesquisa, seguida de uma reflexdo sobre as
questdes levantadas, do ponto de vista das situagdes, conforme definido pela TSD. A literatura

é abundante e de qualidade desigual. Optei por selecionar®*,

12 Escolhi essa formulagdo para levar em conta e enfatizar o ndo determinismo inerente a situacao real de ensino
- frequentemente evocado pela palavra “terreno” ou pela expressdo “condi¢des ecoldgicas”. Na pratica, os
conhecimentos adquiridos com a pesquisa sobre a didatica da matematica sdo utlizados para desenvolver um
projeto de ensino em um sistema complexo, no sentido dado a essa nogdo por Edgard Morin e Jean Louis Le
Moigne. Essa complexidade exige que as dimensdes psicoldgica, pedagogica, socioldgica, econdmica e até mesmo
politica e cultural sejam levadas em consideracéo, todas elas interagindo com as dimensdes matematica e didatica.
A didatica da matematica, por si s6, ndo pode resolver os problemas do ensino da matematica, mas faz uma
contribuicdo fundamental porque é a matemaética que estd em jogo. Com o advento das novas normas ortogréaficas,
a Academia Brasileira de Letras optou por excluir o hifen nas expressdes compostas pelo advérbio “ndo”.

88 Finally, students’ engagement with the conjectures ended without the students reaching an agreement on a proof’
and without the teacher ratifying a purported proof or explaining why other arguments could not count as proofs.
Thus, the episode ended without a situation for institutionalization (Brousseau, 1981), that is, a situation that
would aim at pointing out, and giving an official status to, some piece of knowledge that has been constructed
during the classroom activity (Stylianides, 2007, p. 15).

14 Admito a carater arbitrario dessas escolhas.
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1. Trabalhos que estdo no paradigma da aprendizagem baseada em questionamento
(inquiry based learning, IBL) (Artigue, 2018). Seu objetivo comum & criar situacdes de ensino
que incentivem os alunos a se envolverem com o problema da prova (Ball, 1993; Lampert,
1990; Maher & Martino, 1996). Essas pesquisas respondiam as recomendagdes dos “padrdes”
americanos do final da década de 1980. S&o pioneiros em sua natureza. Seus principais artigos
séo referéncias reconhecidas na literatura internacional e influenciaram fortemente a pesquisa
no mundo de lingua inglesa. Os trabalhos de Paul Cobb ocupam um lugar especial, e eu o levo
em consideracdo, ao introduzir o conceito de norma sociomatematica que eles ajudaram a forjar.
Por fim, Patricio Herbst propds anélises que nos permitem tragar os contornos de uma sintese,
e elas séo levadas em conta mais particularmente na Gltima parte deste curso.

2. Dois trabalhos no paradigma da didatica da matematica que abordam explicitamente a
situacdo de ensino para a aprendizagem de provas no ensino fundamental como um objeto
complexo ((Boero & Douek, 2008; Grenier, 2009; Legrand, 1993; Mantes & Arsac, 2007).
Esses trabalhos geralmente foram realizados na interface entre a pesquisa académica e a pratica

de ensino. Eles sdao amplamente divulgados e, de certa forma, sdo referéncias na area.
2. A prova como um padréo sociomatematico em sala de aula

O objetivo das pesquisas, cujos principais aspectos apresento nesta secdo, é testar
modelos construidos com base em diferentes teorias nas condi¢des da pratica real do professor
e examinar seu escopo, tendo em mente a diferenca de natureza entre o conhecimento baseado
em estudos empiricos ou analiticos e aquele forjado na prética real de ensino (Lampert, 1990,
p. 37). Esses trabalhos respondem as demandas institucionais do final da década de 1980 nos
Estados Unidos da América®®, que recomendavam que, em vez de aprender vocabulario e
técnicas elementares, os alunos deveriam aprender a fazer matematica, ou seja, conjecturar,
explicar, validar, discutir e questionar em uma comunidade matematica.

Os quadros tedricos de referéncias, que fornecem principios para a elaboragdo e a
implementacdo de ensino baseado em evidéncias sdo muitos. Os projetos abrangem um longo
periodo, um ano ou mais.

A metodologia (cf. Herbst & Chazan, 2009) é a de estudos de caso conduzidos com a
mesma pessoa no papel de professor e pesquisador — estudos em primeira pessoa —, de acordo
com a formula: “Usando a mim mesmo como objeto e ferramenta de minha investigacao” (Ball,

1993, p. 375). Os dados foram coletados por varios meios — gravacdes de video, anotagoes,

15 Veja, por exemplo: Ball (1991, p. 16); Lampert, (1990, pp. 32-33).
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diarios de bordo, produgdes dos alunos, introspeccdo — e analisados utilizando métodos
etnometodoldgicos e sociolinguisticos.

A questdo do significado do conhecimento vem em primeiro lugar e, nesse aspecto, a
problematica desta pesquisa € epistemoldgica e tem ligacdes com a da didatica da matematica,
concentrando-se nos fundamentos afetivos e sociais da prova matematica — aqui, para
caracterizar essa abordagem, tomo emprestadas palavras de Guy Brousseau (1981, 1998, pp.
240 e seguintes). A TSD inclui essa dimensdo porque “0 professor deve administrar o
investimento afetivo e o desejo de seus alunos” (p. 240), mas busca nas especificidades do
conhecimento 0s meios para atender a essa exigéncia. Os trabalhos apresentados nesta secédo
procuram esclarecer esses meios, analisando as interacdes entre o professor e os alunos. E o
papel do professor que é o objeto de estudo (Jones & Herbst, 2012).

As trés secOes a seguir apresentam os trabalhos de Deborah Ball e Magdalene Lampert,
por seu carater exemplar e sua influéncia na pesquisa sobre o aprendizado de evidéncias na
comunidade da sala de aula. Seu foco principal é o papel e o trabalho do professor. Os trabalhos
de Ball e Lampert sdo semelhantes, em termos de questdes e métodos*®. Os trabalhos de Carolyn
Maher se enquadram na mesma estrutura, mas com a originalidade de realizar um estudo
longitudinal de cinco anos. O campo de pesquisa € o ciclo 2 e o final do ciclo 3. Uma sintese
da estrutura desses estudos e de suas contribuicOes € apresentada na secao 3.

2.1.Conhecer as matematicas

Magdalene Lampert (1990) apresenta seu artigo como um ensaio. A professora e
pesquisadora compartilham um relato sobre a aprendizagem do que significa saber matematica
no contexto social da sala de aula e mostra como o professor pode agir para criar e manter uma

estrutura de participacdo intelectualmente aberta (p. 34):

Presumi que mudar as ideias dos alunos sobre o que significa saber e fazer matematica
era, em parte, uma questdo de criar uma situagdo social que funcionasse de acordo com
regras diferentes daquelas que normalmente vigoram nas salas de aula e, em parte,
desafiar respeitosamente suas suposi¢cdes sobre o que significa saber matematica
(Lampert, 1990, p. 58)*".

16 Deborah Ball e Magdalene Lampert realizam suas pesquisas na Universidade de Michigan, em Ann Arbor.
Carolyn Maher realiza sua pesquisa na Universidade Rutgers.
17T assumed that changing student’s ideas about what it means to know and do mathematics was in part a matter

of creating a social situation that worked according to rules different from those that ordinarily pertain in
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Lampert (1990, p. 37) descreve sua abordagem como uma prova de conceito, sem, no
entanto, renunciar ao valor genérico do que ela relata, ou a seu valor como exemplo para 0s
professores — embora nada seja certo.

Sua ambicdo é desenvolver novas formas de interacdo entre alunos e professores e
experimentar novas formas de contedo. A estrutura epistemoldgica é baseada em uma leitura
de Imre Lakatos (1976) e George Polya (1945), que enfatizam os valores éticos e morais:

— As qualidades de coragem intelectual e modéstia intelectual necessarias para a pratica

da matematica (Lakatos, 1976, p. 3; Polya, 1945, pp. 7-8). Essas qualidades sdo necessarias

nee 29, ¢

para a atividade porque a verdade ¢ sempre "“proviséria”: “a verdade permanece provisoria”
(Lampert, 1990, p. 31). Essa posicéo encontra sua justificativa no modelo epistemoldgico de
Lakatos: o progresso na matematica deve menos a ldgica do que ao “ziguezague” da conjectura
a prova e ao retorno a axiomas ou defini¢cbes que devemos estar preparados para revisar.

— Entretanto, essa disposi¢do para revisar deve ser temperada por uma sabia restri¢ao
(Polya, 1945, p. 8): ndo se deve mudar de ideia sem um bom motivo.

Deve-se observar que esses valores estdo, de fato, subjacentes a modelagem de situagdes
na TSD, mas ndo séo tratados explicitamente. NGs 0s encontraremos novamente em pesquisas
sobre situagdes de “debate cientifico” (ou “problema aberto”, em que a viabilidade dos debates
publicos deve ser garantida pela defini¢do das regras.

O quadro teorico € o da antropologia educacional, segundo a qual o professor pode
construir uma estrutura participativa para redefinir seus papéis e responsabilidades, bem como
os dos alunos (Lampert, 1990, p. 34); em outras palavras, um contrato didético. E a partir da
estruturacdo e da regulamentacdo dessas interacBes que os alunos adquirem um senso de
legitimidade de suas atividades e do que conta como conhecimento na sala de aula.

A autoridade social e intelectual do professor poderia, a priori, ser um obstaculo, mas o
pressuposto € gue se trata, na verdade, do produto da negociacdo: no decorrer das interagdes,
como membro da “comunidade de discurso” da classe, o professor-pesquisador introduz as
convengdes necessarias conforme exigido ou as “reinventa” com os alunos (Lampert, 1990, p.
35). Essa autoridade vem do papel que ela assume, ao seguir e se comprometer com as propostas
com os alunos. “Para fazer isso”, diz Lampert, “¢é preciso Saber como dar provas aos alunos,
sem trair a matematica, e ser capaz de avaliar as provas deles em seu proprio quadro de

referéncia” (p. 41).

classrooms, and in part respectfully challenging their assumption about what knowing mathematics entails.
(Lampert, 1990, p. 58).

292 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.26, n.2, p. 281-343, 2024



Os simbolos e as convencdes sdo introduzidos no decorrer dessas interacfes. O
professor precisa ser explicito sobre o conhecimento envolvido, a legitimidade e a utilidade das
estratégias, e acompanhar os argumentos dos alunos.

A primeira decisdo do professor é escolher um “problema estruturado'®, muitas vezes
chamado de situacdo-problema, que exija que os alunos gerem ideias (Lampert, 1990, p. 39) e
provoque conjecturas e discussdes. Esse problema deve ser acessivel a todos os alunos,
independentemente de seu nivel, e deve mobilizar concepc¢des ligadas aos conceitos
matematicos visados.

A engenharia da situacdo de ensino baseia-se nas tradigdes da pesquisa-acdo e nos
métodos interpretativos das ciéncias sociais (Lampert, 1990, p. 36). Os alunos séo incentivados
a tornar publico como entendem o problema e o que podem fazer a respeito. Suas propostas sdo
escritas no quadro, marcadas com um ponto de interrogagdo. De acordo com a analise de Claire
Margolinas (1992, pp. 139-140), a escrita que se torna publica da expressao concreta a presenca
de um milieu de referéncia social. Todos os comentarios e afirmacdes sobre essas proposi¢des
devem ser justificados. A regra, que € explicita, esta sob o controle do professor, de modo a
garantir que qualquer questionamento das proposicdes ndo seja reduzido a um julgamento
(Lampert, 1990, p. 40). O contexto matematico, no sexto ano, € o estudo das propriedades
aritméticas da poténcia de um nimero natural, com o objetivo de provar a “legitimidade” da
formula a"xa™=a™" (Lampert, 1990, pp. 51-52). A referéncia a “legitimidade” é um ponto
importante, pois enfatiza que a defesa das propostas € baseada na matematica, e ndo na palavra

do professor. A seguir, apresentamos um esboco da crénica da situacao:

A sequéncia comega com o problema de decidir sobre o digito das unidades da poténcia
de um determinado numero sem calcular seu valor. Esse primeiro problema é uma
maneira de abrir um problema matematico de nimeros inteiros que ndo se reduz as
manipulagdes técnicas da escrita decimal na aritmética elementar. O objetivo € criar
uma comunidade de discurso matematico. Os subproblemas organizaram a explorag&o:
o0 caso de 54, 64, 74. A professora se movimenta pela sala de aula. Ela observa o que 0s
alunos estdo fazendo. Quando todos parecem engajados e a maioria ja apresentou ideias,
ela inicia a discussdo (Lampert, 1990, p. 46). Essa discussao dura cerca de meia hora e
envolve quase todos os alunos. A professora comegou com uma pergunta: “Quem esta
pronto com uma teoria sobre essa [54]?” (Lampert, 1990, p. 47). No decorrer da
discussdo, foi construida uma base comum de conhecimento, vocabuldrio e
esclarecimento de significados — por exemplo, a distin¢do entre multiplicacdo (2xa) e
exponenciacdo (a?). Uma conjectura é formulada: as poténcias de 5 terminam em 25.
Isso leva a outra: as poténcias de 6 terminam em 36. A generalizacdo é refutada pelo
caso de 7, que introduz a questdo do valor das terminacGes para diferentes valores do
expoente. As propostas sdo seguidas pela questdo da prova. A professora orquestra as

18 Essa expressdo foi introduzida por Jeremy Kilpatrick, a quem Lampert se refere.
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trocas nas quais ela participa, tomando parte na argumentacdo ou refutando uma

afirmacéo.

A professora anima e modera as interagdes entre os alunos. Ela se concentra no tom de
certas oposi¢cOes ou pede que eles considerem uma determinada proposta. No entanto, se
necessario, ao se colocar no nivel dos alunos, ela pode contribuir para um argumento ou refutar
uma proposta. Como pivo das trocas, ela faz circular a palavra pela sala de aula. As propostas
sdo escritas no quadro, e a escrita é o elemento estruturador das discussdes. Ela ajuda a ancorar
0 que estd em jogo nas discuss@es e a gerenciar uma memoria compartilhada. A analise toma
como indicadores o vocabulario usado e sua evolugdo, que acompanha o movimento de
descentralizacdo dos alunos e sua entrada nas normas sociais da comunidade matematica. Os
verbos “saber, pensar, revisar, explicar” e as palavras “problema” e “resposta” sdo utilizados
para redefinir atividades e significar novos papéis e responsabilidades, bem como
comportamentos aceitaveis (Lampert, 1990, pp. 35, 38). A mudanca nas expressdes dos alunos
de “eu fago” para “nos fazemos” e seus esforcos para se justificar sdo entendidos como sinais
de sua entrada no “reino das verdades matematicas que foram legitimadas pela comunidade do
discurso” (p. 49).

Embora a analise mostre que os principais objetivos do projeto foram alcancados,
Lampert (1990) ndo hesita em apontar as dificuldades e as limitagbes (pp. 55-57). A
comunidade criada ndo ¢ monolitica. Em particular, os “inteligentes em matematica” tém um
papel de referéncia, mas os alunos que resolveram o problema ndo veem sentido em participar
de uma discussdo que valoriza aqueles que tém dificuldades. Eles frustram os esforgcos do
professor, assim como o siléncio, a impossibilidade ou a recusa de explicar, a falta de coragem
ou o constrangimento de compartilhar, a teimosia (p. 57) ou 0 medo de perder a reputagio. E
certo que a norma € construida, e alguns a aceitam, jogam o jogo e formam a comunidade de
discurso na aula de matemética, mas outros permanecem a margem, como acontece em

qualquer grupo social, observa Magdalene Lampert.
2.2 A responsabilidade do professor como fonte de dilemas

O objetivo de Deborah Ball (1993) é incentivar os alunos a se envolverem em atividades
matematicas, ou seja, atividades que sejam congruentes tanto com os requisitos da disciplina
quanto com a ética da pratica cientifica. Ela busca os principios que criardo as condicGes para
um experimento que envolva o conhecimento dos alunos e os ajude a evoluir, com a
preocupacdo de reconhecer e valorizar o que eles fazem. Essas condicdes estdo relacionadas a

escolha do problema e ao comportamento do professor:
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- O problema deve ser uma fonte de ideias, rica em possibilidades e oportunidades
matematicas.

- A pratica do professor deve respeitar a integridade tanto da matematica como
disciplina quanto das criangas como pensadores matematicos.'® Essa condicao expressa
o principio da honestidade intelectual de Bruner: “qualquer assunto pode ser ensinado
de forma eficaz e intelectualmente honesta a qualquer crianca em qualquer estagio de
desenvolvimento™ (Ball, 1993, p. 374).

A primeira condi¢do é comum as pesquisas no campo e foi especificada em particular
pelo trabalho sobre o problema aberto (Mantes & Arsac, 2007). A énfase na segunda, por outro
lado, é mais especifica do trabalho nos Estados Unidos, devido a atencdo dada a explicitacdo
dos principios éticos subjacentes (cf. Stylianides, 2007).

Mais do que um quadro teorico, € a ideia de reproduzir a atividade do matematico na
sala de aula que orienta 0 projeto, a0 mesmo tempo em que se distancia da frequente
reivindicagdo de autenticidade, que parece impossivel de satisfazer — ou até mesmo
irresponsavel —, dados a natureza e o funcionamento da comunidade matematica, que é marcada
pelo individualismo e pelo elitismo (Ball, 1993, p. 377). Sua transposicdo para a sala de aula
modela uma comunidade de discurso: as trocas e os debates de ideias devem ser fundamentados
e baseados em ‘“argumentos matematicos”, nao na autoridade do professor, ¢ devem ser
sustentados por um esforgo coletivo (p. 388). O conceito de comunidade aqui se refere a criacao
de uma base comum, composta de conteudo: vocabulario, definicdes, convencdes; e regras
compartilhadas para colaboracdo e debate — gerenciamento de conflitos, natureza dos
argumentos, provas e refutacdes (p. 388).

A renuncia local e temporéria do professor a autoridade cientifica ndo significa a
renuncia a responsabilidade associada a sua funcdo, que € socialmente irrevogavel. O resultado
¢ uma tensdo entre autoridade e responsabilidade, uma fonte de dilemas. A partir de suas
observagdes introspectivas, Ball identifica trés dilemas: o de escolher a situacio®, o de
respeitar os alunos como “matemadticos” €, por fim, o de decidir aceitar o0 bem comum que
surge na sala de aula.

O principal estudo de Ball (1993) baseia-se no ensino em uma classe CE2, com alunos
de 8-9 anos. Os dilemas que ela identifica sdo ilustrados por trés sequéncias que utilizam

problemas de aritmética abertos aos alunos desse nivel. O cenario comum é o cléssico, no qual

19 «Aprender a pensar matematicamente significa (a) desenvolver um ponto de vista matematico - valorizando 0s
processos de matematizagdo e abstragdo e tendo a predilecdo de aplica-los - e (b) desenvolver competéncia com
as ferramentas do oficio e usar essas ferramentas a servico do objetivo de compreender a estrutura - a criagdo de
sentido matematico”. (Schoenfeld 1989, citado por Ball, 1993, p. 376).

20 Representando o contelido
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os alunos se dedicam ao trabalho pessoal por cerca de dez minutos, seguido de trocas em

pequenos grupos e, finalmente, um periodo de cerca de meia hora durante o qual os alunos —

ou grupos de alunos — apresentam suas solucdes e discutem suas ideias. O professor/pesquisador

alterna entre orquestrar, moderar e atuar como articulador das discussdes, como no caso de

Lampert. Cada dilema ¢é ilustrado por trés estudos de caso, cujos aspectos essenciais descrevo

a sequir.

1) O dilema da escolha da situacéo surge quando os numeros relativos séo introduzidos,
com base no conhecimento escolar e familiar dos nimeros inteiros. Os alunos sdo
convidados a explorar o que acontece com as manipula¢cdes numéricas que conhecem
(comparacao, adigdo, subtracdo) em um contexto familiar, no qual é introduzida a
codificagdo de um nimero com um sinal “-” para indicar uma posi¢ao ou um valor
relativo:

a. A numeracdo dos andares em um teclado de elevador: 0 para o térreo, um ndmero
natural para os andares superiores, um numero natural precedido pelo sinal “-” para os
andares inferiores (Ball, 1993, pp. 378-381). Varios problemas foram abordados e mais
ou menos facilmente resolvidos no decorrer das discussdes em classe, culminando no
problema de dar significado a escrita 6+(-6). “Finalmente, chegamos a uma crise” (p.
381). O professor ndo sabia como decidir entre as solu¢bes sem ser arbitrario, a fim de
superar o que os alunos consideravam um absurdo; de fato, eles ndo consideravam -6
um numero, mas sim o nome codificado do 6.° subsolo.

b. A codificacdo de quantidades de dinheiro em balancos contébeis: ganho, perda,
crédito, débito (pp. 381-384). Dessa vez, ndo ha crise, mas uma admissdo de fracasso.
Os alunos mantiveram o mundo das quantidades e dos nimeros separados: délares
abaixo de zero ndo existem!?! Eles apresentam solugdes sem precisar usar nimeros

negativos.

Em ambos os casos, 0s alunos ndo se enquadram na estrutura matematica esperada. Eles

utilizam uma tecnologia simbdlica, determinada por sua interpretacdo na situacdo concreta

mencionada (Balacheff, 2001). Muitos projetos de pesquisa e inovagdes baseados em uma

situacdo concreta para invocar o uso de codificacdo relativa — sinal -, cor, circundar etc. —

relatam essa dificuldade. O problema é aberto, e ndo ha uma situacdo fundamental conhecida

21 “Nio existe algo como dolares abaixo de zero!” (Ball, 1993, p. 82)
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no sentido da TSD. O dilema da escolha da situacdo ndo tem, até 0 momento, solucéo (cf.
andlise e proposta em Mercier, 2012).

2) O dilema de respeitar os alunos como “matematicos” ¢ observado em uma situacao
em que os alunos levantam a hipdtese de que ha mais nimeros pares do que numeros
impares que séo quadrados. A discusséo sobre paridade continuou, com um aluno, Sean,
declarando que 6 € par e impar (Ball, 1993, pp. 385 e seguintes), porque pode ser
representado pelo tripleto OO|OO|00, e 3 é impar, ou por OOO|00O0, ou seja, 2 pacotes
iguais, o que satisfaz a definicdo de paridade. E legitimo querer generalizar essa
observagdo, caracterizar esses numeros e investigar suas propriedades — por exemplo,
conservagdo para adicdo ou multiplicagio.?? O interesse demonstrado pelos alunos e o
principio de autonomia com o qual o professor estd comprometido significam que
podemos continuar a trabalhar nessa invencdo, que agora ¢ chamada de “numeros de

Sean”.

A professora e a pesquisadora percebem uma forte semelhanga entre a atividade dos
alunos e a atividade matematica. O dilema é reconhecer essa legitimidade e, assim,
institucionalizar um objeto que ndo tem lugar no saber matematico. A decisdo de sair desse
dilema leva a professora a um territério desconhecido e incerto (Ball, 1993, p. 388).

A fonte desse dilema estd na adocdo do principio radical da pesquisa de Ball: a
autonomia da comunidade de alunos na sala de aula, cujo coroléario € a retirada do professor
como autoridade. E essa comunidade que deve promover o conhecimento de cada individuo,
que, por sua vez, contribui para o avango do bem comum. Por tudo isso, o professor continua
sendo responsavel por suas decisdes, sujeito a uma responsabilidade irrevogavel.

O dilema surge dessa tenséo:

E claro que a autoridade do professor desempenha um papel em minha sala de aula,
como em qualquer sala de aula. No entanto, meu objetivo é usar minha autoridade para
incentivar um conjunto de normas intelectuais e sociais para apoiar um tipo de trabalho
incomum na experiéncia anterior dos alunos na escola. Em vez de me estabelecer como

arbitro final da verdade, eu me esforgo para desenvolver e distribuir no grupo um

22 Esse exemplo foi publicado com um relato detalhado do episodio sob o titulo “Making mathematics work in
school” (Ball et al., 2008).
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conjunto de nogdes compartilhadas sobre o que torna algo verdadeiro ou razoavel
(Ball, 1993, p. 388)%.

3) O dilema de aceitar o que € comum esta no fato de que o consenso dos alunos e sua
evolucdo individual estdo indo em uma direcdo que ndo é aceitavel em uma aula de
matematica. Assim, a busca de um significado para a expressdo 6+(-6) no contexto de
elevadores produz uma série de historias e argumentos que se acumulam, sem resolver
o0 problema apresentado. Quando, no final da sessdo, uma aluna sugeriu que o resultado
deveria ser 0, sua historia ndo atribuia a -6 0 nome de um andar, mas a orientacdo de um
deslocamento de amplitude 6. Essa historia, apontou a professora, dificultou a
interpretacdo da expressdo 6-(-6). Ela percebeu sua possivel intervencdo com um
sentimento de desconforto e desonestidade (Ball, 1993, p. 391). Ela decidiu encerrar a
sessao, pedindo aos alunos que escrevessem o que lembravam e por qué; dos 17 alunos,
10 lembraram que O era o resultado correto. Uma semana depois, quando o topico dos
nameros relativos estava terminando, ela observou que a maioria dos alunos havia feito
corretamente os calculos que ela havia sugerido, embora o debate sobre a resposta
correta ndo tivesse sido explicitamente encerrado. Uma andlise da maneira como 0s
debates foram percebidos, o papel do grupo e os julgamentos individuais revelaram uma
variedade de pontos de vista que dificilmente atesta o surgimento de uma comunidade.

Nos termos escolhidos por Ball, o professor se vé preso entre o dever de administrar a
“confusdo” que certas discordincias podem gerar e o compromisso de permitir aos alunos uma
autonomia que pode ser vista como “complacéncia” (Ball, 1993, p. 393).

Embora haja de fato uma assembleia de alunos na qual as ideias sdo expressas e
defendidas, isso ndo é suficiente para garantir a criacdo de uma base comum. E certo que a
atividade, as posicdes assumidas e os argumentos apresentados pelos alunos podem ter as
caracteristicas locais de uma atividade matematica, como aponta Deborah Ball, mas a auséncia
do surgimento natural de um consenso que governaria os modos de validagéo e regulacédo do
discurso impede a criacdo de uma comunidade. Essa observacao ecoa a de Magdalene Lampert:
0s alunos podem ter muitos motivos para ndo participar do jogo, a menos que simplesmente

entendam que existe um jogo e o qual é este jogo.

23 Of course, teacherly authority plays a role in my classroom as it does in any classroom. | aim, however, to use
my authority to encourage a set of intellectual and social norms to support a kind of work unusual in students’
prior experience in school. Rather than establishing myself as the final arbiter of truth, I strive to develop and
distribute in the group a set of shared notions about what makes something true or reasonable. (Ball, 1993, p. 388).
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2.3 O desenvolvimento da ideia da prova matematica

O professor é o responsavel pelo tempo e o garantidor da aceitabilidade dos
conhecimentos construidos no curso do ensino, pelo qual ele é responsavel perante a
sociedade (Arsac, Balacheff, et al., 1992; Herbst & Chazan, 2011). Essa responsabilidade
pesa sobre as abordagens mais incertas, como aquelas baseadas na rendincia a instrucéo em
favor da orientagdo. E possivel nos libertarmos dessas restricdes? E o que aprenderiamos
entdo? Esse é o caminho seguido por Carolyn Maher quando conduziu um projeto sobre o
desenvolvimento da ideia de prova nas escolas primarias (Maher & Martino, 1996).

Essa pesquisa longitudinal acompanha a evolucédo da atividade de vérios alunos do
CP (curso preparatorio) ao CM2 (criancas de 8 — 9 anos) a fim de obter dados sobre o
desenvolvimento do raciocinio matematico da crian¢a (Maher & Martino, 1996, p. 198).
Mais especificamente, o estudo se concentra na evolucdo dos meios de validagédo
mobilizados no contexto da exploracdo de um dominio que, a partir do CP, é imediatamente
acessivel e rico em atividades matematicas. Todas as abordagens e explora¢Bes sao
possiveis, e ndo ha objetivo de aprendizado formalizado ou projeto de ensino a priori. Se
uma pergunta ficar sem resposta no decorrer de uma sessdo, ela podera ser retomada nas
semanas, meses ou até anos seguintes. O tempo, no decorrer deste estudo dentro do
curriculo primério, é aberto. Trata-se de uma pesquisa exploratoria.

O campo escolhido é o da combinatoria elementar, que favorece a invencdo de
métodos e representacdes e a criacdo de um espaco para a experiéncia autbnoma que nao €
limitada por programas. Essa area é acessivel desde muito cedo no desenvolvimento da
crianga, e exige estratégias, representacdes e operacbes que vao desde a manipulacdo de
objetos materiais até representacdes simbdlicas.

O relatdrio de pesquisa publicado é dedicado ao acompanhamento de uma aluna,
Stéphanie, que foi notada desde a primeira série por sua capacidade de se comunicar,
compartilhar suas ideias e participar de discussdes sobre as ideias dos outros.

A partir de uma ampla gama de dados — video, observacoes, producdes dos alunos,
entrevistas —, os pesquisadores selecionaram uma série de 11 eventos “criticos”?* ocorridos
entre maio de 1990 (final do CE1) e outubro de 1992 (inicio do CM2).

O problema apresentado € o de contagem dos n-tuplas de cubos de duas cores, torres,

para um determinado n. A necessidade de um controle, desde as primeiras exploragdes,

24 Uso espontaneo de uma heuristica, desenvolvimento de um argumento para apoiar um elemento da solugéo
(organizacdo local), extensdo de um argumento para construir uma solugdo completa (organizagéo global).
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desencadeia o problema da validagdo, que permanece um requisito privado, interno a
atividade, até que o professor convida os alunos Ihe a propor uma prova de sua solucéo;
esse é 0 11.° evento. E verdade que a professora pediu para ser convencida, mas a tarefa
prescrita era escrever uma carta para os alunos ausentes, na qual devem ser descritas as
diferentes torres construidas para n=3, explicando por que todas as possibilidades estavam
presentes e por que nenhuma havia sido esquecida ( Maher & Martino, 1996, p. 195).

Os marcos dos 11 eventos mostram a evolucdo dos meios de representacdo que
Stéphanie (Figura 1) desenvolveu, desde a manipulacdo de objetos fisicos (cubos) até a
codificacdo no quadro-negro e representacdes iconicas (desenho das torres). A necessidade
de controle é a for¢a motriz por tras desse desenvolvimento e das estratégias, que passam
da tentativa e erro para o raciocinio baseado em casos. Stéphanie joga o jogo da
comunicac&o conversando com outra aluna, Laura. Ela explica suas razdes®, descrevendo
0 processo de producdo sistematico, para garantir que exatamente 8 torres possam ser
construidas. Ela utiliza um codigo de cores — suas iniciais — e uma tabela de dupla entrada?.

O resultado destacado ¢ a “inveng@o” de Stéphanie de uma prova elegante: “Ninguém

'ensinou’ a ela como fazer uma prova” (Maher & Martino, 1996, p. 196).

%5 para obter mais detalhes, os leitores podem consultar Maher e Martino (1996, pp. 194-196) ou um resumo em
francés (Balacheff, 2019a, secédo 3.4).
26 Na verdade, essa tabela mantém um valor iconico: cada coluna pode ser lida como a representacéo de uma torre.
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Figura 1.

Representagdo da evolugdo dos meios utilizados por Stéphanie
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Isso leva a outro resultado que assume a forma de uma pergunta: se ninguém o ensinou,

entdo quais foram as condi¢des que contribuiram para a “inveng¢do” dessa prova? As escolhas
2"a priori parecem validadas de fato e se impdem como parte da resposta: a criagdo de um
corredor livre de restri¢des institucionais que atravessa toda a escolaridade, do CP ao CM2.
Esse corredor assegura a ampliagcdo do tempo e eliminou as restrigdes do programa de estudos,
aliviando assim a responsabilidade que limitava a possibilidade de apoiar os alunos de acordo
com suas proprias necessidades, com a Unica preocupacgdo de manter a legitimidade matematica
de suas atividades. O desempenho de Stéphanie significa que ela ndo precisa mais dizer o que

aprendeu. A eliminacéo das restri¢des institucionais anula a natureza critica de qualquer dilema.

27 Por ser expressao latina, é preciso registra-la em italico.
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No entanto, o caso de Stéphanie ndo responde as perguntas sobre 0 ensino de provas
no nivel da escola elementar. De certa forma, o estudo fornece uma prova de existéncia: os
alunos jovens sdo capazes de raciocinar usando uma expressdo que um matematico nao
rejeitaria. Mas a problematica é a do desenvolvimento cognitivo da prova (Tall et al., 2012),
e ndo estritamente o seu aprendizado ou ensino. E por essa razio que essa pesquisa
permaneceu como um exemplo paradigmatico (secéo 4.2.).

A correlacdo entre a evolucdo dos meios de representacdo e os controles, e a
confirmacéo do papel da situacdo de comunicacdo encenada pela instrucao de escrever uma
carta para outro aluno, podem ser consideradas deste estudo. A solicitagdo para escrever
essa carta € 0 nico momento em que 0s motivos dos alunos para agir sdo levados em
consideracdo, embora isso ndo seja analisado. A questdo da validacao, por sua vez, ndo esta

relacionada a situacdo em si, mas ao conteudo explicito da instrucdo que a inicia.
3. Abordagem IBL da prova: elementos do quadro tedrico

A corrente de pesquisa da qual sdo representantes os trabalhos selecionados para este
curso, diz respeito a questdo de como o reconhecimento de uma prova como uma explicacao
aceita por uma comunidade em um determinado momento pode ser o resultado da interacéo e
da negociacao entre os alunos na busca de um consenso, respeitando os valores e as praticas da
matematica como uma disciplina da qual o professor é o fiador.

A abordagem é a da Sala de aula baseada em pesquisa (Jones e Herbst, 2012). O quadro
tedrico  assenta-se em um conjunto de principios derivados do construtivismo e do
socioculturalismo (cf. Cobb et al., 1994), combinados com uma metodologia de pesquisa
baseada em design (Anderson & Shattuck, 2012), para utilizar uma referéncia contemporanea.
O contexto e 0s conceitos desta pesquisa foram estruturados pelo trabalho de Cobb et al. (1994)
e Cobb e Yackel (1996), que forjaram o conceito de norma sociomatematica.

O projeto e a conducéo de situacdes em sala de aula nesta pesquisa compartilhavam os
seguintes principios: aprendizagem por meio de investigacdo, autonomia do aluno e promogéo
do “raciocinio matematico”, o professor como pivé e moderador da atividade ¢ o objetivo de
criar uma norma sociomatematica. Este trabalho relaciona intimamente “prova” e “raciocinio

matematico”.
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3.1. Raciocinio matematico

A expressdo “raciocinio matematico” refere-se a um conjunto de praticas e normas
coletivas enraizadas na disciplina (Ball & Bass, 2003, p. 29). Esse significado ¢ fundamental
para a problematica em que o objetivo é criar as condi¢bes para o surgimento de uma
comunidade de pratica e discurso especificos da matematica como um campo de conhecimento
constituido (disciplina) e como uma atividade. Ela vincula estreitamente o raciocinio a prova e
a construcdo de um corpo de conhecimento compartilhado e publico. O objetivo, como ja foi
enfatizado, € desenvolver praticas que respeitem a matematica como disciplina e os alunos

como “pensadores matematicos”.

Quando os alunos estdo trabalhando em uma aula de matematica, por exemplo, nds 0s

vemos como construtores de conhecimento matematico. Observar o desenvolvimento

do conhecimento dos alunos dessa forma destaca a natureza fundamentalmente
matematica do trabalho deles e, consequentemente, dos professores. As maneiras pelas

quais os alunos procuram justificar afirmacdes, convencer seus colegas e o professor e

participar do desenvolvimento coletivo do conhecimento matematico publicamente

aceito tém ressonancias poderosas com o trabalho dos matematicos (Ball & Bass, 2003,

p. 29, traducdo minha).?

Por outro lado, o desejo de ser fiel ao trabalho do matematico torna dificil levar em
conta a diversidade de raciocinios e a variedade de seus niveis no aprendizado e no
desenvolvimento dos alunos. Isso é uma fonte de dilemas. Os pesquisadores estdo bem cientes
de que o “raciocinio matematico” precisa ser aprendido — em particular, “a diferenca entre

ilustragdo e prova” (Ball, 1993, p. 376). Mas a problematica sociocultural tem precedéncia

sobre a problemaética epistemoldgica:

Por fim, o ensino gue nos interessa visa criar uma comunidade em sala de aula na qual

as diferencas sejam valorizadas; na qual os alunos aprendam a se importar e respeitar

uns aos outros; e na qual os compromissos com uma sociedade justa, democrética e

racional sejam incorporados e aprendidos (Ball & Bass, 2003, p. 30).

Dois tipos de raciocinio, como processos, sdo distinguidos: “raciocinio de investigacao”
e “raciocinio de justifica¢do” (Ball e Bass, 2003, p. 30). Podemos comparar essa distin¢gdo com
aquela feita por Raymond Duval (1992, p. 51), entre argumentacao heuristica e argumentacao
retdrica. Ha, entre as duas questdes, entretanto, uma diferenca que nao podemos perder de vista:
na primeira, a forte integracéo das dimensdes sociais, culturais e disciplinares na definigéo de

raciocinio sugere uma assimilacéo do raciocinio a argumentagéo; na segunda, Raymond Duval

28 Esta declaracdo é baseada no trabalho de Deborah Ball (1993) e Magdalene Lampert (1990).
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refere-se ao trabalho sobre enunciados?, objetos linguisticos modelados em registros
semidticos, sem incluir as dimensdes sociais e culturais, destacando a congruéncia com a
matematica.

O raciocinio de justificativa se baseia em dois pilares® (Ball & Bass, 2003, p. 30):

- um corpo de conhecimentos compartilhado e publico que determina o nivel de
granularidade das justificativas em um determinado contexto e para uma determinada
comunidade;

- a linguagem (simbolos, vocabulario e outras representacdes e suas defini¢des), sua
sintaxe e as regras da légica. A linguagem também inclui a natureza e o papel das definigdes e

a “compressio conceitual” (p. 33), ou seja, a criagdo de regras e automatismos®L,

3.2. Aprendizagem por investigacao

O objetivo da aprendizagem por investigacio® (IBL) em matematica é criar as
condicGes para que os alunos sejam téo ativos quanto os matematicos e para que as condicoes
de prética de conhecimentos matematicos lhes deem significado (Artigue & Blomhgj, 2013, pp.
797, 799)%,

O pressuposto € que essa atividade pessoal e coletiva, tdo independente do professor
quanto possivel, contribuira para a aquisicdo de conhecimentos e competéncias, e facilitara a
compreensdo da natureza da matematica. A tarefa com a qual o professor inicia a atividade deve
despertar a curiosidade, ser acessivel a todos de uma forma ou de outra, estar aberta a
exploracdo, dar origem a uma diversidade de propostas e, portanto, ser de complexidade
significativa, sem estar fora de alcance.

No paradigma da IBL, a atividade é orquestrada de duas maneiras: por um lado, a
organizacdo social do trabalho — individual, em pequenos grupos, classe inteira —; e, por outro,
as intervencgdes do professor para acompanhar, orientar e moderar as contribui¢6es individuais
ou coletivas. Apds as tentativas individuais, possivelmente em pequenos grupos, a énfase esta

no compartilhamento e na discussdo das varias propostas para descobrir e discutir as

29 “Q raciocinio é a organizagdo de proposigdes direcionadas a uma afirmagdo-alvo a fim de modificar o valor
episttmico que essa afirmagdo-alvo tem em um determinado estado de conhecimento ou em um determinado
ambiente social e que, consequentemente, modifica seu valor de verdade quando certas condigdes organizacionais
especificas sdo atendidas” (Duval, 1992, p. 52).

%0 Para traduzir “foundations”.

31 “compressdo conceitual” no texto, aproxima-se da ideia de criar rotinas (Saada-Robert e Brun, 1996) ou
compilacdo (J. R. Anderson et al., 1995).

32 Traducéo adotada de inquiry-based learning (ou inquiry-based education), conservarei a sigla IBL (Ernst et al.,
2017).

33 A apresentacdo de Michele Artigue esta disponivel on-line: https://youtu.be/A1IPNXDCImTo
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abordagens, as ideias e uma diversidade de entendimentos e posi¢cOes sobre a situagdo
vivenciada coletivamente.

O professor é o pivé e 0o moderador das trocas, reformulando propostas, estimulando os
alunos com perguntas ou comentarios, facilitando a discussdo ou destacando propostas
especificas. As acbes do professor sdo semelhantes as de uma estratégia para apoiar a
atividade de toda a classe, a fim de criar uma comunidade regida por regras coletivamente
aceitas — as da matematica (logica) e as da atividade matematica (dialética de provas e
refutacdes, valores cientificos).

A abordagem IBL propde uma organizacdo e atividades que ndo levam em conta, a
priori, uma disciplina, embora tenha se originado na educacdo cientifica experimental. Ela
aplica os principios intelectuais gerais do ensino ativo. A validacao é uma pedra angular, porque
determina a legitimidade do conhecimento e das habilidades desenvolvidas; € uma questao, mas
ndo um objeto de aprendizado definido. O que sera a validacdo na abordagem IBL depende da
tarefa escolhida e do consenso alcangado em uma dinamica coletiva pelos alunos, que sdo
autobnomos e responsaveis (cf. o item 4, a seguir, intitulado “Autonomia e autenticidade”), e
pelo professor.

O postulado destas pesquisas é que, por se tratar de uma aula de matematica, uma parte

significativa desse consenso sera de natureza matematica.
3.3. Norma sociomatematica

A comunidade de alunos e do professor é o produto de uma atividade social que, como
tal, cria praticas e modos de colaboragdo ou cooperacdo que garantem sua viabilidade e
permitem seu funcionamento. Normas sociais tacitas ou explicitas tomam forma. Elas séo
reveladas pela analise em um nivel muito fino de granularidade: o da linha de expressdes e
acOes individuais de alunos e professores, que identifica regularidades na dindmica das
interacdes (Voigt, 1985). Erna Yackel e Paul Cobb (1996) observam, entre elas, normas
especificas do conteddo ensinado, a matematica. Eles cunharam o conceito de normas
sociomatematicas para explica-las (p. 460).

Os padrdes sociomatematicos precisam ser descritos e nomeados, ou seja, formalizados
no espaco e no tempo escolares. Porém, porque esse € um principio da IBL, ndo pode ser feito
pelo professor. Por outro lado, o professor pode pedir aos alunos que avaliem e comparem

diferentes solucdes para um problema:
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Como parte do processo de orientar o desenvolvimento de uma atmosfera de sala de
aula na qual as criancas sdo obrigadas a tentar desenvolver solucdes pessoalmente
significativas que possam explicar e justificar, os professores com os quais trabalhamos
perguntavam regularmente se alguém havia resolvido um problema de maneira
diferente. [...] Observamos anteriormente que oportunidades adicionais de aprendizado
surgem quando as criancgas tentam dar sentido as explica¢fes dadas por outros, comparar
as solucgdes dos outros com as suas proprias e fazer julgamentos sobre semelhangas e
diferencas (Yackel & Cobb, 1996, pp. 462, 466).

Passar da resolucdo de um problema para o julgamento de solugbes depende da
disponibilidade de varias soluc@es e do interesse em discuti-las. Essa motivacao é alimentada
por perguntas do professor, que convida os alunos a formularem as razdes de seus julgamentos
sobre as diferencas, a eficacia, a elegancia e a admissibilidade das evidéncias®*. Além de
desenvolver padroes, essas intervencdes sao projetadas para incentivar “o desenvolvimento da

autonomia intelectual’:

A ligacdo entre o crescimento da autonomia intelectual e o desenvolvimento de uma
tradicdo de matematica investigativa fica evidente quando observamos que, em uma sala
de aula assim, o professor orienta o desenvolvimento de uma comunidade de validadores
e, portanto, incentiva a devolugdo da responsabilidade (Yackel & Cobb, 1996, p.

473,traducdo minha).
3.4. Autonomia e autenticidade

O conceito de autonomia ocupa um lugar central na abordagem IBL*®. A autonomia do
aluno é uma condicdo para a construgdo de um significado adequado as especificidades dos
conhecimentos matematicos e emancipado da autoridade do professor. Erna Yackel e Paul
Cobb (1996, p. 473) rejeitam explicitamente qualquer ideia de uma compreensdo individualista
da autonomia.®® Na abordagem IBL, trata-se de uma questdo de autonomia intelectual que se
emancipa dos usos peremptorios da autoridade e cria uma participagdo responsavel. Ser um
aluno néo é ter um papel duplo em relacdo ao institucional, do professor, mas ocupar seu lugar

em um sistema que a sala de aula inscreve no espago e no tempo:

Se os alunos aprendem na escola, eles ndo o fazem apenas por meio de seus estudos
individuais e ndo apenas quando contam com a atencéo individualizada do professor em
sala de aula. Eles aprendem por fazerem parte de um sistema de pessoas, restrigdes e

34 « justification » no texto

35 Consulte Artigue e Blomhgj, 2013, p. 809 para obter uma lista das caracteristicas das situac@es de IBL.

% Myrriam-Webster, Autonomia: “liberdade de autodirigir-se e especialmente independéncia moral” / “o estado
de existir ou agir separadamente dos outros: independéncia” (por exemplo, “um professor que incentiva a
autonomia individual”)
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recursos - a classe - cuja atividade total e sistémica reformula as a¢0es individuais como
contribuicdes para o trabalho coletivo, um de cujos produtos é a oportunidade de
aprender (Herbst, 2009, p. 41).

Podemos tomar essas linhas como um postulado para a natureza sistémica da
comunidade de discurso e como praticas que a abordagem IBL busca criar. A expressao
“oportunidade de aprendizagem” usada por Patricio Herbst pode parecer um tanto vaga, mas de
fato transmite a ideia de uma indeterminacdo intrinseca a abordagem IBL. Essa oportunidade
existe, mas ndo ha garantia de que ela sera aproveitada pela sala de aula como um sistema de
aprendizagem. Assim, Magdalene Lampert (1990, p. 59) afirma que o novo tipo de ensino que
ela esta adotando — que de fato segue os principios da IBL — envolve os participantes em
atividades matemaéticas auténticas, mas ela observa a incerteza sobre o que é aprendido.

A autenticidade é uma caracteristica buscada pelos projetos da IBL. O significado desse
conceito pode ter varias facetas®’. No caso desses projetos, trata-se de um julgamento feito
sobre a atividade, e ndo sobre seu produto: a situacdo de pesquisa é entendida como uma
ferramenta pedagdgica para incentivar a reproducdo em sala de aula de uma atividade que é a
imagem da atividade do matematico. Essa formulacédo refere-se tanto ao trabalho matematico
quanto a atividade profissional como um todo. Ela da origem a objec6es e distanciamento (Ball,
1993, p. 377), especialmente porque:

- 0S matematicos se concentram em um pequeno numero de problemas e trabalham em
grande parte sozinhos,

- certos aspectos profissionais ndo sdo muito interessantes de reproduzir (por exemplo,
rivalidades, competicdo).

Embora o professor deva permitir que todos os alunos aprendam com a mesma unidade
de lugar e tempo, vinculados ao reldgio institucional, ele ndo pode permitir que eles passem
meses desenvolvendo uma ideia ou aprendendo a resolver certos tipos de problemas. Mesmo
gue a exigéncia de autenticidade seja limitada ao trabalho matematico, a imprevisibilidade dos
caminhos que os alunos podem seguir e a natureza nao padronizada do conhecimento que eles
constroem confrontam o professor com dilemas que ele precisa resolver.

Todos os trabalhos relatados testemunham o papel fundamental do professor e a

complexidade desse papel. Eles oferecem o exemplo do professor-pesquisador como uma fonte

37 A autenticidade ndo tem o mesmo significado aqui que na lista de Michéle Artigue e Morten Blomhgj (2013), a
qual se refere a natureza das perguntas feitas e as ligages que os alunos fazem entre a situagdo proposta e sua
experiéncia pessoal ou conhecimento da vida “real”.
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de inspiracdo para aqueles que estdo embarcando nesse caminho, enfatizando as habilidades

matematicas necessarias.

A analise das normas sociomatematicas indica que o professor desempenha um papel
central no estabelecimento da qualidade matemaética do ambiente da sala de aula e no
estabelecimento de normas para 0s aspectos matematicos da atividade dos alunos. Além
disso, destaca a importancia das crencas e dos valores matematicos pessoais do
professor e de seu proprio conhecimento e compreensdo matematicos. Dessa forma, é
ressaltada a funcédo critica e central do professor como representante da comunidade
matematica (Yackel & Cobb, 1996, p. 475).

3.5. Beneficios e limitagdes da abordagem IBL

Os trabalhos relatados sdo emblematicos de uma pesquisa sobre a possibilidade de
aculturar os alunos a matematica como disciplina e como préatica em que a questdo da validacao
estrutura as trocas e legitima as producdes. Esses trabalhos fornecem a instituicdo que lhe deu
origem uma prova de conceito na medida em que:

- por um lado, mostra que os alunos de ciclos anteriores ao ensino explicito da
demonstracdo sdo capazes de explorar um campo, fazer conjecturas e produzir provas que
podem ser razoavelmente consideradas a luz do julgamento matematico;

- por outro lado, eles s&o conduzidos em um contexto de sala de aula com as mesmas
restricdes e responsabilidades dos professores em qualquer outra sala de aula.

Entretanto, ha um longo caminho a percorrer desde a prova de conceito até a ado¢édo da
IBL pelos professores de matematica.

A atividade do professor € o principal ponto fraco da abordagem IBL e da consecucao
do objetivo desejado de autonomia do aluno. Seu papel é fundamental porque se trata de um
contexto em que ndo héa salvaguarda do texto do conhecimento; de certa forma, o0 que ha para
aprender ¢ o produto do que é vivenciado no decorrer da situacio®. Nada determina a evolucéo
da situacéo a priori. O professor tem de fazer ajustes em tempo real, fazendo perguntas ou
oferecendo incentivos (Ball & Bass, 2003, p. 42), para manter o curso desejado, enquanto 0s
alunos mantém a capacidade de tomar iniciativas imprevistas e divergentes a qualquer
momento.

Outro elemento fundamental, pouco discutido, é a tarefa proposta aos alunos. Ela é
escolhida de acordo com os criterios gerais de acessibilidade e potencial de criatividade. Ela

assume a forma de uma pergunta aberta para a qual ndo ha resposta imediata no repertorio de

38 Para que fique registrado, uma situacdo n&do é uma sessdo de aula ou um momento em uma sesséo. A situagdo
pode durar meses, ou até anos, como no caso do estudo de Carolyn Mabher.
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conhecimentos e procedimentos considerados disponiveis para a classe. Espera-se que a tarefa
seja suficiente em si mesma para iniciar e sustentar o processo de pesquisa. A sequéncia de
eventos que acompanha sua conclusao ndo € determinada. A maneira como a tarefa € recebida
depende de varios fatores, incluindo a forma como o professor a desenvolve e o significado que
os alunos atribuem a ela. A questéo da validagcdo tem origem no contexto social da classe, em
sua “atmosfera”, que leva ao confronto de solu¢des e argumentos, ou posigdes e significados.
Se essa pergunta ndo surgir naturalmente, ela é provocada pelo professor — por exemplo, Como
VOCE provaria que a resposta esta certa? (Ball & Bass, 2003, p. 41).

As observagoes séo promissoras, mas destacam uma falha do projeto inicial. Apresentar
problemas abertos e pedir aos alunos que expliquem suas ideias ou suas razdes nao é suficiente
para garantir a construcdo de uma base de conhecimento comum e a producdo de uma norma
sociomatematica, que sdo os dois pilares da abordagem IBL para validagéo (Ball & Bass, 2003,
pp. 42-43).

Ao buscar uma ruptura com as normas de aulas expositivas, a abordagem IBL destaca
um conjunto de obrigac6es que sdo muitas restricdes ao ato de ensinar (Arsac, Balacheff, et al.,
1992; Ball, 1993; Herbst, 2003; Herbst & Balacheff, 2009). O professor tem de tomar decisfes
rapidamente para regular as interagdes com e entre os alunos no contexto da alta incerteza de
uma situacgdo subdeterminada. O trabalho de Patricio Herbst e Daniel Chazan (2011) sobre a
racionalidade pratica dos professores — suas razdes para agir — no contexto aberto da abordagem
IBL identifica quatro obrigac@es profissionais: disciplinar, pessoal, interpessoal e institucional.

- A obrigac&o disciplinar é a da vigilancia epistemoldgica. E a restricdo sobre a qual a
pesquisa do IBL para a prova mostra um resultado: o dominio da matematica pelos professores
é uma condicao necessaria. Eles tomam uma posicao: a formacdo matematica dos professores
deve ser uma prioridade, adaptada para ser um instrumento de resolucdo de problemas
profissionais. Essa posi¢ao estd na origem da pesquisa sobre “Conhecimento do contetido do
professor” (Loewenberg Ball et al., 2008).

- As obrigacbes pessoais e interpessoais dizem respeito a principios éticos e
deontoldgicos — respeito, atencéo ao aluno como pessoa. Elas levam em conta que o argumento
que pode convencer um aluno pode ndo convencer outro, que alguns alunos podem relutar em
debater, que a temporalidade da aprendizagem pode variar de um aluno para outro e que debater
evidéncias pode envolver processos complexos de poder e relacionamentos com outras pessoas.
As trocas e discordancias sobre provas, entre alunos ou entre alunos e professores, afetam a

construcdo da sala de aula como uma comunidade de aprendizagem (organizacdo do
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conhecimento) e a imagem que essa comunidade tem de si mesma (Herbst & Balacheff, 2009,
pp. 42-44).

- A obrigacdo institucional é aquela que o professor tem para com a organizacgéo escolar
e, de modo mais geral, para com a sociedade. Essa obrigacdo também contém uma parcela de
responsabilidade matematica pelos programas e curriculos e, portanto, tem uma interacdo
potencial com a obrigagéo disciplinar.

A pesquisa no quadro tedrico do IBL e da TSD tem tanto uma proximidade quanto uma
distancia fundamental.

- Proximidade: o reconhecimento de que o significado do conhecimento construido
pelos alunos depende da capacidade das situacdes de leva-los a reconsiderar e questionar suas
concepcdes e a problematizar 0os novos conhecimentos.

- Distancia: o quadro do IBL toma a atividade do matematico como ponto de referéncia
e postula que a combinacdo de uma situacdo-problema bem escolhida e uma liberdade de
principio dada aos alunos é suficiente para dar origem a um processo coletivo capaz de gerar
um problema de validacdo matematica. Em outras palavras, porque os alunos se comportam de
maneira semelhante aos matematicos, os procedimentos e conhecimentos que eles constroem
seriam matematicos. O contexto da TSD tem por referéncia o conhecimento matematico, suas
caracteristicas epistemoldgicas e sua razdo de ser. Ela postula a existéncia de situacdes cujas
propriedades problematizam o conhecimento matematico e cuja finalidade incentiva sua
apropriacao.

Em ambos os casos, o papel do professor é de devolucdo, regulamentacdo e
institucionalizacdo. Ele age dentro dos limites de suas obrigacdes profissionais, correndo o
risco de ser confrontado com dilemas. As diferencas que podem ser observadas sdo

consequéncia da natureza e das propriedades das situacdes implementadas.

4. Epistemologia experimental da prova / Didatica

A conceituacdo de IBL é recente, embora suas raizes historicas e filosoficas sejam muito
antigas. Na década de 1990, ela foi inspirada no conceito de aprendizagem baseada em
problemas, a0 mesmo tempo em que aprofundou a ruptura com o ensino baseado em aulas
expositivas. A IBL oferece uma orientagdo geral que ndo leva em conta a natureza especifica
dos conhecimentos ou das competéncias envolvidas. Em particular, ela deixa em aberto para o
professor a questdo de como levar em conta a natureza disciplinar e pratica especifica da

pesquisa na disciplina que esta sendo ensinada. Para isso, a IBL para a matematica deve incluir
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principios e ferramentas especificos para a investigagdo matematica — mathematic enquiry —
(Artigue & Blomhgj, 2013, p. 808).

Projetos iniciados na década de 1990°° na Franca e na Italia estido caminhando nessa
direcdo. Eles ndo fazem parte do movimento IBL, mas de fato compartilham suas caracteristicas
essenciais: autonomia do aluno, interagdo social, problemas abertos, discusséo de provas. Sua
probleméatica comum é a busca das condi¢fes para construir uma relacdo com a prova em
matematica que esteja em conformidade com as regras da disciplina e que, quando chegar a
hora, dé sentido a demonstracdo. Nao se trata apenas de criar as condi¢des para a atividade
matematica, mas de garantir que a questdo da validacdo seja levada em conta — em outras
palavras, a questdo da prova naquilo que é especifico da matemaética como disciplina, e ndo
como atividade. A atividade do matematico ndo pode constituir uma referéncia para a do aluno;
elas ndo podem ser da mesma natureza, como enfatiza Deborah Ball (cf. § 2.2.).

Porém, tanto os alunos quanto os matematicos sdo confrontados com as restricbes
ontoldgicas e epistémicas da matematica. Gilbert Arsac deu uma ilustracdo muito simples e
clara da necessidade de estar ciente da distincdo entre atividade matematica e disciplina
matematica, ou seja, conforme definido por Duval, o respeito pelas regras de raciocinio na

matematica.

Tendo estudado um pouco da histéria grega, aprendi que a demonstracdo era, em
resumo, uma forma de debate democratico na sociedade grega, e esperava ver a
demonstracdo emergir espontaneamente do debate dos alunos! H& muito tempo estou
sorrindo dessa ingenuidade, mas hoje vale a pena ressaltar o seguinte fato: enquanto as
regras de demonstragdo matematica comecaram a ser estabelecidas pelos gregos, eles
notaram um fenémeno extraordinario: havia uma area, e somente uma area, em que se
podia concluir sem apelacdo que uma afirmacéo era verdadeira. Em outras palavras, as
regras do raciocinio matematico sdo exclusivas da matematica (Arsac, 2018).4°

De fato, vale a pena refletir sobre as implicagfes dessa observacdo. A reflexdo de
Deborah Ball e Hyman Bass (2003) sobre as decepcdes dessas esperangas “ingénuas” levou a
uma recomendacdo para a formacdo matematica dos professores. A observagdo de Gilbert
Arsac levou a uma reconsideracdo das situagdes, que foi o que ele fez no final da década de
1980 (cf. 4.4.).

39 Ver também as sinteses de: Arsac, 1988; Georget, 2009.
40 Notas de uma contribuicdo para a comemoragdo do quinquagésimo aniversario do IREM de Lyon, reimpresso
no Bréve 196 de I'lREM de Lyon.
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As situacdes de IBL sdo projetadas para que os alunos trabalnem em um problema
independentemente do professor. Mas, na realidade, esse principio de autonomia € contradito
pela acdo constante do professor.

Constante e necessaria. Essa contradicdo é independente de sua competéncia; faz parte
de suas obrigagdes profissionais. Para resolvé-la, precisamos analisar a situacéo, o lugar e o
papel de cada pessoa na sala de aula e as razdes matematicas para a acao.

Os trabalhos seguintes tratam dessa questdo. O que eles ttm em comum ¢é o fato de
buscarem as condi¢des para o aprendizado de provas e trabalharem com o conceito de prova
em matematica a partir dessa perspectiva. Assim, eles fazem parte de uma epistemologia

experimental*! da prova.
4.1.A didatica dos dominios de experiéncia

A expressao “Didatica dos dominios da experiéncia” foi cunhada por Paolo Boero para
designar uma abordagem que concebe situacdes de aprendizado nas quais situacdes familiares
sd0 a base para a construcdo de conceitos cientificos e problemas associados. A relacdo entre
os dois é dialética. Essa abordagem tem suas raizes no paradigma vygotskiano da relacéo entre
conceitos cotidianos e conceitos cientificos (Boero et al., 1995), que enfatiza o papel da relacao
crianca - adultos e da linguagem.

Essa abordagem se baseia nos conceitos de dominio da experiéncia (Boero & Douek,
2008), discussdo matematica (Bartolini Bussi, 1996) e mediacdo semiotica (Mariotti, 2009). O
trabalho se enquadra na pesquisa para inovacao, que envolve o professor como pesquisador
dentro de uma equipe académica que desenvolve conceitos tedricos e meios de modelizacao
por meio do trabalho em sala de aula — e para ele (Arzarello & Bussi, 1998, p. 244; Boero et
al., 2009, p. 62). Eles ocorrem em um longo periodo, de dois a trés anos.

Um dominio de experiéncia € um campo de atividade socialmente perene no qual uma
dialética de conhecimentos comuns e conhecimentos cientificos é organizada e desenvolvida
(Boero & Douek, 2008, p. 100). A didatica dos dominios de experiéncia tem por objetivo
“tornar sistematicos o raciocinio, a justificativa, a argumentagao e o esforco para se expressar”
(p. 108). Vérios aspectos, como a autonomia do aluno, o local de discusséo, o papel do professor
e 0 objetivo de aculturagdo a pratica da matematica, vinculam essas pesquisas a IBL. Em

particular, elas levantam a hipotese do surgimento de normas sociomatematicas ou “regras de

41 Deve-se lembrar que a expressdo epistemologia experimental da matematica, sugerida por Jean-Louis Ovaert,
foi concebida para designar nosso campo de pesquisa antes que a expressdo didatica da matematica se
estabelecesse (Brousseau, 1975).

312 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.26, n.2, p. 281-343, 2024



racionalidade que sdo gradualmente estabelecidas e autorizam o apoio, a modificagdo, o
esclarecimento ou a rejeicdo de conjecturas propostas” (p. 109). Elas diferem pelo fato de
levarem em conta a natureza especifica da matematica, selecionando situacdes-problema de
natureza tedrica — em uma extensao apropriada para os alunos — e tematizando a argumentacao
por meio do uso da narragdo da construcdo da prova.

A expressao escrita tem um lugar especial:

Na narracdo da histéria, deve ficar claro que os alunos reconhecem as linhas de
argumentacdo envolvidas, suas possiveis relagdes hierarquicas e seu papel na
combinacdo logica que produz a prova. Assim, a narracdo deve deixar claros os
objetivos teleoldgicos dos alunos. Nesse nivel, os esforcos de comunicacao ainda ndo
devem estar sujeitos as regras de producdo de textos matematicos, mas, em vez disso,
devem responder a necessidade de compreensdo mutua (Boero et al., 2010, p. 17).

Ela facilita a transicdo da argumentacdo na dindmica do debate para a argumentacao
como uma producéo estruturada e analisada. A narracdo da construcdo da prova estrutura as
trocas. Ela é um catalisador para a conceitualizacdo cientifica e a aculturagdo da matematica.

A redac&o é exigida em dois momentos:

- ap6s um debate, cada aluno deve produzir um texto sobre o objetivo e a estrutura da
discussdo, para incentivar a internalizacao e a reorganizacao das ideias;

- um resumo coletivo conclui a sequéncia para produzir um texto coletivo que todos
copiam em seus cadernos.

O professor estrutura a discussdo, insiste na qualidade da expressao e incentiva a
conscientizacao das regras de raciocinio e das ligacdes entre os conhecimentos, levando em
conta a distancia entre 0 comportamento observado e o esperado (Boero et al., 2010, p. 1-12).
O texto é um objeto que ancora as trocas as quais, com o0 tempo, serdo anexadas as regras de
racionalidade e um modelo de escrita, ou seja, uma explicacdo das hormas sociomatematicas.

O trabalho sobre a lingua é uma caracteristica da didatica dos dominios de experiéncia
e, de modo mais geral, da mediagdo semiotica, em que a construgdo dos conhecimentos é vista
como consequéncia de uma atividade na qual os signos emergem e evoluem na interacgdo social
(Mariotti, 2009, p. 428). Essa mediacdo é possivel porque os alunos e professores tém acesso
igual a um dominio compartilhado de experiéncia. Esse dominio e a tarefa associada permitem

que o professor intervenha — por exemplo, retornar a tarefa, concentrar-se —* para gerenciar o

42 de volta a tarefa [...] intervencdes do professor com o objetivo de reconstruir o contexto da tarefa” (Mariotti,
2009, p. 434). “Focalizacao [...] todas as interveng¢des do professor em que, de maneira mais ou menos explicita,
a atencdo dos alunos é direcionada para aspectos especificos de sua experiéncia (passada ou presente).” (Mariotti,
2009, p. 435).
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desenvolvimento da sequéncia e, a0 mesmo tempo, minimizar a violacdo do contrato de

neutralidade.
4.2. Situacao de pesquisa para sala de aula

O objetivo do projeto SituacGes de pesquisa para sala de aula (Situations de Recherche
pour la Classe [SiRC]) é especificar as condigOes para praticar a abordagem de pesquisa® e
aprender as habilidades interdisciplinares associadas, incluindo argumentacdo, definicdo e
comprovacdo. Mais fundamentalmente, o objetivo € mudar a relagdo dos alunos com a
matematica, dando a eles a oportunidade de realmente fazer matematica (Grenier, 2009, p. 162)
e *viver a experiéncia cientifica de um matematico®® no contexto escolar. Esses objetivos
sugerem uma proximidade com a abordagem IBL, mas a estrutura tedrica utilizada, a TSD,
marca a diferenca.

A pesquisa do SiRC utiliza os conceitos de situacdo didatica, situacdo adidatica e
milieu para seu papel na construcdo da situacdo adidatica. Deve-se lembrar que o papel do
milieu, no sentido da TSD, é ser um antagonista e regulador matematicamente relevante da acéo
do aluno. Ele garante a viabilidade do carater adidatico da situacio® , ou seja, a retirada do
professor, que é condicdo para uma atividade verdadeiramente matematica. Do ponto de vista
tedrico, essa retirada € uma consequéncia das propriedades intrinsecas da situacdo, e ndo a
aplicacdo de um principio a priori: os mecanismos reguladores sdo propriedades da situagao,
eles garantem a viabilidade da retirada do professor ou, na prética, a robustez da devolugdo nos
casos em que o professor precisa intervir (Arsac, Colonna, et al., 1992 OU Arsac, Balacheff, et
al., 1992).

Uma SiRC é realizada em varias sessdes; 0 tempo € indeterminado, a depender do que
€ necessario para gque a pesquisa comece e se desenvolva. Ela alterna entre atividades em
pequenos grupos e debates em plenario. E iniciada pela “apresentagio” de uma pergunta que
atenda aos critérios ja mencionados: facil acesso, sem resposta imediata, mas com estratégias
possiveis em qualquer nivel, conjecturas bastante 6bvias que dao inicio ao processo de pesquisa.
No entanto, a problemética da origem das perguntas esta proxima a da pesquisa atual em
matematica: por exemplo, em matematica discreta, os problemas de poliominés e tesselagdes
(Gravier & Ouvrier-Buffet, 2022; Grenier & Payan, 2002, pp. 191-192). O milieu de resolucéo

43 EDUSCOL, 2009; essa referéncia foi confirmada em 2016.

44 podemos dizer desta forma?

4 Esse objetivo coloca este projeto na mesma linha dos projetos Math.en.Jean (desde 1985) e Math a Modeler
(desde 2003).

4 A situacdo de referéncia € a situacdo de ampliacdo do quebra-cabeca (Brousseau, 1981, 1998, pp. 225, 231).
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consiste em objetos materiais manipulados de acordo com as regras de um jogo formal — no
sentido de que essas regras de manipulacdo sdo independentes da natureza fisica dos objetos.
Essa escolha evita as dificuldades das chamadas referéncias familiares, que induzem a um
“ruido” de significado — por exemplo, o dilema de escolher a situacdo (cf. secdo 2.2). A
pesquisa dos alunos extrai sua dindmica da dialética entre a reflex&o tedrica e a manipulacéo
de objetos, que tem uma funcdo de objetivacdo durante os debates contraditorios — essa é a
funcdo do denominado milieu antag6nico do sujeito. Finalmente, cada grupo de alunos mantém
um “caderno de pesquisa” (ibid., p. 165).

O objetivo de uma SiRC ndo é tanto dar vida a uma situagdo de solucéo de problemas,
mas fazer nascer uma aposta de verdade, vinculada a transformacéo de uma afirmacéo em uma
conjectura, e dar significado ao problema da prova. Essa abordagem, portanto, aceita a
possibilidade de nédo finalidade: a situacdo pode ser encerrada sem que uma resposta tenha sido
fornecida, e o problema pode até mudar completamente no decorrer da pesquisa. Essa posicao
permite encerrar a SIRC em uma situacdo aberta; seu objetivo é alcancado, se a questdo da
verdade for colocada e compartilhada, com toda a classe e cada um de seus alunos se
apropriando dessa questdo, ou seja, tornando a prova ou a refutacdo o objeto do trabalho. O
final de uma SiRC envolve fazer um balan¢o da atividade matematica: reconhecer o status do
raciocinio, especificar estratégias e tipos de prova, distinguir entre o que foi provado e o que
ndo foi.

A comunidade cientifica estd tomando forma, esta estruturada, sem ser formalizada. N&o
ha institucionalizacdo do que precisa ser aprendido além da observacdo compartilhada da
atividade vivenciada; isso ndo é uma falta, mas a consequéncia da escolha de permanecer fora

da estrutura formal da instituicdo. Nao ha ensino, apenas um processo de aculturacgao.
4.2.Didética do debate cientifico em curso

A ideia do debate cientifico em curso é envolver os alunos no empreendimento comum
de construcdo do conhecimento. O debate e a resolugdo de problemas séo ferramentas para dar
sentido ao conhecimento que é o tema do curso. A validacdo ndo é apenas sobre a solucdo, é
também sobre o conhecimento associado, que a prova valida e vincula a outros conhecimentos.

A didatica do debate cientifico em curso*’ é uma abordagem singular. N&o é semelhante

as palestras, nem ao IBL. E certo que ela compartilha os principios da IBL: autonomia dos

47 Essa abordagem foi inicialmente concebida por Marc Legrand para resolver o problema no ensino superior, para
0 qual o IBL estd buscando uma solugdo nos niveis mais elementares, de dar significado aos conhecimentos
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alunos, autenticidade dos problemas, principios éticos e epistemoldgicos da matematica
(Legrand, 1995a, 1995b), mas a autonomia e sua contraparte, a neutralidade do professor, séo
consequéncia de uma formaliza¢do da regra: “Essa neutralidade do professor, que é a pedra
angular do sistema, é, portanto, tecnicamente dificil de estabelecer e sé pode ser mantida em
um contrato didatico explicito que possibilite renegociar o contrato social habitual” (Legrand,
1993, p. 130). O contrato “habitual” aqui é o de ensino tradicional.

O papel do professor é semelhante ao de um palestrante, mas difere no relacionamento
que ele estabelece explicitamente entre os alunos e com eles. As regras invocadas séo as das
“praticas oficiais” da “comunidade cientifica” (Legrand, 1986, p. 399). Necessariamente
idealizadas, essas praticas servem como referéncia para avaliar e regular o debate. Sem elas, 0s

alunos ficariam a deriva ou as intervencdes do professor seriam vistas como arbitrarias:

E, portanto, para permitir que os alunos, em primeiro lugar, entrem em problematicas
cientificas, depois evitem distorcer demais o significado dos conhecimentos aprendidos
e, finalmente, acessem uma certa forma de autonomia de pensamento, que o professor
propde a classe ou ao auditério que adote um modo de operacdo inspirado na
comunidade de pesquisadores (Legrand, 1993, p. 131).

A situacdo é a de um curso na sua configuracdo magistral, mas ndo no espirito. Ela é
estruturada pelos marcadores sociais, o professor de um lado e os alunos de outro, e pelas regras
explicitas do debate, segundo as quais cada um aceita o risco do que esta propondo e garante a
sinceridade do compromisso de seus argumentos. Portanto, se o professor é neutro, essa
neutralidade € a de um arbitro em um jogo cujas regras sdo estabelecidas e no qual os alunos
concordam em participar com pleno conhecimento dos fatos: em nossa opinido, cabe ao
professor dar status cientifico aos erros nas fases de pesquisa, e cabe ao debate provar sua
eficacia didatica a longo prazo: mostrar a “classe” ou ao “anfiteatro” que aqueles que intervém
assumindo o risco de um maior envolvimento pessoal oferecem, a si mesmos e aos outros,
oportunidades de entender a matematica em profundidade, oportunidades que eles teriam
encontrado com menos intensidade e que, em muitos casos, teriam escapado completamente no
curso de trocas didaticas menos aventureiras (Legrand, 1993, p. 124).

Deixados a propria sorte, os alunos se perderiam nas discussoes, “alguém tem que
liderar o grupo social, a classe ou auditorio, a fim de evitar que o debate fique atolado em um

forum em que cada um gritaria mais alto que o outro” (Legrand, 1993, p. 129). O professor

matematicos que, na maioria das vezes, sdo reduzidos a reproducéo de técnicas. Ela foi retomada e trabalhada nos
grupos do IREM, que a estenderam ao ensino do colégio para fornecer uma solucdo para o problema da
aprendizagem da demonstracdo (Legrand, 1986; Legrand et al., 2011).
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utiliza o quadro para limitar e canalizar as trocas e manter uma cronica de ideias importantes
para retornar. Além disso, os alunos podem, no decorrer das trocas, ndo se entenderem mais,
acreditarem erroneamente que concordam com posices matematicas inaceitaveis ou
efetivamente concordar com elas. O professor tem, assim, de administrar, como na abordagem
da IBL, um delicado equilibrio entre a liberdade que deixa aos alunos e a restricdo de sua
responsabilidade em relacdo ao conhecimento a ser ensinado — um dilema inerente & IBL. O
contrato didatico explicito com os alunos, no entanto, limita a dificuldade, ao dar-lhe dois
referentes “objetivos”: a matematica e as regras do debate.

A escolha dos problemas atende aos requisitos, comuns as abordagens IBL e TSD, de
equilibrio entre simplicidade e complexidade para facilitar o envolvimento do aluno e obter
producdes originais que estimulem a discussdo e os esforcos para provar ou refutar uma
proposicdo”®. Trata-se aqui de problemas de modelizagdo, em um campo concreto ou familiar,
escolhidos para criar tensdo entre a chamada l6gica cotidiana e a l6gica matematica e, assim,
aumentar a conscientizacdo de suas diferencas. A modelizacdo é, em si, um problema cuja
solucdo e discutida, mas ndo é, no quadro de referéncia do professor, o objeto da situacao. Além
disso, se isso parecer muito complexo ou levar os alunos a um beco sem saida, ele pode fazer
uma proposta e reiniciar a situacao.

O encerramento da situac@o envolve dois tipos de institucionalizacao:

- Por um lado, o reconhecimento do conhecimento que € o tema da aula como a solugéo
de um problema matematico que teve de ser separado do modelo que o introduziu e expresso
em termos de saber.

- Em segundo lugar, o reconhecimento de principios compartilhados de validacdo. Uma
grande parte deles é metaconhecimento, que € implicito por natureza e, portanto, complexo de

institucionalizar (Legrand, 1993, p. 151).
4.4. Situacao de iniciacdo ao raciocinio dedutivo

A ‘prética do problema aberto’ faz parte de uma tendéncia de inovagao pedagogica que
pode ser vinculada a tendéncia internacional das pesquisas sobre a resolucéo de problemas do
inicio da década de 1980. Na Franca, essa abordagem € promovida pelo IREM de Lyon, que a
v€ como uma “técnica pedagdgica” que pode ser utilizada para “colocar os alunos na situagao
mais tipica da atividade de pesquisa matematica, ou seja, confrontar um problema cujo

enunciado os coloca, considerando todos 0s aspectos, na situacdo de um pesquisador” (Arsac

4 Além disso, ha a necessidade de producdes relacionadas ao tema do curso.
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& Mante, 1983, p. 7). O objetivo ndo € ensinar, mas colocar os alunos em contato com uma
ciéncia viva: “a pratica de pesquisa de problemas ensina, antes de tudo, o que ¢ a matematica
(mesmo que também ensine matematica)” (p. 7, p. 10). O professor ndo tem nenhuma funcao
especifica a ndo ser propor um problema e orientar os alunos, dando-lhes total liberdade, mesmo
que a solucdo nédo seja encontrada dentro do tempo permitido. Trata-se de uma pesquisa para
inovacao (Boero et al., 2009): seus resultados e propostas devem poder ser utilizados por
qualquer professor em sala de aula.

Aqui, novamente, a chave esta no problema. Observacdes repetidas levam a uma
caracterizacdo daqueles que provavelmente funcionardo: enunciado curto que ndo leva a um
método ou solucgdo, os alunos estdo suficientemente familiarizados com o dominio conceitual
do enunciado. Outro requisito é que o problema permita que sejam feitas propostas suficientes
para que, mesmo nao resolvido no tempo permitido, haja uma rica troca de ideias quando o
progresso for avaliado, para que possam ser discutidas e comparadas — aqui encontramos a
esséncia dos principios do IBL.

No final da sequéncia, o professor orienta o debate, solicitando argumentos e até mesmo
provas e contraexemplos. Dessa forma, ele inicia uma conscientizacdo sobre a natureza do
debate matematico. Essa fase final é delicada: o professor se esforca para envolver os alunos,
respeitando o principio da autonomia deles, mas sem renunciar a sua responsabilidade
profissional e matematica.

Escrever posteres com propostas € uma forma de regular as trocas, principalmente por
exigir atencdo aos principios de escuta e respeito matuo. Mas, embora as regras de bom
comportamento coletivo possam ser compreendidas, se ndo seguidas, as regras do debate
matematico ndo surgem espontaneamente: elas ndo tém anadlogos na vida cotidiana, em que a
questdo da verdade de um julgamento ndo tem uma resposta tdo radical quanto na matematica
— a préatica pode acomodar uma afirmacéo que seja verdadeira em geral.

Em meados da década de 1980, com a introducdo, no curriculo, da iniciacdo ao
raciocinio dedutivo nos primeiros anos do colégio, os trabalhos evoluiram para a pesquisa sobre
esse tema: “o objetivo € permitir que o aluno verifique gradualmente por si mesmo a veracidade
de uma afirmac¢do matematica” (Arsac, Colonna et al., 1992; Arsac & Mante, 1996, p. 21). A
estrutura continua sendo a da pesquisa para inovacao: “Propor situagdes de sala de aula que
possam ser utilizadas no decorrer de uma aula comum, testadas com eficécia nessas condicdes,
e que possibilitem dar uma resposta a essa demanda do curriculo”. (ibid., p. 22). A abordagem
estrutura-se, ela é de natureza experimental e adota o referencial tedrico e metodoldgico da
TSD.
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Os resultados das pesquisas sobre problemas abertos e o estudo epistemoldgico da
relacdo entre o raciocinio cotidiano e matematico nos leva a postular a priori que as metarregras
do raciocinio dedutivo ndo serdo totalmente construidas e adotadas coletivamente pelos alunos
(ibid., p. 24), em particular as trés seguintes: (1) uma afirmacéo € verdadeira ou falsa, (2) um
exemplo n&o é suficiente para validar uma afirmacéo, (3) um contraexemplo € suficiente para
invalidar uma afirmacao. Os trabalhos se concentram no estudo de situa¢fes propicias ao seu
aprendizado.

A situacdo fundamental para a iniciac@o ao raciocinio dedutivo € a de um debate cujo
objetivo é esclarecer o acordo sobre as regras que regem a validade de uma afirmacdo. Como
a construcao das situacGes adidaticas correspondentes ndo pode, a priori, garantir que essas
regras serdo formuladas, nem que se chegard a um consenso aceitdvel do ponto de vista
matematico, a hipotese que esta sendo trabalhada é que os conflitos durante o debate justificardo
a intervencdo do professor e daréo sentido as regras que ele estabelecera.

“Isso pressupde que o professor s6 introduzirda essas regras depois que os alunos
perceberem a dificuldade de concluir o debate” (ibid., p. 23). O problema deve ser escolhido de
forma a tornar o debate altamente provavel, e trés condi¢fes sdo mantidas (ibid., p. 25):

- 0s alunos ndo precisam produzir todos a mesma solugéo para o problema apresentado;

- respostas diferentes para as perguntas acima levam a solucdes diferentes para o
problema; s6 deve ser possivel obter o resultado exato utilizando as regras que estdo sendo
ensinadas;

- 0s alunos devem perceber que a diferenca entre as solugdes esta ligada as técnicas de
validagdo utilizadas.

A sequéncia de situacdes € planejada para levar ao debate plenério, e um cenario preciso
é proposto (ibid., p. 26). Vale a pena observar os detalhes:

- formacéo de grupos (4 a 5 alunos)

- distribuicdo do enunciado

- pesquisa individual (5 a 10 minutos) - apropriagéo inicial

- pesquisa em grupo (cerca de 45 minutos) - trabalho em busca de uma solugdo comum

- producdo de um poster (resultados e explica¢fes convincentes)

- coletas de cartazes, classificagdo e etiquetagem

- abertura do debate com o primeiro cartaz (A)

- trabalho de cada grupo no cartaz A (10 minutos)

- jJulgamento de cada grupo por um porta-voz, em uma das duas formas a seguir:

e “Concordamos com este cartaz porque ...”.
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e “Nao concordamos com este cartaz porque ...”.
o [...]

Esse cendrio continua com a explicacdo dos acordos e desacordos, argumentados
individual ou coletivamente, para cada um dos cartazes. O professor pede aos autores que
respondam aos comentérios ou objecdes da mesma forma que justificaram sua proposta. Uma
vez expressas, essas posicoes sao debatidas.

As observacdes confirmam que, no decorrer dos debates em plenario, as regras
pragmaticas do raciocinio cotidiano dao origem a discordancias que as questionam. Os alunos
perceberam essas discordancias, mas ndo conseguiram ir além delas e mantiveram suas
posicdes. O professor formula as razdes para as discordancias e, em seguida, estabelece a regra
que conclui o debate.

Foram feitas duas observacoes robustas (Arsac, Colonna et al., 1992, p. 187, p. 188;
Arsac & Mante, 1996, p. 22-23, 40-42):

- a maioria dos alunos se apropria das regras,

- 0s alunos se referem espontaneamente a situacdes que vivenciaram como referéncia;
essas situacOes sdo utilizadas como tal pelo professor.

Entretanto, a qualidade do debate ndo é garantida; ela depende da natureza das solugdes
propostas. Por fim, a variedade de solugdes, porque exige a busca de critérios de comparagédo
e escolha, e o tempo, porque é necessario para a convergéncia e o consenso, sao duas condicdes

para o surgimento de um padrdo sociomatematico de prova.
4.5. Principios compartilhados

Os trabalhos nesta se¢do tém origem no mesmo desejo de permitir que os alunos
realmente facam matematica, retomando a expressdo de Denise Grenier, o que implica sua
autonomia intelectual e, correlativamente, a neutralidade do professor. Essas duas condi¢fes
sdo comuns a abordagem IBL, mas a maneira pela qual a segunda é satisfeita é
significativamente diferente. No caso da abordagem IBL, a neutralidade € um principio
consagrado na funcdo do professor como facilitador e moderador da atividade individual e
coletiva. No caso das abordagens agrupadas sob o tema da epistemologia experimental, ela é
buscada como consequéncia da criacdo de situacdes que incentivam a devolucdo de uma
participacdo apoiada na verdade e na responsabilidade. A pesquisa se concentra nas
caracteristicas dessas situacdes, e ndo no professor, mesmo quando seu papel é magistral, como

no modelo da didatica do debate cientifico.
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Como o professor ndo pode se livrar de suas responsabilidades matematicas e
institucionais, o objetivo é superar esse limite de duas maneiras: a integragdo do professor-
matematico a situacdo e o relaxamento da restri¢do institucional. Esse Ultimo ¢é alcangcado por
meio da aceitacdo de conclus@es imperfeitas e da abertura de tempo — didatica dos dominios
de experiéncia, SIRC —, da defini¢do das regras do jogo e da instalacdo do professor no papel
de arbitro (debate cientifico em curso) ou ainda a incorporacdo de um principio robusto de
institucionalizacdo (introducdo ao raciocinio dedutivo).

A situacdo fundamental para dar significado a prova € a tomada de decisdo coletiva
sobre a validade da solucéo de um problema ou do enunciado de uma conjectura. O texto, o da
solucdo ou do enunciado, é o objeto do julgamento. O debate é o meio pelo qual a decisdo é
tomada e apropriada coletivamente, e a questdo em jogo € a aceitacdo do texto — ou seja, sua
validade em termos de forma e substancia, a luz de um padréo probatério compartilhado. Deve-
se observar que essa situacdo ndo é uma situacdo matematica ou de modelizacdo matematica,
no sentido candnico do conceito de situagdo fundamental na TSD. Trata-se de uma situacao de
debate cientifico, cuja natureza matematica decorre da escolha do problema, e suas
caracteristicas potencializam o debate, ao permitir que todos os alunos se envolvam e iniciem
sua resolucdo em varias direcBes, cuja comparacdo motiva as trocas criticas. A natureza
matematica do debate ¢ reforcada®® pela capacidade do problema de evoluir para um problema
matematico (tedrico), porque é introduzido por um enunciado matematico - iniciacdo ao
raciocinio dedutivo — ou por um milieu formal tangivel (SiRC), ou porque induz a modelizacéo
matematica de forma bastante imediata: didatica dos dominios da experiéncia, debate cientifico
em curso.

A tarefa de escrever um texto publico requer atencdo a linguagem, a coeréncia e ao
significado, que engajem uma dialética de formulacdo mais exigente do que a da comunicacgéo
oral, envolvida na dinamica, as vezes animada, do debate. Sejam quais forem as modalidades,
esses textos contribuem para a criacdo de uma memoria pessoal —narracdo do raciocinio,

caderno de pesquisa — e para a criacdo de um objeto compartilhado (exibicdo de argumentos).
5. As situag0es de prova

Os objetivos das pesquisas que eu reuni para este curso sdo semelhantes, mas séo
claramente distintos uns dos outros em termos de suas opcdes epistemoldgicas — ou seja, a

reproducéo da atividade do matematico versus a determinacéo pelos saberes —, seus referenciais

49 A ideia de potencial é desenvolvida nos trabalhos de Jean-Philippe Georget (em particular, 2009, p. 79).
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tedricos e seus métodos. Além dessas diferengas, que as vezes poderiam ser vistas como
complementaridades, esses trabalhos se concentram em trés categorias principais de questdes:
a da especificidade da prova como saber disciplinar; a da natureza da argumentacdo matematica
a montante da demonstragdo; e as caracteristicas das situacdes de prova e, portanto, do objeto
e da regulacdo do debate necessario para o compartilhamento de um padréo de prova na sala de
aula de matematica.

As respostas a essas perguntas sdo necessarias para resolver os problemas didaticos
levantados pelo trabalho do professor, para dar propdsito ao envolvimento dos alunos e para
permitir que eles reconhecam as ligdes a serem levadas em consideragdo na sua atividade
(Brousseau, 1986, 1998, p. 49). Sdo essas licdes que serdo o objeto da institucionalizacdo do
padréo.

Abordo essas questbes nas secdes a seguir, primeiro esclarecendo o conceito de

argumentacdo matematica e, depois, o de situacdo de prova.
5.1. Provar: uma competéncia

Os programas e textos oficiais e seus diversos documentos de acompanhamento, na
Franga e internacionalmente, identificam “provar” como uma competéncia. Seu status
epistemoldgico é o de um saber transversal (Grenier & Payan, 2006), cuja caracteristica é que
ele estd envolvido na construcdo dos saberes disciplinares e é independente de saberes
especificos — por exemplo, raciocinio matematico —, ou mesmo da propria disciplina, por
exemplo, conjecturar.

Uma competéncia é adquirida pela préatica da disciplina; ela deve ser aprendida, mesmo
que ndo seja ensinada explicitamente (por exemplo, Schoenfeld, 1987). Esse é o significado da
pergunta de Gilbert Arsac (1988): a demonstracdo pode ser ensinada? A resposta seria sim, se
fosse simplesmente uma questdo de aprender um estilo de escrita, mas ndo quando se trata do
significado de validacdo em matemética. Resumindo, escreve Daniel Lehmann (1989),
“independentemente do pesar que possamos ter pelo fato de ndo haver nenhum outro mais
tranquilizador, o talento, o tato e o discernimento sdo os principais critérios de validacdo em

matematica”. Ele conclui:

N&o é evidente que o aprendizado da demonstracdo deva ser institucionalizado. Essa
institucionalizacdo pode apresentar perigos, pois favorece um discurso sobre o tema da
demonstragcéo (definicdo, exemplos etc.) em detrimento de seu significado como
instrumento de aquisicdo de saber. O importante é que os alunos aprendam a fazer
matematica, ou seja, aprendam a procurar e, se possivel, a resolver os problemas com
0s quais se deparam ou 0s problemas que Ihes s@o apresentados e que estdo dispostos a
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criar. Para isso, precisam entender o que é uma demonstracdo [0 que ndo significa que
saibam dar uma defini¢do, como acrescenta a nota], e que aprendam a fazé-la (Lehmann,
1989, pp. 15-16).

Gibert Arsac (2018, p. 262) resume essa posi¢cdo da seguinte forma: a demonstracdo
deve ser utilizada apenas como uma ferramenta e, portanto, ndo deve ser objeto de ensino
explicito.

A palavra demonstragéo tem dois significados no texto de Daniel Lehmann: um tipo de
texto e uma prova matematica. Ao afirmar, no inicio de sua nota, que prova e demonstracdo séo
sindnimos, ele se priva de uma disting¢do entre o objeto matematico e seu significado. Mais de
30 anos depois, a palavra “prova” foi adotada pelas institui¢des, tornando possivel emancipar a
prova na sala de aula de matematica da ferramenta-demonstracao no sentido da forma que sera
fixada no final do ciclo 4.

Se a competéncia escapa do ensino magistral, entdo, para que ela possa ser aprendida,
precisamos criar situagdes que deem origem a uma atividade na qual sua manifestacdo possa
ser observada, designada e reconhecida como tal®®. A competéncia e a atividade sdo
inseparaveis, assim como o conhecimento e os problemas. A competéncia € o desdobramento
e a organizacdo da atividade para mobilizar conhecimentos operatorios eficazes, cuja maior
parte € da ordem do conceito-em-ato (Vergnaud, 1990, 2011).

Lembremos, para nossos propdsitos aqui, que na origem da atividade do aluno ha um
problema a ser resolvido. Nesse ponto, trata-se de uma atividade individual —ou mesmo dentro
de um pequeno grupo, que pode ser comparado a um sujeito epistémico individual —, cujo
produto é uma explicacdo, adquirida pelo individuo, da validade de uma solucédo; essa
explicagdo € pessoal e temporalmente situada. A probleméatica da prova é a de sua
transformacdo em uma argumentacdo em uma transicdo publico-privada, que permitira que o
produto individual seja qualificado como um bem coletivo nos termos de um acordo explicito.
O corolério é a despersonalizacdo e a eventual institucionalizacdo — um ato de distanciamento
do contexto e do tempo — da argumentacdo que se torna prova.

Todos esses processos individuais e sociais mobilizam varios niveis de linguagem e
varios registros semioticos para produzir textos explicativos ou argumentativos e para
instrumentalizar o debate probatorio. A linguagem tem “uma fun¢do de comunicagdo, uma

\

funcdo de representacdo, uma fun¢do de auxilio ao pensamento e a organizacao da acao”

>0 Lembramos que essa definigdo é comum aos cursos de treinamento vocacional, que essencialmente ensinam
habilidades, procedimentos e saber-fazer.

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.26, n.2, p. 281-343, 2024 323



(Vergnaud, 1990, p. 168). Ela é funcionalmente constitutiva da construcéo e da instituicdo da
prova.

Por essa razdo, sem reduzi-la a isso, proponho caracterizar a competéncia necessaria
para a prova e o debate em matematica, adaptando o modelo de competéncia linguistica de
acordo com quatro componentes (Cuq & Gruca, 2017, p. 245):

- Componente linguistico: conhecimento de regras e das estruturas gramaticais e do
vocabulério;

- Componente sociomatematico: conhecimento de regras compartilhadas do uso de
formas linguisticas e semidticas em fungdo na sala de aula de matematica;

- Componente discursivo: coeréncia dos tipos de discurso de acordo com a situagéo de
comunicacdo em que sdo usados;

- Componente estratégico: capacidade de utilizar estratégias verbais e ndo verbais
adaptadas ao debate matematico.

O debate matematico € um instrumento (ferramenta-processo) para a construcdao da
competéncia matematica, em particular seu componente sociomatematico —reconhecimento e
aquisicdo de critérios de prova — e seu componente estratégico: construcdo de um argumento

matematico.
5.2. Argumentacdo matematica

Volto & defini¢do de “raciocinio” de Raymond Duval (1992, p. 52): raciocinio € a
organizacdo de proposicGes direcionadas a uma afirmacdo-alvo a fim de modificar seu valor
epistémico. Essa definicdo ndo apresenta nenhuma contradigdo com a escolha da pesquisa IBL
(cf. 8 3.1). Ela limita seu escopo, ao projetar o raciocinio no plano do discurso, o dos termos
“proposi¢cdo” e “enunciados”.

A expressdo do raciocinio finalizado é o tema de um texto em apoio a validade de um
enunciado. Esse texto € uma argumentacédo quando € orientado para a aceita¢do, por outros —
possivelmente por si mesmo —, da validade alegada. E uma explicagdo, quando relaciona a
afirmacgdo-alvo com os enunciados cuja validade foi estabelecida (ibid., p. 40). E uma prova,
quando a argumentacdo que ele apresenta € aceita por uma comunidade individualizada, ou
seja, por individuos reunidos em uma determinada circunstancia, em um determinado
momento, com um projeto comum de conhecimento.

O fato de que a expressdo de um raciocinio seja uma argumentacdo pode ser

reivindicado. O fato de que uma argumentagdo seja uma prova deve ser debatido e aceito.
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“Demonstracao” se refere as provas da comunidade matematica, sem prejuizo de suas formas,
que podem ser diferentes das herdadas de Euclides.

N&o é raro encontrar matematicos que consideram que os termos prova e demonstragdo
s&o sindnimos®!. Essa posicao é insustentavel quando se trata de aprendizado desde a primeira
série até a universidade. Uma olhada na histdria ajuda a qualificar essa posi¢do: Nolens volens,
uma prova e tingida de retérica porque é um discurso completo, que é, acima de tudo, adequacéo
ao que prova; e apresenta, por isso, um carater interpretativo, enquanto uma demonstracéo pode
ser considerada como um ato de exterioridade ou objetivacéo, algo que requer o olhar (o objeto
¢ o de um sujeito), mas um “ver” que ¢ suficiente em si mesmo, verdadeiramente uma
“demonstra¢do” da verdade do que esta em questdo (Dhombres, 2008, p. 61).

Sem criar uma ruptura indissoldvel com os matematicos, podemos dizer que a
demonstracdo € uma ferramenta no processo de construcao dos saberes matematicos, por meio
de um ato coletivo de objetivacéo e reconhecimento do que os sustenta. Esse reconhecimento
ndo depende de uma norma discursiva ou linguistica especifica, segundo a posi¢do de Daniel
Lehmann; ela resulta de um acordo ao final de um processo da instituicdo matematica. A norma
de demonstracdo € um meio de criar um referente comum para a critica e de regular esse
processo. Sua natureza é sociomatematica.

No caminho para o conhecimento, a primeira etapa é a formulacdo de uma conjectura
para a qual a pessoa que a afirmar tem boas razdes para sustentar sua verdade. O processo
probatdrio tem trés aspectos: a formulacio de sua afirmacio, a estrutura de uma concepgio®?
na qual ela é reivindicada e a argumentagdo que a acompanha. Uma vez que esses componentes
tenham sido explicitados, a afirmacdo merece ser reconhecida como uma conjectura. Essa
observagdo me levou a propor®® uma caracterizacdo da conjectura: Conjectura = {concep¢ao,
enunciado, argumentacdo}. A vantagem dessa forma é que ela é congruente com a
caracterizacdo do teorema na forma do tripleto descrito por Maria-Alessandre Mariotti et al.
(cf. este volume; 1997, p. 180): Teorema = {teoria, enunciado, prova}. A aproximacao dessas
duas representacdes nos lembra que a argumentacdo que se torna uma prova transforma a
conjectura em um teorema e liga o teorema a teoria. Entretanto, a ideia de teorema € inadequada
em niveis elementares. De fato, mesmo quando a demonstragdo é introduzida, a nocdo sé é

utilizada em sala de aula para os enunciados cuja institucionalizacdo autoriza seu uso sem o

51 Cédric Villani reafirmou essa posicdo para mim durante uma breve troca de e-mails sobre o relatério Villani-
Torossian sobre o ensino da matematica (30 de marco de 2018).

52 « Concepgdo » ¢ utilizada aqui no sentido do modelo cK¢ (Balacheff, 2019a).

%3 Ref. in La Lettre de la preuve (Balacheff, 1999).
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retorno da prova. Na sala de aula de matematica comum, um teorema € um enunciado
verdadeiro que, devido a sua importancia e escopo, merece ser explicitamente integrado a
teoria.

O que esta em jogo na validacgdo é essencialmente a modificacdo do status epistémico
de uma afirmacdo, que se torna uma afirmacéo verdadeira.

Precisamos voltar aos termos proposic¢des e enunciados, usados por Raymond Duval.
Eles denotam a verbalizacdo em palavras de objetos de pensamento. Trata-se, por um lado, de
oferecer explicacdes necessarias para o debate publico de prova e, por outro lado, de
instrumentar o pensamento (Vergnaud, 1990, p. 158, 159, 1991, p. 85). De modo geral, e,
portanto, a fortiori, no caso de alunos jovens, ao colocar em palavras o que é dito ou escrito, é
atil distinguir a frase do que ela representa — o enunciado. Essa distincao, tirada aqui de John
Langshaw Austin®*, ndo € feita no uso comum, sem que isso afete a comunicagéo, mas esconde
o trabalho que precisa ser feito. A frase, objeto linguistico complexo, é o produto do trabalho
no decorrer do qual ela evolui para ser ajustada o mais proximo possivel da intencdo da
enunciacao (adequacao semantica) e ser respeitosa das regras e estruturas gramaticais da lingua
(correcdo linguistica). Esse trabalho continua até a expressdo final da argumentacao.

A caracterizacdo de uma afirmacéo valida, nos moldes de um teorema, seria: Afirmacéo
verdadeira = {base de conhecimentos, sentenca, argumentacdo matematica}. Os termos desse
tripleto evoluem no curso das trocas — dialética de comunicacdo e formulacdo no sentido da
TSD — até o ponto em que uma explicacdo da verdade é estabelecida aos olhos do solucionador
de problemas, seja individual ou coletivo, e pode funcionar pelo menos como uma
argumentacdo para 0s outros®.

E preciso explicitar o que pode ser a base de conhecimentos. As primeiras pesquisas
sobre aprendizagem de provas se concentraram em questdes de logica e estrutura de discurso
e, em seguida, em processos probatorios no contexto da resolucdo de problemas. Elas nédo

levavam totalmente em conta a natureza teorica da conjectura e sua transformagdo em um

>4 “Uma declaragfo é feita e sua elaboracio é um evento histdrico, o pronunciamento por um determinado orador
ou escritor de certas palavras (uma frase) para um publico com referéncia a uma situacdo histérica, um evento ou
qualquer outra coisa. Uma frase é composta de palavras, uma declaracdo é feita em palavras. Uma frase nédo é
inglés ou ndo é um bom inglés, uma declaracdo ndo é em inglés ou ndo é um bom inglés. As declaragdes sao feitas,
palavras ou sentencas sdo utilizadas. Falamos de minha afirmacdo, mas da frase em inglés (se uma frase € minha,
eu a cunhei, mas nao cunho afirmagdes)” (Austin, 1950, p. 3).

%5 Ou mesmo como uma explicacdo, mas esse ndo é de imediato o caso - Repensamos na famosa exclamagéo de
Cantor: “Eu vejo, mas ndo acredito”.
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teorema®®. Essa explicitacdo tornou-se necessaria no contexto da didatica dos dominios da
experiéncia (cf. secdo 4.1.). Nessa abordagem, o trabalho de modelizacdo leva os alunos a um
estudo no modelo, que € um modelo matematico, sem de fato falar sobre ele. Para isso, 0
processo de validacdo deve ser desvinculado do uso de controles exdgenos pelo referente, e
deve haver um acordo sobre 0 modelo, ou seja, sobre os conhecimentos que esse modelo retne
e institui. Isso é o “tomado como compartilhado” das abordagens IBL (Cobb & Yackel, 1996).
Reconhecer a necessidade de ater-se aos controles enddgenos ao modelo € um ato que inicia a
constituicdo de uma norma sociomatematica. Raciocinar no modelo, sem retornar ao referente,
€ uma primeira introducdo a uma atividade tedrica.

De fato, garantir a validade de um raciocinio consiste em verificar se as afirmagdes
utilizadas séo aquelas aceitas quando o modelo foi construido, ou afirmacdes resultantes de um
raciocinio valido no modelo; decidir sobre essa validade nada mais € do que questionar a l6gica
subjacente, suas regras e as condicdes de seu uso (cf., por exemplo, Arsac & Mante, 1996, p.
33). Essas sdo as caracteristicas do raciocinio dedutivo. Entretanto, os argumentos apresentados
ndo estdo imediatamente em conformidade com a norma matematica. No minimo, eles devem
ser aceitaveis de acordo com a disciplina, mesmo que nao tenham o status de provas (Herbst et
al., 2009, p. 43). Esse é o caso, por exemplo, do uso de um exemplo genérico ou de um
experimento mental (Balacheff, 1987), que podem ser aceitos em escolas elementares.

Se um modelo ndo é uma teoria, no sentido forte do termo na disciplina, ele € uma teoria
localmente — para usar a féormula de Hans Freudenthal (1971, p. 430) —, no sentido da
organizacéo local dos conhecimentos. Por esse motivo, retomei a expressdo “base de
conhecimentos” para designar o corpo organizado de conhecimentos, muitas vezes de origens
diversas, que forma a base da modelizacdo. Estabelecida por e para a comunidade da sala de
aula, essa base de conhecimentos pode combinar saberes escolares, conhecimentos em ato ou
até mesmo fatos oriundos de observacao, cuja legitimidade € empirica. Ela deve ser instituida
para existir como um recurso de referéncia para a argumentacao (Ball & Bass, 2003).

Em resumo...

- As condicdes de eligibilidade de uma frase para o debate probatorio na sala de aula de
matematica serdo sua conformidade ética (sinceridade, responsabilidade), sua correcdo
linguistica (vocabulario e sintaxe) e sua adequacdo semantica (fidelidade ao tema do

enunciado).

% Percebi essa ideia bem cedo, mas sem tirar todas as consequéncias: “Do aluno praticante, todo orientado para o
dominio do saber-fazer, passa-se ao aluno teorico, cuja justificativa da atividade ¢ a de conhecer”. (1988, p. 65,
1990). Aqui seria (Balacheff, 1988, p. 65, 1990)?
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- A aceitabilidade matemética de uma argumentacdo sera submetida a satisfacdo das
condic@es sobre as frases, aléem da correcdo formal do texto (coeréncia l6gica), sua congruéncia
com as concepcbes dos alunos e, finalmente, sua ancoragem na base de conhecimentos

compartilhados.
5.3. Dialética da validacéo e situacdo de prova

A TSD tem suas origens na busca de situacdes que d&o significado aos conceitos
matematicos, dando-lhes vida no cadinho de uma dialética de validagdo (Brousseau, 1972, p.
436), cujo ponto culminante assume a forma de explicitar um acordo coletivo sobre a verdade
ou falsidade de uma afirmacéo e seu reconhecimento formal (institucionaliza¢do). O conceito
didatico candnico correspondente é o de uma situagédo de validagdo. Os conceitos de situacao
de acdo e situacdo de formulacdo sdo deduzidos disso por meio do raciocinio sobre as
condicdes necessarias para uma dialética relevante e eficaz: disponibilidade das concepcbes
que o professor deseja ver engajadas, compartilhamento de meios de comunicacao linguisticos
e ndo linguisticos que instrumentam o debate contraditorio. Outra condi¢do é a autonomia dos
alunos, garantindo que o resultado do processo seja plausivel dentro de uma gama de
possibilidades matematicamente aceitavel. Para atingir essa condicdo, a TSD dispde, por um
lado, do conceito de milieu, cujas propriedades devem garantir a regulacdo enddgena para
minimizar a intervencdo do professor, e, por outro lado, um modelo de jogo de estratégia
coletiva para dar consisténcia a uma finalidade que orienta a atividade dos alunos.

Esse jogo é determinado pelo terreno concreto ou abstrato em que ocorre, por seus
estados e pelas regras para mudar de estado, pela especificagdo de um bom estado final e pelos
papéis dos jogadores (Brousseau, 1986, 1998, pp. 82 e seguintes). A criacdo de um milieu
objetivo, uma terceira e antagbnica realidade®’, no campo de jogo, ¢ um meio de regulacéo
enddgena que objetiva as retroacdes — refutacdo, evidéncia empirica.

O jogo regula a agéo e determina as raz0es para agir. Ele deve ocorrer sem a intervengéo
do professor. No entanto, essas intervencdes podem ser legitimas e necessarias para garantir o
cumprimento de regras que podem ser esquecidas, desconsideradas ou violadas
involuntariamente.

Assim como no direito, em que a lei escrita exige um juiz, 0 jogo com regras explicitas
exige um arbitro. Assim, embora o professor esteja ausente do jogo teorico (situacdo adidatica),
ele faz parte do jogo efetivamente jogado (situacdo didatica): ele é o garantidor do

57 Material ou imaterial
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cumprimento das regras, mas é indiferente as estratégias — é por isso que a atividade dos alunos
é autbnoma, embora a presenca ativa do professor possa ser observada. O contrato didatico
estabelece os limites da responsabilidade dos alunos-jogadores e do professor-arbitro.

A situacdo deve ser projetada de modo que todos tenham interesse em desempenhar seu
papel com sinceridade e eficidcia, em um contexto que incentive a emulacdo em vez da
competicdo, a fim de contribuir para o sucesso coletivo. A dialética da validagdo assume a
forma de trocas contraditorias que devem mobilizar figuras de linguagem que os alunos
utilizardo e depois abandonardo (Brousseau, 1978, 1998, p. 127). Assim, no sentido da TSD,
“um problema de validagdo é muito mais um problema de comparacgdo, de avaliacdo e de
rejei¢do de provas do que de busca de demonstracdo” (p. 127); hoje falariamos de busca de
provas. E esse problema de validag&o que a situacao deve trazer a tona, e ndo apenas o problema
que € sua razao de ser quando da sua devolucdo.

As situacbes de validagdo sdo uma maneira eficaz de transformar construgdes
individuais em um objeto de conhecimento compartilhado que pode ser reconhecido e
institucionalizado pelo professor. A validade desse conhecimento &, portanto, atestada, mas, na
maioria das vezes, a base para essa decisdo é deixada implicita. A prova €, portanto, uma
ferramenta; e ndo €, por si s6, a aposta em jogo na situacdo ou seu objeto.

Essa limitag&o restringe o escopo dessas situagdes para o aprendizado de provas. Para
superar essa hipotese, precisamos acessar o “esquema de validacdo explicita”, questiona-lo,
reconhecer suas caracteristicas e institui-las, e s6 entdo “a pequena sociedade da sala de aula”
podera se afirmar como verdadeiramente matematica (Brousseau, 1986, 1998, p. 112). Guy
Brousseau utiliza a expressdo “situacdo de prova” para designar situacdes de validacdo com
essas caracteristicas, mas ndo desenvolve a modelizacdo nessa direcdo e ndo a retoma. Adotarei
a expressdo situacdo de decisdo para designar situacdes de validagdo que nao requerem a
explicitacdo de um esquema de validagdo explicito, reservando o nome situaco de prova®®
para situacOes de validacdo cujo objeto é o problema de validagéo.

O design de situacOes de interacdes sociais abertas, como as da abordagem IBL, baseia-
se na suposicdo de que a criagdo de um debate livre na sala de aula seria suficiente para trazer
a tona o problema de validacdo. Isso ndo é o que se observa, mesmo quando o problema é
escolhido de acordo com os critérios de um problema aberto e quando a situacédo verifica as

caracteristicas de uma situacdo de validacdo, incluindo um milieu objetivo.

%8 Essa expressdo aparece duas vezes na colecdo de artigos que apresentam a TSD (Brousseau, 1998, p. 43, p. 111).
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A situacéo de prova deve dar aos alunos as raz6es para se engajarem na validacgéo por
meio de conhecimentos (teoremas e teoremas-em-ato, regras de inferéncia, controles), e ndo
apenas por meio de interacbes com o milieu objetivo (medir, observar, manipular, desenhar,
calcular). Por essa razdo, o milieu no qual o problema de validacdo é colocado ndo pode ser
meramente material; ele deve incluir conhecimentos (Margolinas, 1992, pp. 42 e seguintes), no
sentido de que é vinculativo. E com essa condicio que o ambiente é um sistema antagonico ao
sujeito: o conhecimento constitui a referéncia (conhecimento local).

A situacdo didatica da aprendizagem da prova sera baseada no milieu de referéncia, que
combina o milieu objetivo e conhecimentos, e modelard um jogo de estratégia coletiva que
instrumentaliza e regula a dialética do verdadeiro e do falso. Esse jogo transforma a prova

ferramenta na situacdo de validagdo em um objeto na situacdo de prova.
5.4. O debate, objeto e regulacéo

O reconhecimento de uma argumentacdo como prova matematica requer discussao
critica, trocas e exames de argumentos a favor e contra, propostas de explicagdes e um esforco
para reduzir conflitos de substancia — sobre conhecimento e estruturas argumentativas — ou de
principio, sobre as regras e metarregulacGes do trabalho matematico. Na literatura, essas
discussbes sdo frequentemente chamadas de debates, e vou me ater a esse uso, embora ele
enfatize mais o conflito do que a colaboragdo ou a cooperacéo no processo de validacdo. As
regras desse jogo, sejam elas formuladas ou implicitas, devem levar os alunos a se interessarem
por:

- participar da dialética de provas e refutacdes;

- compartilhar as regras do debate de evidéncias matematicas;

- transformar uma construcdo pessoal em um bem publico;

- contribuir para uma base de conhecimentos compartilhada (saberes locais).

A finalidade do jogo é a publicacdo de uma prova, um texto publico aceito por todos 0s
alunos e potencialmente aceitavel pelo professor. O sucesso dessa transi¢do da esfera privada —
na qual um aluno ou grupo de alunos chegou a uma explicacéo que os convenceu — para a esfera
da sala de aula ¢é a pedra de toque da situacdo. A publicacdo do texto é sua institucionalizag&o.
Ela o torna uma parte legitima da memaoria comum, e o conhecimento que ele estabelece é uma
contribuicéo para o saber de referéncia. Para conseguir isso, 0 processo e semelhante ao seguido
pelo matematico. Ele compreende varios tipos de atividades que interagem intimamente, as da

relacdo dialética entre formulacdo e validacdo, incluindo:
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- escrever (criar frases e organiza-las);

- validar o texto (as restri¢ces da boa forma);

- validar a prova (critérios de validade).

Os trabalhos relatados neste curso verificam varias dessas condi¢Ges, mas raramente
todas elas. Em particular, as situagdes no paradigma IBL s&o estruturadas de forma muito fraca
para serem modeladas em termos de um jogo de estratégia coletiva. Mas, se essas situacoes
verificassem todas as condicdes, em seu espirito, se ndo em sua letra, a proposta que fago aqui
deveria ser considerada com cautela: embora uma situacdo de prova favorega a priori a
explicagéo e a discussdo de regras em diferentes niveis, os elementos tedricos sejam solidos o
suficiente para garantir isso, sua implementacdo € incerta devido a prépria natureza do
envolvimento humano na interacdo social — autoimagem, relacionamento com 0s outros,
marcagdo social entre alunos ‘bons’ e ‘ruins’, manipulagdo de regras etc. Nao se pode garantir
que todos os alunos participardo da construgdo de um consenso, e 0s desacordos podem resistir
as tentativas internas de resolver conflitos sobre as regras do debate.

As arbitragens sdo necessarias; elas ndo podem vir de um milieu objetivo, nem do jogo
de estratégia coletiva. Cabe ao professor confirmar ou rejeitar o uso de uma regra, se Necessario;
lembrar os alunos da regra, etc. Até certo ponto, ele pode agir como um matemaético, fornecendo
um contraexemplo, pedindo uma justificativa factual. Mas é isso possivel quando o que estd em
questdo é a marcacdo de um consenso, o que é compartilhado (Yackel & Cobb, 1996, p. 471),
ou a institucionalizacdo de uma regra que completard a norma sociomatematica? Essas
intervencdes parecem impossiveis sem uma violacdo unilateral do contrato de autonomia dos
alunos.

Uma solucdo, que é classica, pode ser contar com aqueles entre eles que tém uma
legitimidade especifica; uma comunidade de validadores (Yackel & Cobb, 1996, p. 473; Tabach
etal., 2014, pp. 196-197). Isso pode enfraquecer a construcdo da norma sociomatematica como
uma norma compartilhada, porque alguns alunos podem se sentir excluidos ou obrigados a se
alinhar. Essa dificuldade pode ser superada mudando o foco: ao identificar primeiro os
problemas que os conflitos vividos pelos alunos revelam, a institucionalizagao possibilita “dar
sentido as regras institucionalizadas pelo professor, na medida em que elas lhes permitirdo
resolver o debate no qual estdo envolvidos e que nao podem concluir” (Arsac & Mante, 1996,
p. 25). Isso significa que o professor sO introduzirda essas regras depois que os alunos
perceberem a dificuldade de concluir o debate. Ao fazer isso, ele pode agir explicitamente como

um representante da comunidade matematica.
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Isso levanta a questdo de saber se é possivel para o professor ser uma parte interessada
na situacao de prova, sem correr 0 risco de interromper o processo de apropriacao pelos alunos
— ruptura do contrato de devolucdo —, que, segundo se postula, exige que ele assuma
responsabilidade autbnoma, e sem hipotecar suas responsabilidades como professor. Claire

Margolinas (1992) foi bastante clara em sua resposta:

O professor ndo € um sujeito matematico; ele nunca estd em uma situacdo adidatica,
mas sempre em uma situacdo didatica. Reduzir o professor a um sujeito racional que
interage com um ambiente objetivo ndo me parece valido. A analogia com a teoria dos
jogos termina onde comeca o trabalho do professor (p. 120).

Passadas trés décadas, como a pesquisa, seja qual for a abordagem, fornece indicacoes
suficientes, acho que podemos reconsiderar essa posicao e voltar ao problema que precisamos
resolver, tanto dentro da perspectiva tedrica da IBL quanto da TSD.

O professor pode ser um participante na situacdo de prova, se ele ali ocupar uma posicao
de matematico, ndo como um parceiro no jogo, mas como um arbitro. Nos termos da TSD, ele
tem um lugar como um elemento do milieu em sua dimenséo social. O arbitro pode ter de julgar
conflitos e, nesse caso, ele ajuda a nomeéa-los e entendé-los. Um conflito que os alunos nédo
conseguem resolver dentro do jogo pode ser resolvido “objetivamente”, com base na referéncia
matematica e explicando-a. Essa arbitragem é uma forca motriz por tras do desenvolvimento

da norma sociomatematica.
6. Concluséo: os alunos, a matematica e o professor

Em 1988, Gilbert Arsac (1988) fez a seguinte pergunta: “A demonstragdo, tal como
existe na matematica, € ensinavel?” (p. 276). Ele ndo respondeu a pergunta, mas observou as
posicBes divergentes dos matematicos, que tendiam a classificar a demonstracdo como saber
ndo ensinavel, e também dos didatas, que eram “fortemente contrérios a essa ideia” (cf. secao
4). De minha parte, observei na época que “a construgdo de situagdes que permitiriam debates
sobre provas, e ndo apenas debates de prova, a determinacéo de suas caracteristicas e restricdes
sdo problemas em aberto para a pesquisa didatica” (Balacheff, 1988, pp. 580 e seguintes).

A introdugdo da palavra “prova” no discurso institucional, e até mesmo sua banalizagao,
contribuiu para a evolucdo da problemaética: a prova na sala de aula de matematica ndo é mais
necessariamente uma demonstragcdo, mas uma argumentacao que seja adaptada ao nivel de
desenvolvimento e de aprendizagem dos alunos e aceitavel do ponto de vista da matematica —
ou melhor, do ponto de vista dos matematicos que fariam suas exigéncias dentro das restricdes

desse nivel.

332 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.26, n.2, p. 281-343, 2024



A nova questdo é, portanto, se a prova pode ser ensinada na sala de aula de matematica.
As instituicdes respondem positivamente, colocando-a no nivel de competéncias, e ndo de
conhecimento. Entretanto, as dificuldades e os fracassos sao significativos. Embora o problema
da aquisicéo de raciocinio matematico, como os programas se referem a essa habilidade, seja
mais bem compreendido e sua complexidade mais bem analisada, ele permanece em aberto a
tal ponto que a questdo de seu ensino ainda est4 sendo feita: “As questdes criticas de como 0s
alunos adquirem essas competéncias e se essas competéncias podem ser ensinadas continuam
sendo importantes questdes de pesquisa em aberto” (Weber & Harel, 2018, p. 7).

Na passagem do ensino da demonstracdo para o ensino da prova, de certa forma
passando da técnica para o significado, uma problematica se tornou dominante: reproduzir a
maneira como 0s matematicos trabalham. Vejo nessa abordagem o risco de favorecer a
encenacdo de comportamentos sem questionar suficientemente seus significados e, assim,
perder de vista o que esta na origem do processo especifico de prova em matematica.

Trabalhar como os matematicos é encontrar seus objetos e entrar nas problematicas que
eles impdem: os matematicos fazem o que fazem porque seus objetos sdo o que sdo. Certamente
concordaremos que 0 objetivo desse trabalho é produzir conhecimentos — teoremas — e que
esses conhecimentos sdo de natureza tedrica. Nessa atividade, a prova (demonstragdo) tem duas
funcBes fundamentais: permite a certificacdo de um novo conhecimento, que adquire o status
de saber, quando seu enunciado e sua prova sdo publicados, e estabelece uma relacdo com os
saberes existentes. A demonstracdo € um construtor da matematica.

Contrapartida, e ndo transposicao, as caracteristicas da argumentacao matematica e o
que elas implicam para a construcdo de conhecimentos, permitirdo que ela tenha, na sala de
aula, a mesma func¢éo fundadora que a demonstracdo tem na comunidade matematica.

Para que isso aconteca, é essencial que a palavra ndo se refira a construcao dinamica de
argumentos que sustentam a validade de uma afirmacdo, mas sim designe o texto que objetiva
essa construcdo, permitindo que a argumentacdo matematica seja reconhecida e
permanentemente inscrita na memaria da classe.

No nivel sociomatematico, os alunos e o professor estdo envolvidos em um processo de
matematizacao de um pensamento ja matematico, que lhes permite entrar na situacdo de prova.

Eles fazem matematica. O professor, o arbitro do jogo, esta na posicdo de matematico.
Ele retomara sua posic¢éo institucional na fase de institucionalizagdo, que marca o fim da
situacdo de prova pelo acordo coletivo sobre a validade da afirmacdo e sua prova no contexto

explicito da base de conhecimentos compartilhada naquele momento da histéria comum.
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As anotacdes de Guy Brousseau (1984), antes de um curso na Escola de Verdo de
Didatica da Matematica intitulado “O papel do professor e a institucionaliza¢do”, convidam a
uma reflexdo mais aprofundada nessa dire¢ao no contexto da TSD. Ele escreve “Uma situagao
de acdo leva o aluno a uma mudanga de ponto de vista; uma situacdo de formulacédo leva a uma
mudanca de codigo, de linguagem; uma situacao de prova leva o aluno a uma mudanca da teoria
que permite produzir teoremas”.

Observe-se a expressdo “situa¢do de prova” para o que mais tarde seria ancorado na

TSD pela expressao “situacao de validagao”. Ele continua:

Se pararmos por ai, o papel do professor € propor situacdes ao aluno, ndo formular o
saber, mas simplesmente dar instrucdes, com mais ou menos informacdes para motivar
0 aluno e fazé-lo entender o que estamos jogando. Fizemos com que funcionasse e, nas
aulas, havia muitos fenbmenos que escapavam a analise, o professor precisava conversar
com os alunos, contar-lhes o que havia acontecido. Foi assim que surgiu o conceito de
institucionaliza¢do. Os alunos ndo podiam continuar a menos que “algo” acontecesse.
Vocé ndo poderia entrar em novas situacdes se nao concordasse com 0 que havia
acontecido nas sequéncias anteriores. O modelo quase isolado é totalmente inadequado;
o0 professor faz parte da situacdo. Por que isso acontece? (Brousseau, 1984, s/p).

O modelo quase isolado é 0 que orienta o trabalho discutido neste curso. O papel do
professor ndo é ignorado, 0 que estd em questdo é a problematizacdo desse papel. As
observacgdes relatadas e analisadas estéo essencialmente confinadas nas tensdes e nas limitagoes
induzidas pelo postulado da autonomia do aluno e seu corolario, a neutralidade do professor. A
palestra de Brousseau na escola de verdo de 1984 enfocou os paradoxos didaticos (Brousseau,
1986, 1998, pp. 72-80) que sustentam os dilemas e as tensGes dentro das situa¢fes. Em
particular, o mais frequente deles séo as tensdes entre a responsabilidade profissional e a
responsabilidade matematica. O equilibrio dessa relacdo é prejudicado pelo surgimento de um
fluxo de incertezas no momento do fechamento da situacdo. Um dos resultados da TSD € o
estabelecimento e a validacdo de principios de engenharia para situacdes quase isoladas que
reduzem os paradoxos, as tensdes e os dilemas resultantes. Os processos de devolucéo e
institucionalizagdo possibilitam o controle da lacuna entre as situacdes reais e o modelo
adidatico subjacente®

Gilbert Arsac (1988, p. 42) concluiu seu resumo do estado da pesquisa com a observacéo
de que

[de uma pesquisa] mais orientada para propostas de remediacao de um estado de coisas
considerado ruim do que para uma andlise aprofundada da situagdo como ela é e como

%9 Esse controle ndo é absoluto, os protagonistas s&o seres humanos, a situacdo envolve inimeros determinantes
contextuais e sociais cujos modelos ndo podem integrar a complexidade (no sentido das ciéncias da complexidade).
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tem sido, e leva pouco em conta outras possiveis questdes relativas ao que poderia ser
chamado de controle da transposicao.

N&o creio que tenha havido uma mudangca significativa de direcdo; pelo contrario, ela
afirmou seu carater de pesquisa para inovacgao, parafraseando a expressédo de Paolo Boero. Por
outro lado, a compreensdo da complexidade do ensino da prova tornou-se mais clara, com uma
convergéncia objetiva de trabalhos, embora tenham se desenvolvido de forma independente.
Assim, ficou claro que a neutralidade do professor ndo significa sua auséncia.

» Ao ouvir a turma, o professor-matematico precisa de ferramentas para dar
legitimidade as atividades dos alunos, mesmo que eles tenham utilizado
defini¢cBes ou simbolos ndo candnicos, ou produzido uma prova que ndo seja
consistente com uma demonstracdo (Herbst et al., 2009, p. 42). Essas
ferramentas ainda precisam ser construidas. Algumas delas sdo prefiguradas
pelos projetos, mas ndo a ponto, por exemplo, de serem introduzidas na
formacdo como saberes profissionais documentados para uso em sala de aula.
Descrever, validar e documentar essas ferramentas e os saberes associados € um
problema em aberto. Uma prioridade para futuros programas de pesquisa seria
progredir pelo menos nas seguintes tarefas: No decorrer da situacdo de prova, o
professor - matematico deve :

e - tornar explicitos os acordos e desacordos, ou aponta-los;

e - fornecer contraexemplos ou contradicGes factuais;

o - formalizar o registro de provas e a cronica de suas construgdes;

e - registrar e atualizar a base de conhecimentos e disponibiliza-la;

e - gerenciar e garantir a memoria da turma, registrar a jurisprudéncia.

> Ao final do debate probatorio, o professor-matematico registra o consenso sobre
a avaliacdo e a validacdo da prova e institucionaliza os critérios de prova, quer
tenham sido formulados e compartilhados pelos alunos, quer tenham sido
formulados para resolver um conflito estabelecido e nomeado.

Por fim, para todos os trabalhos, o tempo é claramente uma restricdo ou, pelo menos,
uma variavel determinante. Em todos 0s casos, suas exigéncias e seu gerenciamento
impossibilitam a previsdo de um ensino baseado sistematicamente em situactes de prova.
Entretanto, quando utilizadas de forma limitada com o objetivo de criar ou atualizar normas

sociomatematicas, essas situacdes constituirdo um corpus de referéncias para dar um
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significado pragmético e fundamental a argumentacdo matematica, precursora da

demonstragéo.
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