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History and rigor in an introductory calculus course: a cuban experience
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La buena légica cuando se introduce en el momento y lugar
equivocado, puede ser el peor enemigo de la buena ensefianza.
George Polya (1887-1985)

Resumen

El objetivo principal de este articulo es compartir nuestras experiencias en el
desarrollo de un curso introductorio de Calculo con el uso de problemas histdricos.
Con este enfoque pretendemos presentar a los estudiantes tanto los obstaculos
encontrados en la resolucion de problemas historicos significativos, como las ideas y
metodos que han servido para superarlos. De hecho queremos argumentar que una
reconstruccion adecuada del contexto historico de estos fructiferos problemas puede
ser valiosa para incrementar la motivacion del estudiante y para una asimilacion mas
razonable de la indispensable metodologia ¢-0 en los cursos avanzados de Analisis
Matematico.

Palabras claves: Integracion de la historia en la ensefianza del célculo, introduccién
del Calculo, transito a la educacion universitaria, enfoque histdrico.

Abstract

The main goal of this paper is to share our experiences in the development of an
introductory Calculus course through the use of historical problems. With this
approach we present to the students both the obstacles encountered in the resolution of
meaningful historical problems and the ideas and methods by which theses obstacles
have been overcome. In fact we would argue that a suitable reconstruction of the
historical context of these fruitful problems can be valuable to improve the student
motivation and to move more reasonably towards the indispensable e-0 methodology in
advanced courses of Mathematical Analysis.

Keywords: Integration of history in the teaching of Calculus; introduction to Calculus;
transit to the college education.

Resumo

O objetivo principal deste artigo € compartilhar nossas experiéncias no
desenvolvimento de um curso introdutor do Calculo usando problemas historicos.
Nesse enfoque se pretende apresentar aos estudantes ndo somente os obstaculos
achados na resolucdo de significativos problemas histéricos, mas também as idéias e
métodos usados na sua superacdo. Realmente pretendemos argumentar que uma
adequada reconstrucdo do contexto histdrico desses proveitosos problemas pode
incrementar a motivacdo do estudante e facilitar uma assimilacdo mais razoavel da
necessaria metodologia €-0 nos cursos avangados da Andlise Matemdatico.
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Palavras chaves: Integracéo da historia no ensino do Célculo, introducdo do Calculo,
transi¢do aos estudos universitarios, enfoque historico.

Introduccion

La ensefianza tradicional del Célculo y el Anélisis Matematico adolece de un alto grado
de formalidad y de un mecanicismo que obstaculiza la motivacion y la inteleccion del
estudiante: definiciones muy precisas, pero vacias de significado; propiedades llamadas
fundamentales, sin justificacion explicita, algoritmos introducidos con el fin de
memorizarlos y “aplicarlos” a problemas, por lo general, bastante artificiales. La mayor
parte del tiempo de clase se utiliza en realizar manipulaciones algebraicas y ejecutar
estos algoritmos de célculo. Por supuesto, existen excepciones, pero asi es como
frecuentemente se enfrenta el estudiante a un primer curso de Célculo Diferencial e

Integral.

Son bien conocidas las dificultades, que en la asimilacion de los conceptos basicos del
calculo, confrontan la gran mayoria de los estudiantes en todas las latitudes y en todas
las épocas (ver por ejemplo, DAVIS; VINNER 1986; PRZENIOSLO; 2004; ROH,
2010). Artigue (1996) agrupa estas dificultades en tres categorias: las relacionadas con
la complejidad intrinseca de los objetos basicos: numeros reales, funciones, sucesiones,
que suelen presentarse en un primer encuentro con el anlisis; las dificultades
vinculadas a la nocion de limite como concepto basico y generalizador y las provocadas
por la necesidad de salvar el obstaculo que representa el rompimiento con el
pensamiento algebraico. Nuestra experiencia personal nos indica que la forma de
ensefianza descrita en el parrafo anterior lejos de motivar y atemperar ese primer
encuentro con el calculo, contribuye a una apropiacion poco productiva de los
conocimientos béasicos del analisis matematico y establece una singularidad esencial en
la inteligibilidad matematica de los candidatos a ser futuros usuarios de los modelos

matematicos.

La experiencia muestra que en la mayoria de los cursos de Calculo tiene lugar una
especie de "simulacro” del aprendizaje de los conceptos basicos: El profesor "ensefia” o
simula que lo hace y el alumno "aprende™ o simula que lo hace, pero en realidad no
aprehende los conceptos y teorias desarrolladas, sino que elabora un conjunto de

mecanismos pertinentes para responder de forma mas o menos adecuada al tipo de
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preguntas que suele aparecer en los examenes, la mayor parte de las veces de tipo

eminentemente algoritmico y mecéanico.

Cuando ya se avizoraba lo que podria ser este "estilo” en la educacién matematica del
siglo XX, Henri Poincaré (POINCARE, 1899) advirtié que para comprender una teoria
no es suficiente tomar caminos seguros, Sino que es necesario conocer las posibles
trabas y darse cuenta de las razones por las que fue seleccionado tal camino mas
expedito. Para lograr esto en la educacion matematica abogd con fundamento porque se
ubicaran las teorias en su contexto historico. Después de Poincaré no han sido pocos los
pensadores que han sefialado la importancia de la dialéctica entre lo l6gico y lo histérico
para lograr la mayor eficacia didactica. Recordemos al menos, el influyente libro de
Imre Lakatos donde como apéndice, en la edicion espafiola, aparece una atractiva
discusion sobre el enfoque deductivo y el enfoque heuristico del que reproducimos el

siguiente fragmento:

El estilo deductivo esconde la lucha y oculta la aventura. Toda la
historia se desvanece, las sucesivas formulaciones tentativas del
teorema a lo largo del procedimiento probatorio se condenan al olvido,
mientras que el resultado final se exalta al estado de infalibilidad
sagrada. (LAKATOS, 1982, p.166)

Nuestra propuesta parte del principio elemental de que una nueva cuestion de estudio
debe presentarse formalmente al educando solo cuando éste se encuentre
suficientemente motivado. Y para aproximarnos a este nivel de motivacion
consideramos que la historia de la matematica debe ser nuestra herramienta principal.
La historia nos provee de problematicas aderezadas con numerosas paradojas Yy
controversias que nos permiten explicar el encanto y la importancia de los asuntos del
programa. Pero ;qué nos dice el profesor acostumbrado al enfoque deductivo
tradicional? Que no obstante divertirse con las anécdotas historicas, no concibe como
hacer espacio a ellas en la clase y ademas, lograr que el alumno aprenda a pensar con
rigor légico. En este breve trabajo queremos ilustrar como la historia no sélo nos puede
proveer de entretenidas anécdotas, sino también, que con el enfoque historicista
podemos especialmente ensefiar a pensar. Nuestra experiencia nos dicta que con este
enfoque los alumnos aprenden tanto la evolucién dialéctica del concepto de rigor en la
matematica, como también, lo que es mas significativo, se pueden convencer por si

mismos de la necesidad del rigor para la cabal inteleccion de los conceptos.
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1. Comentarios preliminares acerca del recurso didactico de la

Historia del Calculo.

Cuando estudiamos el desarrollo historico del célculo observamos que durante las
primeras etapas -aproximadamente entre 1650 y 1800- que denominaremos infancia y
adolescencia, la herramienta principal eran las sumas infinitas, tanto convergentes como
divergentes, y se operaba con ellas de forma semejante al algebra de las sumas finitas.
En todos los casos se consideraban evidentes propiedades tales como: si una serie
representa una funcion en un intervalo, también la representard en todos los puntos
donde estd definida o el llamado principio de continuidad nunca enunciado
explicitamente, pero que se materializaba en enunciados diferentes acordes al contexto:
“lo que es cierto antes del limite, también lo es en el limite”; “lo que es verdad para
cantidades finitas, lo es también para cantidades infinitamente grandes o pequenas” o
“lo que es cierto para los nimeros reales, también lo es para los complejos” (ver
KLEINER, 2006).

Propiedades tales como "toda funcién continua no puede tomar valores de signo
contrario sin anularse™ o "toda funcién continua alcanza sus valores maximo y minimo"
se consideraban fuera de toda duda. De esta forma aparecieron muchos resultados
correctos y sumamente Utiles, pero también se evidenciaron numerosas paradojas y
ejemplos “excepcionales” que ponian en entredicho los resultados obtenidos. Esta
situacion conllevo a que, de forma gradual, surgieran criticas y cuestionamientos de
estos usos indiscriminados: Bolzano y Cauchy sintieron la necesidad de una definicion
de funcion continua en un intervalo, Abel se asombré de que no se llegaran a mas
situaciones paradojicas por la falta de rigor con que se trataba a las series infinitas, sin
embargo Bolzano admitié y Cauchy "demostré™ que el limite puntual de una sucesion
de funciones continuas era siempre una funcién continua. Este error fue advertido por
Abel y corregido por otros matematicos, hasta que Weierstrass arraiga en el analisis el
uso de la metodologia épsilon-delta e introduce la definicién actual de convergencia
uniforme.

La primera leccion de la historia resumida arriba es que el rigor penetra en el Calculo,
como muestra de la mayoria de edad, de la mano de sus mas eminentes representantes,
no por un simple capricho intelectual, sino por necesidades intrinsecas a su desarrollo.

Al lector interesado sugerimos la lectura cuidadosa de los dos ensayos (GRABINER
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1981, 1983), donde la autora realiza un atractivo y profundo analisis de las condiciones
que llevaron a la introduccién de la metodologia épsilon-delta en el Célculo.
Sin embargo, cuando ensefiamos el calculo, generalmente admitimos como un axioma
que los estudiantes seran capaces de asimilar sin ninguna preparacion previa conceptos
que por su abstraccion solo fueron claramente formulados en su etapa de madurez en
pleno siglo X1IX. Sin duda esta es una de las causas de la falta de sentido que para los
jovenes tienen los conceptos "aprendidos”. Por ejemplo, meditemos qué ocurre cuando,
sin ninguna preparacion previa, definimos limite: la terminologia utilizada es
completamente ajena a la experiencia del alumno, al cual no le es posible conciliar estas
ideas abstractas con la idea intuitiva que todo el mundo posee de lo que puede ser un
"limite" o la expresion tan frecuente "tender a". En espafiol como definicion de limite
encontramos: término, confin o lindero de reinos, provincias, posesiones o, en sentido
figurado, fin, término; para tender, en la acepcion catalogada como matematica, se
puede leer: aproximarse progresivamente una variable o funcion a un valor
determinado, sin llegar nunca a alcanzarlo. En portugués aparece como significado de
limite: linha de demarcacgao, fim, término, fronteira y para tender hallamos: ter
tendencia ou vocacao, ter em vista ou como fim, estender(se). jQué distante estan estas
definiciones del concepto matematico!
Asi surge un conflicto: el alumno se ve en la necesidad de compatibilizar estos
enunciados completamente diferentes para asociarlos a una misma idea. No se trata de
un proceso de sustitucion, sino mas bien de adecuacion, de reconocer en el enunciado
matematico las distintas particularidades, el porqué es mas preciso y sobre todo el
porqué es necesario. Somos del criterio que ésta es una tarea muy dificil para la
mayoria de los estudiantes y para muchos, desafortunadamente, es completamente
imposible. Por tanto, consideramos indispensable una introduccion gradual del rigor y
formalismo abstracto, preparando previamente al estudiante para enfrentarse a un
concepto nuevo para él. Pero ;como realizar esta preparacion? ;Como alcanzar el rigor
deseado?
Al respecto, es famosa una carta del célebre profesor de la Universidad de Paris Charles
Hermite al joven Mittag-Leffler, alumno de Weierstrass. En esta carta, el experimentado
Hermite afirma:

Je crois mon cher Ami qu'il ne serait point sans péril d'exposer d'emblée

a des commencants ces mathématiques nouvelles, si incontestablement

meilleures et plus rigoureuses que les anciennes. Mon sentiment est

Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v.13, n.3, pp.581-596, 2011 585



qu'il faut d'abord préparer a ces nouvelles théories, et suivre l'ancienne
route, en montrant soit des erreurs, soit des insuffisances des
démonstrations restées longtemps inapergues, et annoncant que d'autres
méthodes les feront disparaitre. Et la raison est que quelque chose du
développement historique de la science doit se trouver dans
I'enseignement...(HERMITE, 1984, p.130)
Existen diferentes estudios donde se aboga por el uso de la Historia en la ensefianza del
calculo y otros que constituyen excelentes documentos de trabajo. Consideramos de
particular interés el articulo (KLEINER, 2001), donde ademas aparece una excelente
bibliografia sobre el tema, y los libro (BRESSOUD, 1994, HAIRER; WANNER, 2008)
los cuales hacen un uso intenso y extenso de las fuentes originales. En diversas
publicaciones se ha tratado de clasificar el uso de la historia en la ensefianza en dos
formas, una explicita y otra implicita, en dependencia que se haga mayor énfasis en la
historia 0 en la matematica, por ejemplo en (FAUVEL; van MAANEN, 2000). Nuestra
experiencia nos sugiere como mas natural concebir un continuo de posibilidades, de
gradaciones en los énfasis, cuyo uso estara en dependencia de la naturaleza y
complejidad del nuevo concepto, de la preparacion que ya los alumnos tengan y
especialmente de los objetivos de la asignatura o incluso del tema o concepto concreto
objeto de estudio (SANCHEZ FERNANDEZ, 1994; SANCHEZ FERNANDEZ vy
VALDES CASTRO, 1999). Abogamos por la realizacion de un recorrido orientado a
través de las etapas fundamentales del desarrollo de una nocién o teoria, para asi
presentar los conflictos o paradojas, las limitaciones y dificultades que provocaron la
introduccidn de los nuevos conceptos y metodologias. Sin dudas, de esa forma estamos
motivando un analisis mas profundo y significativo del objeto de estudio.
Por otra parte, debemos cambiar la concepcién de muchos profesores que identifican el
uso de la historia en las clases como la narracion de anécdotas. Opinamos que no deben
desdefiarse las anécdotas historicas, pero no es conveniente "abusar" de ellas. Las
anécdotas para tener un fin educativo en su sentido mas amplio deben ser significativas.
El énfasis, por supuesto, debe estar en la formacion matematica del joven: la formacion
de conceptos, la habilidad en el trabajo dentro de las teorias matematicas, las creencias
acerca de como ellas se forman. Pero no debe desdefiarse la contribucion que, anécdotas
adecuadamente seleccionadas, aportan en la percepcion del lugar de la matematica en la

cultura humana, su dependencia de las condiciones sociales de la época en que se
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desarrolla, el comportamiento ético de los matematicos, la apreciacion de la belleza

intrinseca de las teorias y resultados matematicos.

2. Descripcion de la experiencia

Insertados en el marco tedrico indicado antes, hemos disefiado el estudio del Calculo
como una iniciacion al estudio del Analisis Matematico que se realiza a nivel
universitario. La asignatura proyectada en forma radicalmente diferente a otros cursos
tradicionales de Calculo y que denominamos Introduccion al Anélisis estudia las
herramientas analiticas surgidas en la infancia y adolescencia del Analisis Matematico,
con un espiritu proximo al que anim6 a los fundadores del mismo, pero ain mas

cercano al que inspird al maestro de todos los matematicos, Leonhard Euler.

Tras esta asignatura introductoria, la ensefianza universitaria del Analisis Matematico se
estructura siguiendo la etapa de madurez del Céalculo, es decir, el estilo de las obras de
Bolzano-Cauchy-Weierstrass, sin desdefiar los esenciales aportes conjuntistas de
Cantor. Entonces se retoman las nociones basicas introducidas en forma heuristica en la
Introduccion... y, a través de las paradojas ya presentadas y otras nuevas, asi como un
serio cuestionamiento de muchas de las afirmaciones realizadas, se definen las nociones
namero real, limite y continuidad de funciones de una variable y se formalizan las de

derivada e integral (en el sentido de Riemann).

A continuacion expondremos con algunos detalles nuestras experiencias en la
Introduccion al Analisis, concebida como una forma de iniciar al estudiante en la
heuristica del Analisis y para la aceptacion posterior y la asimilacion reflexiva de la

metodologia épsilon-delta.
Esta asignatura se ha dividido en 3 partes fundamentales:

e Funciones Elementales,
e Introduccién al calculo diferencial,
e Introduccion al calculo integral.

En la primera parte se estudian las funciones potencia, exponencial, logaritmica,
trigonométricas y sus inversas. Primeramente se describe el como y el para qué
surgieron nociones tales como potencia con exponente "arbitrario”, logaritmo de un
namero, seno de un angulo. Presentamos sus propiedades mas elementales y las
enormes dificultades que presentaban los célculos de los valores de estas funciones, asi

como algunos de los primeros algoritmos surgidos para facilitarlos. En particular
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tratamos con cierto detalle el uso de las diferencias finitas y los polinomios de
interpolacion. Uno de los propdsitos de esta parte es destacar dos cuestiones esenciales:
cémo las necesidades de otras ciencias, principalmente la Astronomia, impulsaron el
desarrollo de métodos cada vez méas exactos y como las nociones concebidas solo como
herramientas de céalculo aritmético se convirtieran en lo que hoy conocemos como
funciones elementales (ver VALDES CASTRO; SANCHEZ FERNANDEZ, 2011 y
para mas detalles histdricos Jahnke, (ed), 2003; SANCHEZ FERNANDEZ; VALDES
CASTRO, 2004; SANCHEZ FERNANDEZ; VALDES CASTRO, 2007 y STRUIK,
(ed.) 1969). Posteriormente, en forma heuristica, se deducen los desarrollos en series de
potencias de estas funciones, siguiendo aproximadamente las ideas contenidas en la

Introduccion al Andlisis de los Infinitos de Euler (2001).

Por ejemplo en la explicacion de la obtencion del desarrollo en serie de potencias del
binomio \/1+_x mostramos como antes de Newton la mayoria de los calculos donde se
precisaba utilizar un valor aproximado de su magnitud bastaba considerar un polinomio

de primer grado, concretamente: 1+ X ~1+x/2 y en muy pocos casos se usaba un

polinomio de segundo grado, especialmente: JL+x ~1+ x/2—x?/8. Algunos alumnos
se cuestionan la exactitud de tales aproximaciones, por qué tales coeficientes en los
polinomios y no otros, entonces se responde a su curiosidad con calculos numéricos a la
manera actual y a traves de las graficas de la funcidn y=\/1+_x y los polinomios

aproximantes. Se enfatiza que por supuesto las aproximaciones son mejores para valores

de x cercanos a 0.

Después de satisfecho el interés sobre la validez de las aproximaciones por tales
polinomios y con el fin de conseguir aproximaciones mejores, comentamos la ingeniosa

idea de Newton para la bisqueda de los coeficientes en la expresion

V1+x =1+x/2—x*/8+cx® +dx* +.... Newton simplemente sustituyo este desarrollo en

la identidad V1+X-v1+x=1+x e iguald los coeficientes de las potencias de x en

ambos miembros. De esta forma se obtienen los valores ¢ :%, d= —% y de forma

semejante se pueden obtener cuantos términos se deseen en el desarrollo del binomio.
Entonces llamamos la atencion sobre la regla de formacion de estos coeficientes, cdémo

los valores obtenidos pueden ser generados mediante una formula analoga a la conocida
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para el caso de potencias enteras positivas del binomio (1+ x)”. Ademas, discutimos

como esta analogia junto a algunas ideas expresadas previamente por John Wallis

inspiraron a Newton un dudoso, pero eficaz, razonamiento de interpolacion para asi
obtener el desarrollo del binomio para (1+ x)a con un valor de a cualquiera. Este

razonamiento que no satisfacia plenamente ni siquiera al propio Newton mucho menos
satisface los estandares de rigor actual, cuestion que es necesario aclarar a los
estudiantes, pero también es oportuno enfatizar que este fue un instrumento utilizado
profusamente y con mucho éxito durante todo el siglo XVIII. Se informa ademas que
solo serd a comienzos del siglo XIX que el joven matematico noruego Niels Abel
proporcione una demostracion rigurosa de la validez del resultado general y que en el

curso de Analisis Matematico veran la demostracion.

La segunda parte, Introduccion al célculo diferencial, esté dedicada a estudiar las ideas
basicas de la diferenciacion, como forma de resolucion de problemas geomeétricos y
fisicos. Se inicia con la presentacion de un conjunto de problemas generadores,
relacionados fundamentalmente con la determinacion de tangentes a las curvas, la
busqueda de extremos Yy la nocion fisica de velocidad. Se presentan algunas de las ideas
mas simples desarrolladas principalmente por Fermat y Roberval para la resolucion de
estos problemas. Las nociones de diferencial, tangente a una curva y sus relaciones, asi
como las reglas mas elementales de diferenciacion las explicamos mediante comentarios
de fragmentos del libro del Marqués de L'H6pital Andlisis de los infinitamente pequefios
para el estudio de las lineas curvas (L’HOSPITAL, 1998). Para el calculo de los
diferenciales de las funciones elementales y algunas de las reglas de diferenciacion nos

apoyamos en las ideas contenidas en el Calculo Diferencial de Euler.

En esta obra Euler define como célculo diferencial: "un método para determinar la
relacion de los incrementos evanescentes que cualquier funcion toma cuando la
variable, de la cual ella es funcion, es un incremento evanescente” (EULER, 2000,
p.vi). Esto permite introducir la idea de derivada e interpretarla geométrica y
fisicamente y asi facilitar la obtencion de los diferenciales y derivadas de las funciones

compuestas e inversas.

A partir de este momento estamos en condiciones de abordar la resolucion de problemas
de determinacion de tangentes, analisis de extremos relativos y absolutos, aproximacion

de raices de ecuaciones por el método de Newton, etc. Terminamos esta parte con una

Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v.13, n.3, pp.581-596, 2011 589



deduccién heuristica de la serie de Taylor. Para ello aproximamos una funcion y=f(x)
mediante el polinomio que interpola esta funcion en los puntos Xo, X1=Xo+AX,
X2:Xo+2AX,

X=Xy AYO+(X_XO)(X_X1) A2y0+
11 Ax 21 AXC

PO =Y, +

donde Ay,,A’y,,... representan las diferencias sucesivas de la funcién en esos puntos.

Seguidamente consideramos un incremento Ax muy pequefio y observamos que los

: Ay, A’
cocientes 222, {0
X

AX

..., S€ aproximan a las derivadas sucesivas de la funcién. De esta

forma el polinomio p(x) se convierte en el llamado polinomio de Taylor (HAIRER,;

WANNER, 2008, VALDES; SANCHEZ, 2011).

En la dltima parte, Introduccion al célculo integral, comenzamos con algunos de los
problemas geométricos que motivaron la nocion de integral. En aras de la sencillez, se

utilizan fundamentalmente las cuadraturas de algunas curvas sencillas como por
ejemplo las parabolas e hipérbolas generalizadas y=x* que pueden ser cuadradas

mediante la divisién del intervalo en puntos equidistante o, mejor adn, al "estilo de
Fermat", es decir, de modo que las abscisas de los puntos de subdivision formen una
progresion geomeétrica. Nos parece de particular interés destacar la enorme dificultad
que presentd en su época la cuadratura de la hipérbola equilatera (la considerada mas
simple), y cémo los esfuerzos dedicados a resolver este problema influyeron
decisivamente en la concepcion del logaritmo como funcion y no solo como un

instrumento facilitador de los calculos numéricos.

Una vez motivada la necesidad de elaborar un algoritmo idéneo para la resolucion de
esta clase de problemas, se introduce la nocién de integral definida como area bajo una
curva. Para vincular la integral definida con el calculo de primitivas se utilizan las ideas
geométricas con las cuales Newton y Leibniz mostraron la relacion entre los dos
problemas basicos del calculo infinitesimal: la determinacion de tangentes y el hallazgo
de cuadraturas. Una vez en posesion de la formula fundamental del céalculo, pueden
justificarse de forma sencilla las propiedades basicas de la integral, usando las
correspondientes propiedades de la derivada (VALDES; SANCHEZ, 2011).

Con las herramientas desarrolladas estamos en condiciones de plantear y resolver

algunos de los problemas méas famosos que surgieron durante la etapa de la infancia y
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adolescencia del célculo y condujeron a la introduccion de curvas notables como la

tractriz, la catenaria, la isocrona y la braquistocrona.

Finalizamos esta asignatura con nociones sobre los célculos aproximados: deduccion de
la formula de Taylor con resto, mediante integracion por partes (método que proviene
de Johann Bernoulli y fue perfeccionado por Cauchy) y métodos de calculo aproximado
de integrales usando los polinomios de interpolacion (ver por ejemplo SANCHEZ
FERNANDEZ; VALDES CASTRO, 2004, HAIRER y WANNER, 2008 y VALDES
CASTRO; SANCHEZ FERNANDEZ, 2011).

Nuestra intencién ha sido utilizar la génesis del calculo como inspiracién, guia y fuente
de problemas, pero sin jamas pretender calcar lo ocurrido en la historia. En general
asumimos la terminologia y simbolismo contemporaneos, no vacilamos en modificar un
ejemplo para simplificarlo, en utilizar herramientas, conocidas a los estudiantes, pero
surgidas con posterioridad a la época en que el problema fue resuelto. Por ejemplo, para
un problema geométrico de extremos tomado de los Elementos de Euclides podemos
auxiliarnos de la notacion algebraica; el problema de la cuadratura de la parabola
resuelto por Arquimedes en forma totalmente geométrica y retorica lo adaptamos
haciendo uso del lenguaje de las coordenadas; la deduccién de Newton de la férmula
fundamental del calculo la expresamos en términos de derivadas o diferenciales y no de
fluxiones o fluentes. En resumen, hemos pretendido actuar de forma proxima a lo que
Grattan-Guinness denomino historia-satira (GRATTAN-GUINNESS, 2004).

3. Analisis de los resultados obtenidos

La aplicacion durante 5 cursos de este estilo de trabajo nos ha conducido a las

consideraciones siguientes:

1. Hemos podido apreciar un cambio paulatino en la comprension de los estudiantes
respecto a qué es la matematica y cdmo ella se desarrolla. Varios estudiantes se han
animado a realizar cuestionamientos, a plantearse problemas y, en ocasiones a intentar
su solucién, buscando explicar algunas de las situaciones paraddjicas que se
presentaban. Pero sobre todo, muchos de ellos perdieron el miedo a expresarse y
equivocarse en las discusiones producidas durante la solucion a los problemas, es decir,
se incorporaron activamente en las discusiones y debates, participando en la elaboracién
de las nuevas ideas. Este cambio sustancial de actitud se aprecia mas nitidamente en los

semestres posteriores donde se realiza un estudio méas formal del analisis matematico.
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2. Muy importante fue la "humanizacion™ del quehacer matematico. Con las citas y
relatos biograficos se consiguidé la desmitificacion de los matematicos y de cdémo
obtienen sus logros. Los alumnos comenzaron a considerarlos como seres normales, con
ciertas caracteristicas y virtudes especiales, pero también con defectos y
susceptibilidades limitantes.

Con la actitud respetuosa del profesor respecto a las fallas o inexactitudes en el proceso
de anélisis y discusion, no solo las inherentes a la obra de los grandes matematicos, sino
también las ocurridas en la clase (muchas veces con cierta semejanza), se logro
modificar, al menos parcialmente, la imagen y el papel del error en el proceso normal de
aprendizaje. Las discusiones en clase pusieron de manifiesto que, al igual que ocurre en
el desarrollo de la matematica, los fallos de los estudiantes muchas veces se deben a que
toman como un hecho cierto aquello que se imaginan o desean que ocurra. Esta nueva
actitud permitio ejercer lo que Imre Lakatos (LAKATOS, 1982) denomind “critica
matematica”, es decir, ser capaz de intercambiar conjeturas, ideas, enfoques, sin temor a
ser descalificado por los errores cometidos. Hemos podido constatar en la practica lo
que hace mas de un siglo Hermite comentaba en la carta mencionada antes: "C'est un
fait d'expérience absolument certain, que I'erreur a été bien souvent plus utile que des
vérités parfaites, pour la marche de I'esprit et le progrés de la science."” (HERMITE,
1984, p.130)

3. Al abordar, en asignaturas posteriores, la formalizacion de los conceptos del andlisis
haciendo uso del lenguaje épsilon-delta, se pudo constatar mayor fluidez en la
aceptacion y asimilacion de las definiciones. Resultd evidente que los alumnos sentian
la necesidad de tener un instrumento que les permitiera dar respuesta satisfactoria a las
disimiles paradojas e incongruencias que se habian presentado previamente. Por
ejemplo, la nocién de convergencia y divergencia de series numéricas y el analisis del
cumplimiento de las propiedades algebraicas usuales con estos nuevos entes
matematicos fueron muy bienvenidos, incluso algunos estudiantes se han interesado por
investigar, desde un punto de vista riguroso, los resultados y paradojas historicas
comentadas en el texto Introduccion al Andlisis Mateméatico (VALDES; SANCHEZ,
2011).

El trabajo con las herramientas eulerianas se revela satisfactorio cuando se consideran
solo las funciones elementales (combinaciones de funciones racionales, irracionales,

exponenciales, logaritmicas y trigonométricas), sin embargo, la introduccion de
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funciones con un comportamiento bien diferente permiten convencer de la necesidad de
las definiciones formales de limite, continuidad, derivada e integral. Por ejemplo, una
discusion del comportamiento grafico de la funcion y=xsenl/x conduce al

cuestionamiento de la idea geométrico-intuitiva de continuidad como "curva que puede
trazarse sin levantar el l&piz". En esta discusion puede resultar muy Gtil explotar las
posibilidades que brindan los programas computacionales, en especial la realizacion de
"acercamientos" cada vez mas precisos 0 animaciones adecuadamente concebidas. Un
ejemplo interesante, pero algo mas avanzado (precisa del conocimiento de la propiedad
de la derivada de tomar los valores intermedios) es a través del hecho que las funciones
con salto finito, por sencillas que sean, carecen de funcién primitiva. Precisamente este
fue uno de los cuestionamientos mas importantes que a comienzos del siglo XIX
condujeron a la definicion de la integral como limite de las sumas integrales. Este tipo
de situacion no solo proporciona una motivacion excelente para una definicion rigurosa
de la integral (segin Riemann), sino que también enmarca de forma mas precisa la

validez del teorema fundamental de calculo.

Esta nueva situacion permite colocar en un primer plano la necesidad del analisis de la
existencia de los entes matematicos, de cuales propiedades satisfacen y cuales no, de las
restricciones que son necesarias imponer para que sea cierto un resultado sugerido por
la intuicion.

4. Es comun excusar el empleo de los métodos inspirados en la historia con “la falta de
tiempo para cumplir el programa de la asignatura”. En nuestra propuesta no se afiade
mas tiempo al programa, solo se reorganiza la materia tradicional y se atempera su
imparticion: al inicio se da mayor prioridad al analisis de las situaciones problematicas
historicas y las posibles vias de solucion y se pospone la formalizacion de los
resultados. Esta practica nos ha permitido comprobar que el uso de la historia facilita el
aprendizaje, ya que le otorga mayor significado a la materia ensefiada y permite revelar
la pertinencia de los teoremas y procedimientos para el quehacer profesional en el
mundo matematizado actual y ademas "el tiempo que se emplea en aprender a razonar
con los problemas histéricos, después permite poder comprender mas rapido y mejor™,

segun las palabras de uno de los estudiantes participante en esta experiencia.

Todos los profesores de experiencia sabemos que "cumplir el programa de una
asignatura o tema" es una frase que puede ser interpretada en diferentes formas. En

nuestro caso prima el criterio de centrarnos en los aspectos fundamentales, omitiendo
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detalles o tematicas que no son indispensables para revelar la esencia del quehacer
matematico y pueden ser aprendidos, cuando se necesiten, en forma autodidacta. En
particular hemos disminuido el énfasis en los algoritmos destinados Unicamente a
"aprender a calcular", en especial aquellos métodos artificiosos que solo brindan
respuestas que actualmente son factibles de obtener con el uso de los programas

computacionales.

5. Indudablemente, en la puesta en practica de este proyecto se presentan dificultades de
diferente indole. Se necesitan materiales escritos que concreten la propuesta y
adecuados a cada tipo y nivel de ensefianza, profesores con una formacion no solo en
matematica y su didactica, sino que también posean los conocimientos acerca de la
génesis historica del material objeto de estudio, que les permita llevar a cabo esta idea

con la mesura necesaria.

Para el éxito de estas propuestas es recomendable -aunque no imprescindible- contar
con medios computacionales suficientes para poder simular la experimentacion
numérica, procedimiento muy importante en el pasado que mantiene su vigencia
indudablemente. Ademas se evita ocupar tiempo en tediosos calculos automatizables.
La tecnologia, bien utilizada, puede brindar una ayuda inigualable para subrayar la
comprension conceptual y las representaciones graficas de los objetos matematicos, asi

como mostrar los fallos que un uso irreflexivo de la misma puede provocar.

6. Finalmente sefialemos que, si bien esta propuesta disminuye la magnitud del "salto”
en la trayectoria de transito entre los estudios secundarios y un primer enfrentamiento
con las herramientas del calculo diferencial e integral este no desaparece
completamente. Ademas, la introduccion del principiante en el estudio formalizado del
andlisis a través del lenguaje épsilon-delta hace necesario un segundo "salto". Por
supuesto, la posibilidad de tener uno o varios escalones de apoyo intermedio hace mas
factible la posibilidad de alcanzar mayor nivel a un publico mas amplio y heterogéneo.
Sin embargo, estamos conscientes del interés que tendria realizar un analisis historico,
epistemologico y didactico, con el objetivo de poder brindarles a los estudiantes un

trayecto escolar lo menos discontinuo y lo més suave posible.
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