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Resumo

Este artigo apresenta uma discussdo sobre o papel das defini¢cbes formais de limites e
continuidade nos processos de ensino e aprendizagem de Caélculo I. Inicialmente,
buscamos algumas contribui¢fes de pesquisas na area de Educacdo Matematica no
Ensino Superior. A seguir, descrevemos uma pesquisa realizada com alunos dos cursos
de Licenciatura em Matematica e Bacharelado em Estatistica de uma universidade
publica, a partir da elaboracdo e aplicacdo de atividades envolvendo defini¢des
formais de limites e continuidade, analisadas a luz das rela¢Ges entre intuicdo e rigor.
Os resultados apontam para a necessidade de se repensar o papel das defini¢cdes
formais de limites e continuidade na perspectiva de um ensino que privilegie a
construcao de imagens e defini¢cBes conceituais significativas para a aprendizagem.
Palavras-chave: Defini¢fes formais; Limites e continuidade; Ensino de Calculo.

Abstract
This article presents a discussion on the role of formal definitions of limits and
continuity in the teaching and learning of Calculus 1. Initially, we seek some

contributions of research in Mathematics Education in higher education. We describe a
survey apllied to students of Bachelor Degree in Mathematics and Statistics in a public
university from the development and implementation of activities involving formal
definitions of limits and continuity, considered in light of the relationship between
intuition and rigor. The results point to the need to rethink the role of formal definitions
of limits and continuity from the perspective of a teaching that promotes the
construction of conceptual images and conceptual definitions significant for learning.
Keywords: Formal definitions; Limits and continuity; Teaching of Calculus.

Introducéo

Ha& muito que se pesquisar no ensino de Célculo. Principalmente, quando consideramos
que, na grande maioria das salas de aula, o “fazer pedagdgico” esta, normalmente,
direcionado a uma abordagem livresca e centrado no professor, cuja funcdo é
unicamente transmitir conhecimento a partir de reproducdo / memorizacdo, seguindo-se

de repeticdo de exemplos a exaustao.
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A disciplina Calculo Diferencial e Integral I, doravante denominada apenas Célculo I,
esta presente no curriculo das Engenharias em suas diversas modalidades e nas
Licenciaturas em Matematica, Fisica e Quimica. O Célculo | assume um papel
fundamental dentro do ensino de Matematica Superior com inser¢do ainda nas ciéncias
bioldgicas, com disciplinas de introducdo ao Célculo Diferencial e Integral, e nas

ciéncias econdmicas e sociais, com disciplinas de Calculo Aplicado.

O ensino de Célculo tem sido tema de importantes trabalhos. Tradicionalmente ligado a
um elevado nimero de reprovacles, tem despertado o interesse de diversos
pesquisadores. Frescki e Pigatto (2009) citam a contribuicdo de diversos autores que se
concentraram nas dificuldades envolvendo o ensino e a aprendizagem do Célculo, os
quais apontam problemas que vém se acumulando desde o ensino bésico até
culminarem no Ensino Superior: “Estes problemas [...] resultam da forma como os
contetidos de Matematica séo estudados nos ensinos fundamental e médio, com muitos

“macetes” e formulas decoradas, sem compreensdo dos conceitos basicos.” (FRESCKI

e PIGATTO, 2009, p. 911, grifo dos autores)

De quem é a culpa? Do sistema? Do professor? Do aluno? Dos livros didaticos? N&o
gueremos aqui apontar quem €& ou ndo o culpado, mas sim afirmar que a
responsabilidade de mudar esse quadro que ai se encontra é, de fato, de todos que de

alguma forma estdo envolvidos nesses processos de ensino e de aprendizagem.

Também parece ndo haver um consenso sobre como significar, de maneira satisfatoria,
um namero reconhecidamente elevado de reprovacbes nas disciplinas de Calculo. A
abordagem didatica tradicional de alguns professores (“bindmio quadro-giz”’) ou até
mesmo uma preparacao inadequada do aluno no Ensino Médio séo temas recorrentes

nessas explicacoes.

Em nossa concep¢do, qualquer uma dessas explicacdes, quando consideradas
isoladamente, pode ser uma tentativa de reduzir a uma causa Unica um problema que
pode, e eventualmente tem multiplas explicagcdes. O aspecto algoritmico e repetitivo do
ensino de Calculo também aparece na conclusdo de alguns desses estudos. Segundo
Frota (2001):

Parece haver consenso que o ensino da Matematica precisa libertar-se
das amarras de um ensino passo a passo, que conduz a aprendizagem
de procedimentos e ndo incentiva ao conhecimento matematico
relacional que leva ao individuo a estabelecer, sempre mais, novas
conexdes entre os varios conceitos estudados. (FROTA, 2001, p. 91)
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Sobre esse aspecto, acreditamos que a repeticdo a exaustdo de um exercicio (ou um

grupo deles) pode ser de pouca ajuda no desenvolvimento das habilidades do estudante;

principalmente se esse procedimento estiver dissociado de algum contexto que seja

significativo para o aluno.

Ainda em relagdo ao procedimento repetitivo e a memorizagdo, temos a contribuicdo de

Barufi (1999):

A fim de minimizar o insucesso na construgdo do conhecimento
significativo, a saida, muitas vezes adotada, € a de privilegiar a
aplicacdo do calculo, apresentando um grande namero de problemas e
exercicios, muitas vezes repetitivos, onde o aluno acaba memorizando,
de alguma forma, processos de resolucdo. Nesse sentido, reduz-se a
ideia, 0 conceito, ao algoritmo e sobra aquela eterna pergunta dos
estudantes, ndo respondida e “odiada” pelos professores: Pra que serve
isto? (BARUFI, 1999, p. 162)

Ainda preocupada com a questdo do aspecto procedimental em detrimento do aspecto

significativo da atividade e focando em uma das mdltiplas interpretacdes para o

conceito de derivada, Meyer (2003) destaca:

Tenho observado que muitos de nossos alunos, ap6s cursarem a
disciplina Célculo |, sdo capazes de determinar a funcdo derivada de
diversas fungbes, utilizando-se de regras e procedimentos algéebricos,
ou mesmo, de reproduzir a definicdo formal da derivada de uma
funcdo. Mas, freqlientemente, produzem significados para este
conceito que ndo sdo compartilhados pela comunidade matemaética e,
portanto ndo correspondendo aos significados pretendidos pelo
sistema educacional. Quando um estudante associa a aplicacdo de
regras e procedimentos ao conceito de derivada, o que é bastante
frequente em nossos cursos de Calculo, tal processo de significacdo
ndo o impede de ter sucesso na realizacdo de tarefas ditas operatérias,
mas pode contribuir para o insucesso na realizacdo de tarefas que
envolvam aspectos conceituais. (MEYER, 2003, p. 4)

Ainda em atencdo ao comportamento dos alunos, temos a contribuicdo de Pinto (2001)

cuja pesquisa foi voltada para o ensino de Andlise Real, mas que, em nosso

entendimento, consegue depreender o comportamento tipico de alguns alunos de

Calculo I que buscam no procedimento uma forma Unica de aprendizagem:

Estudantes sdo provenientes de um sistema educacional onde o ensino
de Matematica esta principalmente centrado em célculos e na
manipulacdo de simbolos, bem como na exploracdo de conceitos a
partir de suas propriedades. A andlise formal passa a requerer dos
alunos um trabalho com definicbes que envolvem quantificadores
maltiplos e légica proposicional. Estudantes podem fazé-lo como se
estivessem iniciando uma construgdo nova, compartimentalizada das
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imagens prévias deixando a reconciliagdo com as experiéncias
anteriores para depois, ou, partindo do conhecimento prévio,
reconstruindo-o. (PINTO, 2001, p. 125)

Como professores de Célculo, ndo podemos também deixar de assumir a parcela de
culpa que nos cabe neste processo. Onuchic e Allevato (2009) assim nos apresentam

uma interessante constatagéo:

Sempre houve muita dificuldade para se ensinar Matematica. Apesar
disso, todos reconhecem a importancia e a necessidade da Matematica
para se entender o mundo e nele viver. Como elemento mais
importante para se trabalhar a Matemética é o professor de Matematica
e este ndo esta sendo bem preparado para desempenhar bem suas
funcdes, as dificuldades nesse processo tém aumentado muito.
(ONUCHIC e ALLEVATO, 2009, p. 171)

Novamente Onuchic e Allevato (2009) retornam a préatica pedagdgica de alguns

professores e, em especial, a sua possibilidade de desenvolvimento profissional, de

forma ainda mais incisiva:

Sabe-se que a visdo da sala de aula de Matematica, apresentada pelos
documentos e que promove mudancas radicais na pratica, requer uma
forte re-educacdo dos atuais professores. Embora uma implementacédo
adequada requeira mudancas politicas e estruturais, a natureza do
desenvolvimento profissional do qual os professores participam,
fortemente determinara a extensdo da mudanca que os alunos
experimentaram em sala de aula. (ONUCHIC e ALLEVATO, 20009,
p. 173)

Por fim, questionando a pratica pedagdgica dos professores de Calculo, Reis (2001)

reafirma:

A préatica pedagogica do professor de Célculo deve se pautar,
primeiramente, na reflexdo e compreensao do papel fundamental do
Célculo Diferencial e Integral na formacdo matematica de seus alunos.
Somente estabelecendo elementos que esclarecam a real funcdo do
Célculo na formagdo matematica do aluno, o professor tera condi¢des
de refletir sobre que objetivos tracar, que contetidos e metodologias
estabelecer, enfim, que prética pedag6gica desenvolver. (REIS, 2001,
p. 23)
Acreditamos que tais questdes devem ser objeto de reflexdo por parte de todos os
“atores” dos processos de ensino ¢ de aprendizagem de Calculo: nos, professores, que
devemos refletir / repensar o papel do Calculo na formacdo matematica de nossos
alunos; e alunos, que devem refletir / reconhecer a importancia da construcdo dos

conceitos do Calculo para sua formacdo matematica.

1. Alguns estudos sobre o0 ensino de Célculo, limites e continuidade
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N&o tendo a pretenséo de esgotar o assunto, vamos apresentar alguns trabalhos sobre o
ensino e a aprendizagem do Calculo. Apds uma breve abordagem em nossa introducéo,
retomamos esta discusséo selecionando algumas pesquisas que julgamos representativos
frente as dificuldades do ensino e da aprendizagem do Célculo Diferencial e Integral. O
objetivo aqui é destacar as dificuldades com o Célculo e, principalmente, mostrar como
0 assunto vem sendo discutido de forma recorrente em alguns trabalhos. Concluimos
com algumas pesquisas relacionadas especificamente ao ensino e aprendizagem de

limites ou continuidade.

Cury (2009), ao comentar as dificuldades no ensino e aprendizagem de Célculo, o faz
de maneira direta e contundente associando aquelas o alto indice de evasdo dos alunos

em alguns cursos:

As dificuldades encontradas por professores e alunos de Calculo
Diferencial e Integral estdo entre as principais causas apontadas para a
excessiva desisténcia e evasdo encontradas em curso superiores da
area de Ciéncias Exatas. Pesquisas sobre o ensino de Calculo vém
sendo apresentadas em comunicacOes, dissertacdes e teses ao longo
das Gltimas décadas, mas seriam necessarios mais estudos sobre o
tema para que pudéssemos vislumbrar mudangas nos cursos. (CURY,
2009, p. 223)

Cury (2009) também destaca a quantidade de trabalhos voltados para as questdes que

envolvem as dificuldades no ensino e na aprendizagem do Calculo:

[...] com o aumento do ingresso de estudantes em instituicdes de
ensino superior nos ultimos dez anos, as dificuldades relativas a
aprendizagem de Calculo foram se tornando mais freqlentes e
preocupantes, pois evidenciavam a falta de conhecimentos prévios ou
a compreensdo equivocada de assuntos estudados nos niveis
anteriores. A divulgacdo dos anais de congressos das areas de
Matematica Aplicada, Engenharia e Educacdo Matematica permite
analisar os assuntos abordados e nota-se que a maior parte dos
trabalhos sobre ensino superior se relacionam ao Calculo. (CURY,
2009, p. 223)

Destacamos essa contribuicdo com o intuito de mostrar que o tema, de acordo com a
autora, ja se apresentava de forma recorrente em varios estudos. Notemos ainda que,
apesar dessas contribuicGes, ndo se nota uma mobilizacdo dentro da sala de aula.
Estamos cientes das dificuldades e dos problemas envolvidos, mas aparentemente

impotentes para promovermos mudancas substanciais em nossa pratica pedagdgica.

Algumas instituicbes que mantém cursos na area de ciéncias exatas ja sinalizam com

mudancas. A disciplina Calculo I, normalmente ministrada no primeiro periodo, ja tem
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sido precedida pelo chamado “Calculo 0” (como uma disciplina especifica, deslocando
0 Calculo | para o semestre seguinte, ou até mesmo como um curso de nivelamento em
horério extracurricular). Entendemos essa mudanga como extremamente benéfica para o
aluno e para o curso e apenas lamentamos que ainda ndo seja adotada em instituices
que, devido ao alto indice de reprovacdo em Calculo I, talvez pudessem se beneficiar

dessa pratica.

Nasser (2009), apos citar diversos pesquisadores, destaca a preocupacao deles com o
desempenho dos estudantes nas séries iniciais dos cursos que envolvem o estudo do

Calculo:

Muitos trabalhos de pesquisa, nacionais e internacionais, tém
ressaltado as dificuldades dos alunos nos ciclos bésicos das
universidades na aprendizagem de Célculo Diferencial e Integral. No
grupo de Educacdo de Matematica no Ensino Superior (GT4) do |, Il e
Il Seminérios Internacionais de Pesquisa em Educacdo Matematica
(SIPEM), houve uma predominancia de artigos de pesquisa sobre a
aprendizagem de Calculo. Os indices de reprovacédo nas disciplinas de
Calculo sdao, em geral, muito altos, prejudicando o rendimento dos
estudantes e atrasando seu curso universitario. Rezende (2003) e
Baruffi (2009) estdo entre os pesquisadores brasileiros que se
preocupam com o baixo desempenho dos alunos em Célculo, mas isso
ndo é prerrogativa dos universitarios brasileiros: hd uma preocupacao
mundial com o fracasso em Célculo, a qual deu origem ao movimento
conhecido como Calculus Reform, na década de 80. (NASSER, 2009,
p. 43)

Ainda que a dificuldade da aprendizagem do Calculo possa ter diversas causas, Igliori
(2002) remete-se a Brousseau, gque distingue trés tipos de obstaculos a aprendizagem:
um que se refere a limitacbes do préprio sujeito, que o autor se refere como sendo de
origem ontogénica; outro que o autor diz como sendo de origem didatica e que depende

das experiéncias de aprendizado vivenciadas; finalmente aqueles de ordem

epistemoldgica e que seriam inerentes ao conhecimento.

A partir desse trabalho de Igliori (2002), Nasser (2009) destaca ainda, algumas reflexdes

acerca dos obstaculos na aprendizagem:

- as concepgdes que ocasionam obstaculos no ensino da matematica
sdo raramente espontdneas, mas advindas do ensino e das
aprendizagens anteriores;

- 0s mecanismos produtores de obstaculos sdo também produtores de
conhecimentos novos e fatores de progresso;

- 0 obstaculo esta relacionado a um né de resisténcia mais ou menos
forte segundo os alunos, de acordo com o0 ensino recebido, pois o
obstaculo epistemoldgico se desmembra frequentemente em
obstaculos de outras origens, notadamente didaticos. (NASSER, 2009,
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p. 43)

A apresentacdo desses trabalhos nos permite acreditar na relevancia de nossa pesquisa.
A preocupagdo com o ensino e a aprendizagem do Célculo Diferencial e Integral é tema

recorrente e objeto de estudo de véarias pesquisas, como evidenciamos.

Especificamente, agora tentaremos delinear alguns estudos focados no ensino de limites
e continuidade, tema especifico do presente trabalho. Comecgaremos destacando a
dificuldade no ensino de limites a partir da problemética, até mesmo historica, de

conceituar os limites de maneira formal.

De inicio, o ensino de Limites apresenta uma dificuldade que Cornu (1983) chamou de
epistemoldgica. Nesse primeiro contexto, temos o que poderiamos chamar de
dificuldade inerente ao conceito de limite. Independente de qual maneira ou até o
mesmo qual publico pretendemos alcangar, o conceito de limite €, em si, complexo ao
ser ensinado. Por sua vez, Tall e Vinner (1981) destacam que 0S processos mentais
requeridos para esta compreensdo demandam certo amadurecimento cognitivo.
Posteriormente, vamos destacar a chamada intuicdo profunda (deep intuition, em
traducdo livre) que, ao ser aplicada ao conceito de limite, ird requerer do aluno, uma

compreensdo que transcende sua defini¢do pura e simples.

Normalmente, o conceito de limite aparece no primeiro periodo nos cursos de
Licenciatura em Matematica, em cursos de Engenharia e, invariavelmente, o tema é
abordado como um pré-requisito necessario para a compreensdo do céalculo das
derivadas e das integrais. Naquele primeiro momento, costuma-se trabalhar conceitos
como “estar proximo de” ou “tender para” e a representacdo grafica quase sempre é a

mais utilizada.

Notemos que, se nao abordada de maneira adequada, podemos pecar aqui com um
excesso de informalidade e contribuir para a construcdo de uma imagem inicial por
vezes equivocada pelo aluno. Os termos utilizados nesta exposi¢do costumam, quando
utilizados no cotidiano, diferirem sobremaneira quando aplicados a conceitos
matematicos. Celestino (2008) nos traz a seguinte contribuicdo relacionada a sala de

aula:
No6s usamos palavras ou frases como convergéncia, fronteira,
arbitrariamente proximo, tende a, e limite, quando trabalhamos com

limites de funcBes. Os significados cotidianos dos termos podem
influenciar as percepc¢des dos estudantes sobre estes termos em um
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contexto matematico. H4& uma ambigiidade na maneira como o
conceito de Limite pode ser percebido. Pode-se focar no processo de
aproximar o limite e, entdo, considera-lo como um procedimento que
nunca chega ao fim. Mas pode-se pensar no Limite como uma
entidade estatica com a quais fun¢Bes podem ser comparadas.
(CELESTINO, 2008, p. 19)

Quando apresentamos o conceito de limite, utilizando a definicdo formal com e-6
(epsilons e deltas), ndo hd como negar a complexidade que essa notacdo apresenta e,
principalmente, o que o aluno necessita para compreendé-la. Zuchi (2005), por
exemplo, refere-se a no¢do de limite como sendo uma no¢do que exige uma razoavel
abstracdo e, entdo, deveria ser adiada para momento mais oportuno. Seria esse momento

oportuno, a disciplina Analise ou Fundamentos de Analise Real?

Ja& em relagdo ao ensino de continuidade na perspectiva do Calculo, alguns
pesquisadores (REIS, 2001, 2009) destacaram também as dificuldades em relacdo a
abordagem do conceito e a definicdo formal, mesmos pontos ja apontados no ensino de
limites. Entendemos, entdo, que é fundamental aprofundarmos a discusséo sobre alguns

elementos que dizem respeito a abordagem do ensino de Calculo.

2. Sobre intuicéo e rigor

Ainda que as definicdes desses termos ndo possam abranger, em sua plenitude, a sua
aplicacdo no contexto matematico, ao menos elas apresentam uma no¢do aproximada: a
intuicdo estaria ligada a uma “compreensao imediata” de um assunto, enquanto o rigor

poderia estar relacionado a uma “explicagao detalhada” do assunto.

Segundo Freudenthal (1973), em Matematica é importante, além do resultado correto, a
“fundamentagdo correta” do raciocinio. O rigor ndo se reflete apenas no resultado, mas
na forma e nos caminhos que foram utilizados para obtermos o resultado. E interessante
observar que um raciocinio “intuitivo” pode levar também a uma resposta correta ainda

que, na esséncia, ndo tenhamos sido rigorosos.

Sobre essa questdo da intuicdo e rigor na conducdo de um procedimento para a
resolucdo de um problema matematico, Reis (2001) nos apresenta o que ele chama de
“tensdo entre rigor e intuicao”, fazendo uma critica a relagdo entre estes conceitos e o

ensino de Célculo e Analise:
[...] podemos afirmar que é inadmissivel separar intuicdo e rigor no

ensino de qualquer conceito matematico. Igualmente inaceitavel seria
associar ao ensino de Calculo, uma abordagem essencialmente
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intuitiva e ao ensino de Analise uma abordagem essencialmente
rigorosa. (REIS, 2001, p. 79)

Entenderemos no presente trabalho intuicdo como a capacidade do aluno de avaliar uma
questdo segundo a sua percepcdo (visual, sensorial, tétil) a despeito de qualquer
definicdo rigorosa para o objeto matematico. Assim, para a questdo de “continuidade”,
por exemplo, entenderemos como resposta intuitiva aquela na qual o aluno entenda por
continuidade qualquer imagem que possa ser evocada a partir de sua experiéncia

cotidiana.

Por rigor, vamos entender o processo que norteia 0 método axiomatico de entendimento
do objeto matematico conforme compartilhado pela comunidade académica e, quando
possivel, diagnosticar o0 método axiomatico seguido pelo aluno para avaliar a questéo.
Retomando o exemplo de “continuidade”, vamos entender como rigor, 0 processo que
envolve a definicdo formal para continuidade conforme apresentada a partir da
existéncia dos limites que, por sua vez, serdo considerados a partir de sua conceituacao

com a chamada notacéo ¢-6 (epsilons e deltas).

Na perspectiva da sala de aula, Reis (2001) se refere assim ao papel do rigor na

construcdo do conhecimento matematico:

Portanto cabe a nds, professores de Calculo e Anélise, a avaliacdo de
qual nivel de rigor é conveniente atingir sem que, com isso, percamos
o real sentido e a real compreensdo das idéias matematicas. Para isso,
devemos levar em consideracdo, fundamentalmente, o perfil do nosso
estudante no que se refere a sua formacdo matematica anterior e aos
objetivos das disciplinas que ministramos para os diversos cursos da
carreira universitaria, os quais formam profissionais com 0s mais
diferentes espectros. (REIS, 2001, p. 79)

Concluindo essa secdo, apresentaremos a nocao de intuicdo profunda trabalhada por

Semadeni (2008). O autor destaca a contribuicdo de Tall (2004) que apresenta o

pensamento matematico se desenvolvendo a partir da conexao entre trés universos da

Matematica, tendo cada um deles um nivel préprio de sofisticacdo e aprimoramento.

O primeiro seria o universo que compreende a descricdo do objeto matematico
(conceptual-embodied world, no original). Nesse primeiro momento o objetivo é
descrever ou deduzir propriedades a partir da observacdo e manipulacdo do objeto. O
segundo universo (proceptual-symbolic world, no original) compreende as acGes e
esquemas que podem explicar o objeto de uma maneira mais simbélica. Finalmente,

temos o universo da descricdo formal, rigorosa e axiomatica do objeto (formal-
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axiomatic world, no original).

Conforme apresentado, a forma como definimos um objeto matematico delimitara a
transicdo do pensamento matematico elementar para 0 pensamento matematico
avancado. A intuicdo profunda (deep intuition, em traducdo livre) pressupbe a
compreensdo do objeto matematico em toda a sua multiplicidade de significados,
incluindo suas propriedades e, principalmente, a relagdo com outros objetos,
matematicos ou ndo, que podem estar associados aquele. Nesse sentido, para
compreendermos “profundamente”, devemos compreender o objeto imerso em todo um
contexto associado a sua percepcao fisica, sensorial, de definicdo e sua relacdo com o

meio.

Finalmente, destacamos que muitos professores podem acreditar na existéncia de uma
relacdo dicotdbmica entre a intuicdo e o rigor, a qual pode ser percebida quando, muitas
vezes, a expressdo intuicdo é enxergada como uma oposic¢ao ao rigor. A intuicao estaria
relacionada, por exemplo, a representacdo visual ou aquilo que poderia ser considerado
plausivel, ainda que ndo tenhamos utilizado de nenhuma demonstracéo rigorosa. Cabe
ressaltar que compartilhamos com a proposta apresentada por alguns educadores
matematicos (REIS, 2001, 2009; DOMINGOS, 2003) para a relacdo entre rigor e
intuicdo: ndo ha, em nosso entendimento, uma relacdo dicotdmica entre estas duas
aproximacOes para a compreensdo de um elemento matematico. Acreditamos

fortemente numa relagcdo de complementaridade entre esses conceitos.

3. Sobre imagem conceitual e definicdo conceitual

Diferentemente do que 0 senso comum nos apresenta, a construcao de uma ideia ou a
apropriacdo de um novo conceito ndo se da de forma completamente linear em nosso
cérebro. Ainda que o cérebro tenha uma identificacdo estreita com uma estrutura
puramente légica, seu funcionamento ndo é propriamente ldgico. Quando evocamos um
conceito qualquer ou quando vamos nos apropriar de uma nova informacdo, e aqui
podemos incluir os conceitos e as informacGes matematicas, o fazemos de maneira
complexa e acionamos diferentes partes de nosso cérebro ao mesmo tempo. Existe toda
uma estrutura cognitiva extremamente complexa para a apropriacdo desta nova
informacdo. Nosso cérebro evoca diferentes imagens para se apropriar deste novo
conceito, acionando toda uma rede complexa de imagens, definicGes pré-estabelecidas e

saberes prévios para compreendermos esta nova informacéo.
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Para langcarmos uma luz sobre essa complexa rede de informacgdo acionada pelo nosso
cerebro, ainda que nosso trabalho ndo pretenda elucidar todo o aspecto cognitivo que
implica essa aquisi¢do do conhecimento, consideraremos, no presente trabalho, as ideias
de Tall e Vinner (1981) sobre imagem conceitual (concept image, em traducéo livre) nas

quais nos apoiaremos fortemente:

Usaremos o termo imagem conceitual para descrever a estrutura
cognitiva total que estd associada ao conceito, que inclui todas as
imagens mentais, propriedades e processos associados. Esta €
construida ao longo dos anos, através de experiéncias de todos os
tipos, mudando enquanto o individuo amadurece e se depara com
novos estimulos e amadurece. (TALL e VINNER, 1981, p. 153, em
traducéo livre)
Cabe destacar que a imagem conceitual é individual e dindmica e vai sendo modificada
com o tempo. A forma como cada um de nds constroi sua imagem para um dado
conceito € muito particularizada e esta sempre impregnada de valores e referéncias que
sdo pessoais. Por outro lado, ela é também dindmica e varia com o tempo. Novas
imagens vao sendo agregadas as anteriores modificando-as e revestindo-as de um

carater dinamico.

Consideraremos também, no presente trabalho, as ideias relacionadas a definicéo
conceitual (concept definition, em traducdo livre) de Meyer (2003), também se
baseando em Tall e Vinner (1981):

O termo definicdo conceitual é utilizado para indicar a forma verbal
utilizada pelo individuo para especificar um conceito. Esta defini¢do
conceitual pode ser aprendida pelo individuo de uma forma rotinizada
ou de uma forma mais significativa, relacionando-a em maior ou
menor grau com a definicdo formal do conceito cientifico. Pode
também constituir uma reconstrucdo pessoal da definicdo de um
conceito, sem que tenham necessariamente significados coincidentes.
Neste caso, a defini¢cdo conceitual é considerada como a forma verbal
utilizada pelo estudante para especificar sua imagem conceitual
(evocada). (MEYER, 2003, p. 6)

Interessante € que, principalmente em funcdo de como foi processada a imagem
conceitual, a definicdo conceitual pode diferir da defini¢do apresentada formalmente. O
aluno (re)constroi sua definicdo conceitual permeando-a com suas imagens conceituais

previamente estabelecidas.

Notemos que a definicdo conceitual é uma forma de descrever em palavras um conceito.
Podemos entdo evocar, para uma dada definicdo conceitual, imagens conceituais

diferentes e, mais ainda, até mesmo conflitantes. O aluno pode, sem o perceber, ter
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construido imagens conceituais conflitantes para uma mesma definicdo conceitual e ndo
detectar o equivoco até ter a oportunidade de evocar as duas imagens em uma mesma

situacao.

4. Apresentando nossa pesquisa

Como observamos entdo, a investigacdo sobre imagens e definigdes conceituais pode
revelar interessantes elementos que contribuam para a discussdo do ensino de Célculo.
Nessa perspectiva, intentamos investigar as relacGes entre intuicdo e rigor e entre
imagem conceitual e definicdo conceitual que podem ser manifestadas pelos alunos nos
processos de ensino e de aprendizagem de limites e continuidade em Célculo I, bem

como caracterizar o papel das definigdes formais nesses processos.

ApoOs uma revisdo tedrico-bibliografica que nos permitiu discutir alguns aspectos dos
processos de ensino e de aprendizagem de limites e continuidade em Calculo I, na
perspectiva da Educacdo Matematica no Ensino Superior, objetivamos mais
especificamente, levantar hipoOteses e categorias de analise de algumas relacGes
manifestadas por alunos entre intuicdo e rigor e entre imagem conceitual e definicdo

conceitual nos referidos processos.

Nossa pesquisa foi realizada no 2° semestre letivo de 2010, com 56 alunos dos cursos de
Licenciatura em Matematica (36 alunos dos 2° e 3° periodos) e Bacharelado em
Estatistica (20 alunos dos 2° e 3° periodos) da Universidade Federal de Ouro Preto. Os
alunos estavam matriculados em duas turmas da disciplina MTM 212 — Calculo
Diferencial e Integral I, obrigatéria para os cursos de Matematica e Estatistica, com
carga horaria de 60 horas/aula, desenvolvidas a partir da seguinte ementa: Derivadas e

Aplicacdes; Integrais e Aplicacdes.

Cabe ressaltar que os conteudos de Limites e Continuidade sdo estudados na disciplina
MTM 211 — Introducédo ao Célculo Diferencial e Integral, integrante da grade curricular
do 1° periodo de cada curso, também obrigatdria e pré-requisito para o Calculo I, com
carga horaria de 60 horas/aula, desenvolvidas dentro da seguinte ementa: NUmeros

Reais; Funcdes; Limites e Continuidade.

Destaca-se que é quase uma pratica “obrigatoria” dos professores de Calculo I, iniciar a
disciplina com duas semanas de revisdo das definicdes e principais propriedades de

limites e continuidade, o que foi feito pelo professor responsavel pela disciplina, um
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docente efetivo do Departamento de Matematica da UFOP, com formacdo de Doutorado

em Matematica Aplicada e com 15 anos de experiéncia docente no Ensino Superior.

Contatamos esse professor responsavel, o qual prontamente aceitou aplicar duas
atividades por nos elaboradas e que serdo descritas a seguir: a 12 atividade (Limites) ao
final da 12 semana de aulas, na qual foi revisado o contetdo de limites e a 22 atividade
(Continuidade) ao final da 22 semana de aulas, na qual foi revisado o contetudo de
continuidade, sendo dado o tempo de 1 hora/aula para a realizacdo de cada atividade por
parte dos alunos. Obviamente, estes foram devidamente instruidos sobre o objetivo e a

natureza das atividades como instrumentos de uma pesquisa cientifica.

Como as nocgdes de rigor e intuicdo permearam a andlise dos resultados para que
pudéssemos estabelecer, se possivel, uma relacdo entre os conceitos (imagem e
definicdo) e os tratamentos (intuitivo ou rigoroso) desprendidos pelos alunos, a proposta

de nossas atividades envolveu habilidades em que poderiamos avaliar tais nogoes.

Nessas atividades, partimos de aspectos que envolvem / evocam a intuigdo dos alunos
para aspectos que descrevem / demonstram o rigor dos alunos na formalizacdo dos
conceitos de limites e continuidade. Isto pode ser notado quando exploramos, ao final
de cada atividade, a capacidade dos alunos de, ndo mais “descrever” os conceitos

envolvidos, mas de “defini-los” formalmente.
A Atividade 1 (Limites) iniciou-se com a Questdo 1: “Escrevendo com suas palavras...”

Explique com suas proprias palavras, sem utilizar ndmeros nem simbologia
matematica, o que vocé entende por:

a) uma funcao tem limite quando a variavel independente tende a um certo valor;

b) uma funcdo tem limite infinito quando a variavel independente cresce

indefinidamente.

A seguir, passamos para a Questdo 2: “Do grafico para o calculo...”, na qual solicitamos
a determinacdo grafica da existéncia de limites com o intuito de destacar elementos da
intuicdo gréafica / algébrica dos alunos. O objetivo da questdo era avaliar como o aluno
interpretava geometricamente a existéncia do limite de uma funcédo. Foram construidos
graficos com limites em um ponto, com limites infinitos e com limites no infinito.
Interessante  observar que, propositalmente, alguns graficos apresentavam
descontinuidade em pontos onde o limite existia. Ainda que alguns aspectos da

continuidade tenham sido avaliados somente na préxima atividade, acreditamos
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proceder a uma melhor avaliacdo de algumas respostas da questdo confrontando a

existéncia do limite com a continuidade.

Na sequéncia, apresentamos a Questdo 3: “Do calculo para o gréfico...”, cujo objetivo
era explorar a intuicdo algébrica / gréafica dos alunos relacionada aos limites laterais
quando a funcdo tende a um ponto e também aos limites infinitos e no infinito.
Enguanto, na Questdo 2, o aluno era levado a interpretar as informagdes sobre limites a
partir dos gréaficos, o objetivo aqui era construir o grafico levando em consideracgéo seu

comportamento na vizinhanca de alguns valores do dominio da funcéo.
Finalmente, chegamos a Questdo 4: “Tentando escrever rigorosamente...”

De acordo com as defini¢Oes precisas de limites, o que significam as afirmacdes:
a) para todo ¢ > 0 real dado, existe J > 0 tal que, se x € D(f) e 0 < /x — 4 /< 6, entéo
ff(x) -5 [<¢;

b) para todo M > 0 real dado, existe N > 0 tal que, se x € D(f) e x > N, entéo f(x) > M.

A Atividade 2 (Continuidade) iniciou-se com a Questdo 1: “Escrevendo com suas

palavras...”

Explique com suas proprias palavras, sem utilizar nameros nem simbologia
matematica, o que vocé entende por:
a) uma funcéo é continua para um certo valor da variavel independente;

b) uma funcgéo €é continua.

A seguir, passamos para a Questdo 2: “Do grafico para o célculo...”, na qual solicitamos
que os alunos avaliassem a continuidade em graficos, utilizando sua intuicdo grafica /

algébrica.

Na sequéncia, apresentamos a Questdo 3: “Do calculo para o grafico...”, cujo objetivo
também era explorar a intuicdo algébrica / grafica dos alunos relacionada aos limites
laterais quando a funcdo tende a um ponto e também a continuidade da funcdo em um

dado ponto.
Finalmente, chegamos a Questdo 4: “Tentando escrever rigorosamente...”

De acordo com as defini¢Ges precisas de continuidade, o que significam as afirmacdes:

a) existe f(7z), existe lim f(x) e lim f(x)= f(n);

b) para todo &€ > 0 real dado, existe 6 > 0 tal que, se x € D(f) e /x — 4 /< 6, entio
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[i(x) — f(4) /<e.

5. Analisando as atividades

Cada uma das atividades foi composta de questdes nas quais tentdvamos estimular o
aluno a apresentar imagens conceituais evocadas e avaliarmos as transi¢cGes grafico-
algébrica e algébrico-grafica. Ao final, tratamos sempre dos aspectos conceituais
envolvidos. Procedendo assim, acreditamos contemplar diversas nuances dos aspectos

intuicdo-rigor e imagem conceitual-definigcdo conceitual.

Partindo das atividades propostas, identificamos algumas relagdes entre rigor e intuicao
e entre imagem conceitual e definicdo conceitual, manifestadas pelos alunos
participantes de nossa pesquisa. Ademais, como as definicdes formais de limites e
continuidade haviam sido trabalhadas com os alunos, pudemos inferir a respeito do
papel dessas defini¢bes na formacdo de imagens e definicdes conceituais. Da andlise de
nossas atividades, que se encontra completa em Abreu (2011), pudemos estabelecer

algumas categorizacfes que passamos, agora, a descrever.

5.1. Sobre as relacdes entre imagem conceitual e definicdo conceitual em limites

A partir da analise da Atividade 1, inferimos que as principais imagens conceituais
relacionadas a existéncia do limite em um ponto evocaram as aproximacdes laterais da
funcdo a um valor, enfatizando os limites laterais e também a aproximacéo da funcéao a
um valor, sem enfatizar os limites laterais. Ja em relacdo a limites infinitos e no infinito,
as principais imagens conceituais evocaram o crescimento indefinido, enfatizando o
limite infinito e o crescimento “negativamente e positivamente”, talvez querendo
enfatizar o limite no infinito. Essa dificuldade em interpretar fidedignamente uma certa

imagem conceitual ja havia sido ressaltada por Meyer (2003).

Como nossa atividade permitiu que o aluno descrevesse em palavras 0s conceitos acima
mencionados, podemos considerar, segundo Tall e Vinner (1981), que as definicdes
conceituais remetem a imagens conceituais conflitantes, como no caso da imagem de

que “ter limite ¢ assumir um valor”.
5.2. Sobre as relac¢des entre intuicdo e rigor em limites

A partir da analise da Atividade 1, inferimos que os alunos parecem apenas interpretar a

existéncia do limite a partir de uma intuicdo grafico-geométrica (REIS, 2001) e se
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mostram limitados quando tém que transitar entre as representacées grafica e algébrica.

De um modo geral, os bons indices de acertos na questdo especifica da transicéo
gréafico-algebrica nos remetem a Meyer (2003) que destaca:

No ambito do ensino de Célculo, é sabido que os estudantes
apresentam bons resultados na realizacdo de tarefas que enfocam os
aspectos operatorios, e resultados menos satisfatorios se essas tarefas
enfocam aspectos conceituais. [...] Este fendmeno evidencia uma
questdo amplamente debatida ao longo dos anos, que diz respeito a
existéncia de diferentes tipos de conhecimento matematico: um deles
relacionado a compreensdo dos conceitos matematicos, e outro, aos
procedimentos adotados para resolver tarefas matematicas. (MEYER,
2003, p. 5)

Entretanto, sequer um conhecimento procedimental (HIEBERT e LAFEVRE, 1986)

pode ser associado a transicdo algébrico-grafica, que revelou uma grande dificuldade

dos alunos, talvez até mesmo pela auséncia de atividades que fomentam tal transicdo em

muitos livros didaticos.

Outra inferéncia emergente de nossa pesquisa € que a notacdo rigorosa para limites se
revelou totalmente sem sentido para os alunos, ja que praticamente todas as respostas
ficaram em branco, sendo que nenhum participante apresentou uma resposta
considerada correta. Assim, os alunos ndo conseguiram minimamente perceber nas
definicbes formais, elementos intuitivamente corriqueiros no estudo de limites que

deveriam retomar imagens conceituais evocadas no inicio da atividade.

5.3. Sobre as relagbes entre imagem conceitual e definicdo conceitual em

continuidade

A partir da analise da Atividade 2, inferimos que as principais imagens conceituais
relacionadas a continuidade em um ponto estdo diretamente ligadas a funcdo estar
definida nesse ponto. Para a maioria dos alunos, a continuidade em um ponto parece
independer da existéncia dos limites laterais quando a funcdo tende ao ponto, o que
retrata uma imagem conceitual desconectada de uma imagem conceitual de limites.
Interessante observarmos que os alunos ndo associaram a continuidade a existéncia do
limite, apesar de conhecerem alguns aspectos conceituais relacionados aos limites,
como por exemplo, aqueles que associam a existéncia do limite em um ponto com os
limites laterais. Logo, entendemos que, simplesmente, os alunos ndo associam
continuidade a necessidade da existéncia dos limites laterais, apenas a definicdo da

funcdo no ponto. Aqui, cabe destacar que, apesar de existirem algumas definicGes
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diferentes de continuidade em livros didaticos, a defini¢do da fungdo no ponto foi uma
das (trés) condigcdes apresentadas aos alunos para a continuidade da func¢do no referido
ponto. Entretanto, esse fato ndo parece-nos justificar a ndo verificacdo das demais
condi¢des associadas a existéncia do limite.

Para a continuidade de uma fungéo, a principal imagem conceitual evocada nos remete a
uma visdo classica sobre continuidade: ndo haver interrupcdo ou salto na funcdo, ou
seja, a possibilidade de se tracar / eshogar o grafico da fungdo sem interrupcdes.
Novamente, ndo ha qualquer imagem conceitual relativa & existéncia de limites ou ao

valor da funcdo em pontos.

Novamente, nossa atividade permitiu que o aluno descrevesse em palavras 0s conceitos
acima mencionados, ou seja, explicitasse uma definicdo conceitual. Assim, segundo Tall
e Vinner (1981), consideramos que as definigbes conceituais remetem a imagens
conceituais restritas e/ou equivocadas, como no caso da imagem de que “ser continua ¢

possuir imagem”.
5.4. Sobre as relacgdes entre intuicédo e rigor em continuidade

A partir da andlise da Atividade 2, deparamo-nos com outro descompasso entre a
imagem conceitual evocada na continuidade e sua definicdo formal. Inferimos que o0s
alunos parecem apenas interpretar a continuidade também a partir de uma intuicdo
gréfico-geométrica (REIS, 2001), assim como interpretam os limites; logo, novamente
eles se mostram limitados quando tém que transitar entre as representacdes gréafica e

algébrica.

Novamente, podemos identificar um interessante conflito relacionado a definicao
formal de continuidade. Ao associar a continuidade de uma funcdo no ponto apenas a
existéncia de um valor da funcdo nesse ponto, 0s alunos recorrem a uma imagem
conceitual bastante intuitiva, mas sem “consultar” sua defini¢do formal. Essa situacdo
de sala de aula ja havia sido alertada por Vinner (1991), ao descrever o que pode

acontecer na solucdo de um determinado problema ou questéo:

[..] a célula da definicdo conceitual, mesmo se ndo-vazia, ndo €
consultada durante o processo de resolucdo do problema. Os habitos
de pensamento cotidianos se sobrepBem e o0 respondente esta
inconsciente da necessidade de consultar a definicdo formal. Néo é
preciso dizer que, na maioria dos casos, a referéncia a célula da
imagem conceitual serd bem sucedida. Esse fato ndo encoraja as
pessoas a se referirem a célula da definicdo conceitual. (VINNER,
1991, p. 76, em traducéo livre)
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Entendemos que essa situacdo é rotineira na sala de aula de Calculo e parece refletir
uma dificuldade de aprendizagem que, talvez, possa estar associada a obstaculos
epistemoldgicos, ou seja, inerentes ao proprio conhecimento, como ja havia destacado
Igliori (2002).

Novamente, uma inferéncia emergente de nossa pesquisa € que a notacdo rigorosa para
continuidade mais uma vez se revelou totalmente sem sentido para os alunos, os quais
ndo conseguiram minimamente identificar, nas defini¢gdes formais, elementos intuitivos
no estudo da continuidade que deveriam retomar imagens conceituais evocadas no

inicio da atividade e também na atividade de limites.

Consideragoes finais

Cientes que devemos respeitar a autonomia do profissional do Ensino Superior em sala
de aula, incluindo a capacidade de repensar sua préatica de acordo com a necessidade de
seus alunos, ainda assim, a partir dos resultados apresentados em nossa pesquisa,
julgamos procedente apresentar algumas consideracfes que intentam servir como uma
fonte de reflexdo especificamente para o professor de Célculo e, de uma forma mais
geral, para o professor de Matematica que atua com as diversas disciplinas basilares no

Ensino Superior:

- Procure sempre revisitar as imagens conceituais que estdo sendo construidas pelos
seus alunos, ao longo dos processos de ensino e aprendizagem, propondo atividades que
primem pela diversidade de abordagens. Nesse sentido, ainda que acreditemos ser
oportuno, em algumas situacdes, a realizacdo de exercicios de um padrdo mais
repetitivo, frequentemente apresentados pelos livros didaticos, propomos uma reflexao
no sentido de evita-los, quando possivel, estimulando de maneira criativa uma maior
transicdo entre as diversas representacdes (grafico-algébrica e algébrico-gréafica), a fim
de enriquecer as imagens conceituais evocadas pelos alunos durante os processos de

sala de aula;

- Procure fazer com que seus alunos escrevam sobre aquilo que estdo entendendo,
evidenciando assim suas definicbes conceituais e estimulando-os a explicar “como”
aplicam a teoria na resolucdo de problemas / exercicios. Isso possibilita ao professor
uma maior flexibilidade ao abordar a definicdo formal, além de incentivar os alunos a

consultar a “célula” da definicdo conceitual envolvida nas atividades e até mesmo
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modifica-la quando necessério; por exemplo, em caso de conflitos com a definigdo

formal;

- Valorize a realizacdo de atividades que abordem também a transicdo algébrico-grafica
como forma de valorizar as diversas vertentes intuitivas presentes na abordagem dos
temas e que, tradicionalmente, ndo sdo exploradas pelos livros didaticos. Atividades
nesse sentido podem ajudar o aluno a compreender a importancia de se evocar uma
definicdo conceitual e confrontad-la com suas imagens conceituais, evitando assim,
obstaculos na aprendizagem. Exercicios que exploram aspectos construtivos de limites e
continuidade podem ser uma grande fonte de inspiragdo para a valorizagdo de uma
intuicdo profunda, no sentido de compreender 0s conceitos matematicos com

multiplicidade de significados e propriedades;

- Né&o exagere nas defini¢cbes e demonstracdes rigorosas, principalmente se essas forem
apresentadas de maneira mecanizada e sob um aspecto totalmente procedimental. Se
uma demonstragdo ndo puder ser significativa para os alunos e, mais importante ainda,
ser ilustrada, até mesmo com exemplos numéricos, tal demonstracdo pode ser muito
mais um ‘“exercicio de ensino” para o proprio professor do que uma “atividade de
aprendizagem” para os alunos. Especificamente, em limites e continuidade, as
definicbes e demonstracbes envolvendo a notacdo e-6 (epsilons e deltas) mostram-se,

quase sempre, incapazes de evocar imagens e definigdes conceituais significativas.

Finalmente, acreditamos que nossa pesquisa ndo esgota todas as indagacOes que
levantamos ao longo da trajetdria investigativa. Por exemplo, hd que se investigar como
se processa o rigor numa perspectiva “cognitiva” ou ainda, como o aluno constrdi ou se

apropria de um conceito de forma rigorosa.

Encerramos, entdo, o presente trabalho lembrando a reflexdo de Reis (2009) acerca do
chamado “rigor académico” o qual, segundo o autor, ¢ dominante no mundo das
publicac6es e apresentacdes de trabalhos cientificos, mas que ndo pode ser transposto de

uma maneira direta, mecanica ou simplista para o ensino:

Essa transposi¢do, na verdade, deveria proporcionar uma exploragdo
multipla e flexivel dos conceitos, de modo que 0s mesmos sejam
intuitivamente significativos e compreensiveis, tendo um tratamento
de validacdo e demonstracdo (isto €, rigor) compativel ao contexto de
ensino (instituicdo; Licenciatura ou Bacharelado; conhecimento prévio
dos alunos; etc). (REIS, 2009, p. 93)
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Assim, esperamos que este trabalho seja uma fonte agradéavel de leitura para professores
de Célculo que querem e ousam refletir sobre sua préatica pedagdgica. Que eles encarem
uma oportunidade de mudanga como uma necessidade do préprio desenvolvimento

profissional.

Referéncias

ABREU, O.H. (2011). Discutindo algumas relacfes possiveis entre intuicdo e rigor e
entre imagem conceitual e defini¢cédo conceitual no ensino de Limites e Continuidade em
Célculo 1. Dissertacdo (Mestrado em Educacdo Matematica). Universidade Federal de
Ouro Preto, Ouro Preto.

BARUFI, M.C.B. (1999). A construgdo/negociacdo de significados no curso
universitario inicial de Calculo Diferencial e Integral. Tese (Doutorado em Educacéo).
Universidade de Séo Paulo, S&o Paulo.

CELESTINO, M.R. (2008). ConcepcOes sobre limite: imbricagdes entre obstaculos
manifestos por alunos do Ensino Superior. Tese (Doutorado em Educagdo Matematica).
Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo, Séo Paulo.

CORNU, B. (1983). Apprentissage de la notion de limite: conceptions e obstacles. Tese
(Doutorado em Matematica Pura) Université Scientifique et Medicale de Grenoble,
Grenoble.

CURY, H.N. (2009). Pesquisas em analise de erros no ensino superior: retrospectiva e
novos resultados. In: FROTA, M.C.R.; NASSER, L. (Orgs.). Educacdo Matematica no
Ensino Superior: pesquisas e debates. Recife: SBEM, p. 223-238.

DOMINGOS, A.M.D. (2003). Compreensdo de conceitos matematicos avancados — A
Matematica no inicio do superior. Tese (Doutorado em Ciéncia da Educacdo).
Universidade Nova de Lisboa, Lisboa.

FRESCKI, F.B.; PIGATTO, P. (2009). Dificuldades na aprendizagem de Calculo
Diferencial e Integral na Educacao Tecnoldgica: proposta de um curso de nivelamento.
In: Simpdsio Nacional de Iniciacdo Cientifica, I, Curitiba, 2009. Anais... Curitiba:
UTFPR, p. 910-917.

FREUDENTHAL,H. (1973). Mathematical as an Educational Task. Dordrecht: Reidel.

FROTA, M.C.R. (2001). Duas abordagens distintas da estratégia de resolucdo de
exercicios no estudo de Célculo. In: LACHINI, J.: LAUDARES, J.B. (Orgs.). Educacéo
Matematica: a pratica educativa sob o olhar de professores de Calculo. Belo Horizonte:
FUMARC, p. 89-121.

HIEBERT, J.; LEFEVRE, P. (1986). Conceptual and precedural knowledge in
mathematics: An introductory analysis. In: HIEBERT, J. (Ed.). Conceptual and
procedural knowledge: the case for Mathematics. Hillsdale: Lawrence Erlbaum
Associates, p. 1-27.

IGLIORI, S.B.C. (2002) A nogdo de “obstaculo epistemologico” e a Educacao
Matematica. In: MACHADO, S.D.A. (Org.). Educacdo Matematica: uma introducéo.
Séo Paulo: EDUC, p. 89-113.

458 Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v.13, n.3, pp.439-459, 2011



MEYER, C. (2003). Derivada/Reta Tangente: Imagem Conceitual e Definigdo
Conceitual. Dissertagdo (Mestrado em Educacdo Matematica). Pontificia Universidade
Catdlica de S&o Paulo, Séo Paulo.

NASSER, L. (2009). Uma pesquisa sobre o desempenho de alunos de calculo no
tracado de gréficos. In: FROTA, M.C.R.; NASSER, L. (Orgs.). Educacdo Matematica
no Ensino Superior: pesquisas e debates. Recife: SBEM, p. 43-58.

ONUCHIC, L.R.; ALLEVATO, N.S.G. (2009). Formacdo de Professores: mudancas
urgentes na Licenciatura em Matemadtica. In: FROTA, M.C.R.; NASSER, L. (Orgs.).
Educacdo Matematica no Ensino Superior: pesquisas e debates. Recife: SBEM, p. 169-
187.

PINTO, M.M.F. (2001). Discutindo a transicdo dos Calculos para a Analise. In:
LACHINI, J.: LAUDARES, J.B. (Orgs.). Educacdo Matematica: a préatica educativa
sob o olhar de professores de Célculo. Belo Horizonte: FUMARC, p. 123-145.

REIS, F.S. (2001). A Tensdo entre Rigor e Intuicdo no ensino de Calculo e Anélise: a
visdo de professores-pesquisadores e autores de livros didaticos. Tese (Doutorado em
Educacdo). Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

REIS, F.S. (2009). Rigor e intuicdo no ensino de Calculo e Analise. In: FROTA,
M.C.R.; NASSER, L. (Orgs.). Educagdo Matematica no Ensino Superior: pesquisas e
debates. Recife: SBEM, p. 81-97.

SEMADENI, Z. (2008). Deep intuition as a level in the development of the concept
image. In Educational Studies in Mathematics, N.1, v.68, p. 1-17.

TALL, D.O.; VINNER, S. (1981) Concept image and concept definition in mathematics
with particular reference to limits and continuity. In Educational Studies in
Mathematics, N.2, v.12, p. 151-169.

TALL, D.O. (2004). Thinking through three worlds of mathematics. In: Proceedings of
the 28th Conference of the International Group for the Psycology of Mathematics
Education. Norway, p. 281-288.

VINNER, S. (1991). The Role of Definitions in the Teaching and Learning of
Mathematics. In TALL, D.O. (Ed.). Advanced Mathematical Thinking. Londres:
Kluwer, p. 65-81.

ZUCHI, 1. (2005). A abordagem do conceito de limite via seqiiéncia didatica: do
ambiente lapis papel ao ambiente computacional. Tese (Doutorado em Engenharia de
Producao). Universidade Federal de Santa Catarina, Florianopolis.

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.13, n.3, pp.439-459, 2011 459



