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Resumo

Este artigo estuda o longo caminho entre a auséncia da demonstragdo como tal no passado e

sua presenga contemporanea como um conteudo a ser ensinado em todas as séries. No

entanto, a demonstracdo teve que passar por um processo de transposi¢ao didatica para

satisfazer uma série de restricdes diferentes, de natureza epistémica, didatica, ldgica ou

matematica. O autor, portanto, segura no seu estudo uma ordem cronoldgica para delinear as
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principais caracteristicas desse processo, com o objetivo de compreender melhor o problema
didatico que nossa pesquisa atual enfrenta. Balacheff mostra que a prova ¢ tanto um
fundamento quanto um organizador do conhecimento. No curso da aprendizagem, ela
contribui para reforcar a evolucdo do conhecimento e fornece ferramentas para sua
organiza¢do. No ensino, ela legitima novos conhecimentos e constitui um sistema:
conhecimento e prova, interligados, fornecem a base de conhecimento de uma estrutura que
pode funcionar como precursora da base tedrica necessaria a matematica. A fungdo de
institucionalizagdo das situagdes de prova coloca a validagao explicita sob a arbitragem do
professor, que ¢, em ultima andlise, o garantidor de seu carater matematico. Essa dimensao
social, no sentido de que o funcionamento cientifico depende de uma organizagdo construida
e aceita, esta no cerne da dificuldade de ensinar prova em matematica.

Palavras-chave: Prova, Demonstracdo, Transposicao didatica, Ensino, Aprendizagem.
Abstract

This article studies the long road between the absence of demonstration as such in the past
and its contemporary presence as content to be taught in all grades. However, demonstration
had to undergo a process of didactic transposition to satisfy a series of different restrictions,
whether epistemic, didactic, logical, or mathematical in nature. The author therefore follows a
chronological order in his study to outline the main characteristics of this process, with the
aim of better understanding the didactic problem that our current research faces. Balacheff
shows that proof is both a foundation and an organizer of knowledge. While learning, it
contributes to reinforcing the evolution of knowledge and provides tools for its organization.
In teaching, it legitimizes new knowledge and constitutes a system: knowledge and proof,
interconnected, provide the knowledge base for a structure that can function as a precursor to
the theoretical basis necessary for mathematics. The institutionalizing function of proof
situations places explicit validation under the arbitration of the teacher, who is ultimately the
guarantor of its mathematical character. This social dimension, in the sense that scientific
functioning depends on a constructed and accepted organization, is at the heart of the
difficulty of teaching proof in mathematics.

Keywords: Proof, Demonstration, Didactic transposition, Teaching, Learning.

Resumen

Este articulo estudia el largo camino recorrido desde la ausencia de la demostracion como tal

en el pasado hasta su presencia contemporanea como contenido que debe ensefiarse en todos
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los cursos. Sin embargo, la demostracion ha tenido que pasar por un proceso de transposicion
didactica para satisfacer una serie de restricciones diferentes, de naturaleza epistémica,
didactica, légica o matematica. Por lo tanto, el autor mantiene en su estudio un orden
cronologico para delinear las principales caracteristicas de este proceso, con el objetivo de
comprender mejor el problema didactico al que se enfrenta nuestra investigacion actual.
Balacheff muestra que la prueba es tanto un fundamento como un organizador del
conocimiento. En el curso del aprendizaje, contribuye a reforzar la evolucion del
conocimiento y proporciona herramientas para su organizacion. En la ensefianza, legitima
nuevos conocimientos y constituye un sistema: el conocimiento y la prueba,
interrelacionados, proporcionan la base de conocimiento de una estructura que puede
funcionar como precursora de la base tedrica necesaria para las matematicas. La funcion de
institucionalizacion de las situaciones de prueba somete la validacion explicita al arbitrio del
profesor, que es, en ultima instancia, el garante de su caracter matematico. Esta dimension
social, en el sentido de que el funcionamiento cientifico depende de una organizacion
construida y aceptada, estd en el centro de la dificultad de ensefiar la prueba en matematicas.
Palabras clave: Prueba, Demostracion, Transposicion didactica, Ensefianza,

Aprendizaje.

Résumé

Cet article étudie le long chemin parcouru entre I'absence de la démonstration en tant que telle
dans le passé et sa présence contemporaine en tant que contenu a enseigner dans toutes les
classes. Cependant, la démonstration a dii passer par un processus de transposition didactique
afin de satisfaire a une série de contraintes différentes, de nature épistémique, didactique,
logique ou mathématique. L'auteur suit donc dans son étude un ordre chronologique pour
dégager les principales caractéristiques de ce processus, dans le but de mieux comprendre le
probleme didactique auquel notre recherche actuelle est confrontée. Balacheff montre que la
preuve est a la fois un fondement et un organisateur du savoir. Au cours de l'apprentissage,
elle contribue a renforcer 1'évolution des connaissances et fournit des outils pour leur
organisation. Dans I'enseignement, elle légitime de nouvelles connaissances et constitue un
systéme : connaissances et preuve, interconnectées, fournissent la base d'une structure qui
peut servir de précurseur a la base théorique nécessaire aux mathématiques. La fonction
d'institutionnalisation des situations de preuve place la validation explicite sous l'arbitrage de

l'enseignant, qui est, en derniére analyse, le garant de leur caractére mathématique. Cette
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dimension sociale, dans le sens ou le fonctionnement scientifique dépend d'une organisation

construite et acceptée, est au cceur de la difficulté d'enseigner la preuve en mathématiques.

Mots-clés : Preuve, Démonstration, Transposition didactique, Enseignement,

Apprentissage.
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Notas para um estudo da transposiciao didatica da demonstracio matematica

Hoje em dia, ¢ comum considerar que a demonstracdo deve fazer parte da
aprendizagem da matematica, do jardim de infancia a universidade. Como ¢ facil observar, ao
analisar a historia dos curriculos matematicos, isso nem sempre foi verdade, seja porque,
seguindo uma antiga tradicdo pedagdgica de aprendizagem mecanica, a demonstracdo foi
reduzida ao formalismo de um texto e privada de seu significado, ou porque, apesar de sua
presenca reconhecida em qualquer area da matematica, a demonstragdo nao recebeu o status
de algo a ser aprendido pelo que €. No longo caminho entre sua auséncia como tal no passado
e sua presenca contemporanea como um conteudo a ser ensinado em todas as séries, a
demonstragdo teve que passar por um processo de transposi¢ao didatica para satisfazer uma
série de restricdes diferentes, de natureza epistémica, didatica, logica ou matematica. Seguirei
uma ordem cronoldgica para delinear as principais caracteristicas desse processo, com o

objetivo de compreender melhor o problema didatico que nossa pesquisa atual enfrenta.

Uma nota sobre a transposicao didatica
O conceito

Assim como qualquer outro conteudo, o ensino e a aprendizagem da matematica
exigem, na medida do possivel, sua especificagdo completa e precisa como um conhecimento
a ser ensinado, seja de natureza conceitual, metodoldgica ou técnica (por exemplo, nlimeros
inteiros, multiplicacdo de dois bindmios — FOIL, fatoracdo, integracdo de uma fungdo). Ele
deve primeiro ser identificado, depois proferido e, finalmente, escolhido. Essa ¢ a
responsabilidade social de diversas organizagdes, incluindo aqueles que o utilizam, bem como
os tomadores de decisdao. Um processo complexo se encarrega de sua formalizagdo como um
conteudo a ser ensinado, cujos resultados sdo curriculos, livros didaticos e outros textos
publicados e disseminados pelas organizagdes responsaveis. E reconhecido desde a origem da
educacdo moderna que o conhecimento em uso e o conhecimento a ser ensinado
compartilham semelhangas, mas apresentam diferengas significativas. Esses fenomenos sdao
conceituados e modelados pelo conceito de transposicao didatica cunhado por Yves
Chevallard (1985). Refere-se “as transformacdes pelas quais um objeto ou conjunto de
conhecimentos passa desde o momento em que ¢ produzido, colocado em uso, selecionado e
projetado para ser ensinado, até que seja efetivamente ensinado em uma determinada

instituicao educacional” (Chevallard & Bosch, 2014, p. 170).
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Intimeras organizagdes contribuem para a decisdo de transformar um conhecimento
em um conteudo a ser ensinado e participam da constru¢cdo de sua transposi¢cao: matematicos
profissionais, diversos usuarios, de engenheiros a comerciantes, associagoes de professores,
orgaos nos diferentes niveis da instituicdo educacional e tomadores de decisdes educacionais.
As forcas que interagem sdo de natureza profissional, politica e social. Yves Chevallard
aborda os fendmenos relacionados por meio do “estudo das condigdes que possibilitam e das
restrigdes que impedem a producao, o desenvolvimento e a difusao do conhecimento e, de
forma mais geral, de qualquer tipo de atividade humana em instituigdes sociais” (ibid., p.
173). A transposicdo didatica ¢ um empreendimento humano e social cujo estudo agora faz
parte da Teoria Antropoldgica da Didatica (Chevallard, 1998; Chevallard et al., 2015). Nesta
estrutura teorica, levar em consideracdo “fendmenos transpositivos significa sair da sala de
aula e receber nogdes e elementos para descrever os conjuntos de conhecimento e praticas
envolvidos nas diferentes instituigdes em diferentes momentos do tempo” (Chevallard &

Bosch, 2014, p. 172).

Sobre o método

O processo de transposi¢ao didatica ¢ multiestagio, envolvendo diversas formas de um
conhecimento, cujas relagdes sdo moldadas pelas interagdes entre seus diferentes
colaboradores. Quatro formas desempenham um papel fundamental: o conhecimento
académico, o conhecimento a ser ensinado, o conhecimento ensinado ¢ o conhecimento
aprendido (Chevallard & Bosch, 2014, p. 170). Como o objetivo destas notas ¢ delinear

a dindmica da transposi¢do didatica da demonstracdo matematica a partir de uma
perspectiva historica, alinharei minha busca as duas primeiras formas, o conhecimento
académico e o conhecimento a ser ensinado. Isso estabelecera um limite para esta exploragao,
visto que a distincia entre o conhecimento a ser ensinado € o conhecimento ensinado pode ser
importante, como sabemos que € o caso entre o conhecimento ensinado € o conhecimento
aprendido. Além disso, existem poucos dados historicos sobre o que acontece em sala de aula,
seja da perspectiva do ensino ou da aprendizagem. Mas esse limite ndo ¢ muito severo, dado o
meu proposito. Espero que a abordagem escolhida para estas notas informe com suficiente
precisdo sobre a natureza e a complexidade dos fenomenos subjacentes ao processo de
transposi¢ao.

Estas notas baseiam-se em pesquisas publicadas sobre a historia da educacdo
matematica, especialmente a historia do ensino de geometria, leituras de tratados e livros

didaticos originais, comentarios institucionais e curriculos. O estudo desses recursos se depara
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com a fragilidade do conhecimento que, paradoxalmente, apesar de uma “forma constante”,
ndo mantém um significado constante (Kang & Kilpatrick, 1992, p.3). Essa observacao
classica para a linguistica e as ciéncias da comunicagao tem consequéncias profundas para a
analise epistemologica dos processos dedicados a comunicacdo e disseminacao do
conhecimento, uma vez que pressupdem alunos, professores e salas de aula hipotéticos, cuja
percepc¢ao e modelos sdo raramente documentados (ibid. p. 5).

Portanto, os leitores devem ter em mente que a analise € os comentarios
compartilhados nestas notas tém uma postura conjectural, embora, paradoxalmente,
pretendam uma contribuicdo suficientemente robusta para a pesquisa sobre a prova como
conteudo a ser ensinado. Essa robustez advém da qualidade dos dados e dos recursos e de sua
significancia em relagdo aos fendmenos identificados.

Adverténcia: utilizo as aspas francesas « ... » ao inserir uma citagdo traduzida por

mim do francés, e aspas classicas “...” quando a citagdo ¢ originalmente em inglés.

Geometria, o fundamento tedrico da demonstracao
Os elementos de Euclides

A demonstracdo matematica surgiu muito tardiamente como um conteudo explicito a
ser ensinado, considerando sua formalizacdo inicial pelos gregos, no século III a.C. Hoje, ela
surge com uma visdo de escrita matematica com absoluto rigor, raciocinio dedutivo baseado
em fundamentos, definigdes e postulados explicitos. De fato, trata-se de uma idealizacao do
que sustenta os elementos euclidianos da geometria, que moldaram a construgdo do conceito
de demonstracdo e estimularam o desenvolvimento da matematica como disciplina. Essa
referéncia perene contribuiu para a constituicdo de padrdes de comunicacdo entre
matematicos. Mesmo que tenha sido contestada e transformada ao longo da histéria da
matematica, constitui um marco de sua epistemologia.

Os Elementos de Euclides sao considerados um dos tesouros do legado grego antigo,
embora tenham sido deixados de lado por muito tempo, até o século XII. Provavelmente,
alguma geometria era ensinada por seus insumos praticos, mas ndo hd muitas evidéncias sobre
esse periodo em que a educacdo ndo era organizada de forma sistematica; o quadrivium ndo
tinha professores nem alunos, e outros dominios além da matemadtica tinham prioridade
(gramadtica, retorica) (Hoyrup, 2014, sec. 2 e 3). O primeiro marco importante da perspectiva
da educag¢do matematica, seguindo Jens Hoyrup, ¢, em algum momento da primeira metade
do século XII, a tradu¢do dos Elementos de Euclides do arabe, "presumivelmente" por

Adelardo de Bath (fl. 1116-1142).
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Ainda ¢ muito comum afirmar que a jornada de Euclides a.C. a Euclides d.C. no
Ocidente apenas representou um desvio através de paises arabes. Ao contrario, a tradugdo
arabe dos Elementos, no século VIII, foi objeto de discussdo entre matematicos da época
sobre o texto e a utilidade de seu estudo. Em particular, Sonja Brentjes (2014) menciona Al-
Sizj1 discordando "veementemente" daqueles que minimizavam o estudo de Euclides e
insistindo na "necessidade de estudar e trabalhar duro para se tornar um bom gedmetra" (ibid.,

p- 92). Al-Sizj1 apresenta razdes para o estudo dos Elementos, entre os quais:

[seguir] os métodos deles (estes teoremas e preliminares) de forma profunda e bem-
sucedida, de modo que vocé ndo se baseie apenas nos teoremas, preliminares,
construgdes e arranjos que mencionamos. Mas vocé deve combinar com isso (sua
propria) inteligéncia, conjecturas e truques. O fator crucial nesta arte ¢ a aplicagdo de
truques, € ndo apenas (sua propria) inteligéncia, mas também o pensamento dos
experientes (matematicos), dos habilidosos, daqueles que usam truques” (Brentjes,
2014, p. 92).

Nagquela época, a posi¢do islamica do século X era que “o iniciante deve aprender os
primeiros teoremas dos Elementos de Euclides” (ibid.).® Versdes posteriores dos Elementos
de Euclides, derivadas da primeira tradugao de Adelardo, possivelmente devido aos seus
alunos (Heyrup, 2014, p. 114), eram marcadas por “preocupagdes didaticas”: “neste ponto,
fica claro que o assunto apresentado na obra havia se tornado o objetivo principal, enquanto o
que era mais Util para a astronomia (e, ainda mais, para a astrologia) havia recuado para
segundo plano” (ibid.).

Em certa medida, por ndo ser obrigatorio, os Elementos tém sido ensinados desde
entdo, mas era um desafio, dado o escasso material educacional e o estilo das aulas. Este era o
periodo pré-Gutenberg (ibid. 119). A impressdo dos Elementos em 1482, em Veneza, mudou
radicalmente o acesso ao texto. Controvérsias sobre os Elementos e suas traducdes
desenvolveram-se até o texto latino de Commandin (1572), que parece ter alcancado algum
tipo de consenso (Loget, 2004).

O interesse pela Geometria’ cresceu durante o século XVI, juntamente com as leituras

criticas dos Elementos de Euclides por sua logica, principios e ordem de proposicdes (E.

¢ Embora dificil devido aos problemas metodoldgicos de trabalhar com um grande corpus histérico e evitar viés
cultural na andlise (Brentjes, 2019), o estudo da educacdo matematica islamica neste periodo ¢ definitivamente
necessario.

7 Escreverei Geometria com letra maitscula para me referir 4 geometria pura, um corpo de conhecimento
tedrico, em oposi¢do a geometria pratica, um corpo de conhecimento destinado a ser usado para resolver
problemas técnicos, profissionais ou cotidianos. Esta tltima ndo ¢ bem definida, mas pode-se entender que esse
tipo de conhecimento reivindica alguma utilidade direta. A fronteira entre teorica e pratica ndo esta na forma do
texto, por exemplo. A geometria descritiva tem uma razao de ser utilitaria e se baseia em uma construgao tedrica.
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Barbin & Menghini, 2014, p. 474). A perspectiva era teorica, questionando o texto, dai o

padrdo euclidiano de demonstracao.

As criticas a Euclides

Abramos esta secdo com uma citacdo do prefacio dos Elementos de Euclides, de R. P.
Dechalles de la Compagnie de Jésus (1660), traduzido pela primeira vez para o francés por

Ozanam, membro da Real Academia de Ciéncias, em 1677:

Tendo notado ha muito tempo que a maioria dos que aprenderam os elementos de
Euclides, muitas vezes se sentem enojadas com eles, por ndo saberem qual ¢ a
utilidade de proposicdes tdo aparentemente insignificantes, mas tdo Uteis; pensei que
seria muito apropriado, ndo apenas torna-las o mais faceis possivel, mas também
adicionar alguns pequenos usos, apos cada proposicdo, que demonstrassem sua
utilidade. Foi isso que me obrigou a modificar algumas demonstragdes, que julguei
muito incomodas e fora do alcance comum de iniciantes, e substitui-las por algumas
mais inteligiveis. (Dechalles, 1660, secdo Prefacio - tradu¢do minha)

Este prefacio aos Elementos expde as principais questdes que seriam disputadas nos
séculos seguintes: o conflito entre as visdes tedrica e pratica da geometria® e a necessidade e
complexidade das demonstragdes, com Euclides se destacando como a referéncia fundamental
para o aprendizado da matematica.

O carater teorico da Geometria, que prioriza a organizacdo logica do texto, foi
denunciado por Descartes. Em seu ensaio sobre as Regras para a dire¢dao do espirito (c.
1628)°, ele critica os matematicos antigos (na verdade, os Elementos) pela prioridade dada ao
convencimento em detrimento da compreensao e, portanto, sua incapacidade de permitir que a
razdo e o significado das demonstracdes, portanto, dos teoremas, sejam apreendidos; isto €, a
compreensdo da propria Geometria. Essa critica aponta para uma tensdao entre convencer €
explicar que sabemos agora ser inerente ao discurso argumentativo. Descartes conceituou essa

tensdo distinguindo andlise e sintese: a primeira “¢ o melhor e mais verdadeiro método de

ensino”, enquanto a segunda “é¢ muito adequada para ser aplicada a geometria™!. De fato, ele

Ambas foram ensinadas, e ainda sdo ensinadas, mas com objetivos educacionais radicalmente diferentes e com
abordagens pedagogicas diferentes. A geometria foi o terreno natural dos debates sobre o ensino de provas
matematicas. Essa distin¢do pode ser discutivel a luz de casos especificos, e eu agradeco aos primeiros leitores
desta nota por seus comentarios, mas ela ¢ til para orientar a analise.

8 Essa tensdo ainda ndo foi resolvida. As duas questdes conflitantes "como atender a elite" versus "como atender
ao grupo mais amplo de estudantes para os quais a matematica deve ser fundamentada na resolugdo de
problemas do mundo real e em aplicagdes da vida cotidiana", conforme expressas por Gert Schubring (2015) em
uma analise critica do movimento "Matematica para Todos", ainda ndo receberam respostas adequadas.

® Leia no original: Regras para a Diregdo da Mente (ca. 1628/1953, pp. 37-118)

10 Leitura original: Meditagdes, Objegdes e Respostas (1641/1953, p. 387 sqq.). TradugBes para o inglés das
citagdes de (Cunning, 2015)
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coloca o problema do ensino da geometria de uma forma que ainda ¢ relevante: como
administrar o equilibrio entre convencer e explicar. Essas criticas aos Elementos de Euclides
tiveram uma tradu¢do na obra Géométrie de Arnaud (1667), que propds uma nova
organizacao seguindo os principios da analise. Sylvestre-Francois Lacroix, mais de um século
depois, escreveu sobre a Geometria de Arnaud: “Esta obra ¢, creio eu, a primeira em que a
ordem das propostas da Geometria concorda com a das abstra¢des, considerando primeiro as
propriedades das linhas, depois a das superficies e, por fim, a dos corpos.” (Lacroix, 1799, p.
XiX).

Na primeira metade do século XVIII, Etienne Bonnot de Condillac, em Ensaio sobre
as origens do conhecimento humano (1746), reconhece o modelo de rigor da Geometria, mas
critica sua falta de, digamos, simplicidade. Seu postulado fundamental afirma a superioridade
da metafisica para a formagdo de "uma mente luminosa, precisa e extensa, € que,
consequentemente, deve preparar para o estudo de todas as outras ciéncias" (ibid., p. 13).
Embora tome a geometria como modelo para a construgdo de seu ensaio, ele a critica por ndo
encontrar "uma ordem suficientemente simples e fécil para chegar ao 6bvio" (ibid.). Seu
ensaio inclui consideragdes sobre a comunicacdo do conhecimento, que tiveram uma
influéncia duradoura: "Finalmente, apds ter desenvolvido o progresso das operacdes da alma e
da linguagem, procuro indicar os meios pelos quais se pode evitar o erro e mostrar a ordem
que se deve seguir, seja para fazer descobertas, seja para instruir outros sobre as descobertas
que se fez." (ibid. p. 16).

No mesmo periodo, o matematico Alexis Claude Clairaut publicou seus Elementos de
Geometria (Elements de Géométrie) (1741) com um prefacio que assume uma posicao
didatica clara, enraizada em uma observacdo pedagogica:

“[ ...] € comum que iniciantes se cansem ¢ desanimem antes de terem uma ideia clara
do que queriamos lhes ensinar.” (ibid. p. ij). Clairaut buscou uma abordagem « [...] reunindo
as duas vantagens de interessar e esclarecer os iniciantes». (ibid. p. iij). Ao examinar a
histéria da Geometria, ele escolheu os problemas de "medicdo de terrenos" (fr.: arpentage)
para dar significado e evitar provas do dbvio, pois os interessados em geometria "gostavam de
exercitar um pouco a mente"; e, ao contrario, ficavam desanimados quando eram
sobrecarregados com demonstracdes que eram quase intteis"!'! (ibid. p. x). No entanto, ele
também ndo ¢ um livro didatico. Os Elementos de Clairaut devem ser lidos como um

manifesto que traz uma contribui¢do as discussdes em andamento sobre os Elementos de

1 Os interessados em geometria "gostavam de exercitar um pouco a mente; e, pelo contrario, desanimavam
quando eram sobrecarregados com demonstra¢des, por assim dizer, inuteis".
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Euclides (Glaeser, 1983). No final do século XVIII, os Elementos de Euclides sao a referéncia
que as criticas alimentam na busca por um texto de Geometria, tanto para seu estabelecimento
tedrico quanto para sua comunicacao. Esta busca concentrou-se na organizagdo do texto e na

necessidade de prova para algumas proposi¢oes, mantendo-se o padrdo euclidiano estavel.

O século XIX, uma disputa epistemoldgica

A organizagdo francesa do ensino superior no final do século XVIII ampliou a
distancia entre a abordagem tedrica e a utilitaria da geometria. Desenvolveram-se dois cursos
de estudo distintos, correspondendo a dois sistemas distintos. Por um lado, um ensino de
geometria voltado para aplicagdes, essencialmente em escolas de engenharia e militares; por
outro, um ensino de geometria centrado na geometria em si, ensinado nas escolas normais'? e
faculdades. Nesse contexto, as criticas a Euclides levaram nao apenas a escrita de novos
Elementos, mas também a escrita de tratados com o objetivo de satisfazer necessidades

praticas. Um exemplo significativo é a contribui¢io do matemdtico Gaspard Monge!® para o

projeto de uma Instruc¢do Publica:

H4 uma ordem de conhecimento de necessidade indispensavel para pedreiros,
pedreiros, carpinteiros, marceneiros, marceneiros, serralheiros, empreiteiros de todos
os tipos, pintores, engenheiros de pontes e estradas, oficiais de engenharia [...]. A
ordem de conhecimento em questdo aqui se baseia em uma geometria particular das
trés dimensodes, que ndo existe em um tratado bem elaborado; em uma geometria
puramente descritiva, mas rigorosa, € cujo propdsito € representar, por meio de
desenhos que tém apenas duas dimensdes, os objetos que tém trés. (Monge 1793
citado por Eveline Barbin (2021, p. 104)).

Essa "geometria particular" ¢ a Geometria Descritiva, que ndo ¢ uma geometria nova,
mas um instrumento geométrico confidvel, robusto e eficiente, projetado com a Geometria
para manipular representacdes graficas de objetos geométricos, modelando objetos do mundo
fisico. O rigor € evocado e exigido, mas a demonstra¢do ndo ¢ a preocupacdo central. Essa
orientacdo ¢ muito forte e pode ser vista como uma semente do que hoje ¢ conhecido como
Matematica Aplicada. Desenvolveu-se na Franca com o sistema de Grandes Ecoles para o
ensino superior. Tinha vinculos mais fracos com o ensino geral e o sistema de ensino

secundario do que as Universidades, que eram mais orientadas teoricamente. Continuarei esta

12 “Escola normal” é o equivalente & “Faculdade de educagido” ou “Escola de formagdo de professores” dos
sistemas educacionais contemporaneos.

13 Gaspard Monge ¢ o renomado criador da Geometria Descritiva. Este curso, ministrado na Ecole Normale e na
Ecole Polytechni que, foi publicado em 1799, com base em notas sobre suas aulas de 1795 (seu assistente,
Sylvestre-Frangois Lacroix, havia publicado "Ensaios sobre Geometria em Planos e Superficies Curvas — ou
"Elementos de Geometria Descritiva") em 1795.
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exploragdo com foco neste ultimo, onde a demonstracdo mateméatica como objeto de ensino
surgiu no final do século XIX. O século XIX viu o desenvolvimento de sistemas educacionais
em escala nacional para o ensino primario e secundario, embora o acesso da populacao a este
ultimo fosse bastante limitado. Primeiro, o ensino secundario era caro; segundo, era
essencialmente voltado para o ensino universitario; terceiro, era reservado para meninos. Dois
livros didaticos desempenharam um papel distinto devido ao seu impacto na Franga e no
exterior: os Elementos de Geometria (1794), de Adrien Marie Legendre, e os Elementos de
Geometria para Uso da Escola Central das Quatro Nagodes (1799), escritos por Sylvestre-
Francois Lacroix (E. Barbin & Menghini, 2014, se¢des 4.1 e 4.2). Eles influenciaram a
formagao de professores e o ensino de geometria nas escolas secundarias, com multiplas
edi¢des ao longo do século. A escrita de cada um desses dois livros foi motivada por objetivos
diferentes.

Adrien Marie Legendre reconheceu ter escrito seus Elementos seguindo o "método" de
Euclides e Arquimedes. Ele escreveu em seu prefacio: "ao tentar igualar ou mesmo superar
meus modelos de precisdo, eu também queria poupar o leitor do maximo de trabalho possivel,
e me esforcei para dar as demonstragdes toda a clareza e brevidade que o assunto exige"
(Legendre, 1794, p. vj-viij). Ele néo hesitou em usar a Algebra quando relevante porque "seria
infantil usar sempre um método trabalhoso quando ele pode ser substituido por um muito
mais simples e seguro".'* (ibid.). Os Elementos de Legendre sio de natureza tedrica.

Isso ¢ ilustrado por sua recusa em usar o quinto dos postulados de Euclides, buscando,
portanto, sempre uma nova demonstracdo do teorema da soma dos angulos de um tridngulo.
Sylvestre-Frangois Lacroix herda de Condillac e de seu aprendizado como assistente de
Gaspard Monge. O longo prefacio de seu livio — um "discurso preliminar" — defende a
prioridade da andlise sobre a sintese, da compreensdo sobre o convencimento e argumenta o
valor educacional da Geometria "[que] ¢ talvez, de todas as partes da matematica, a que se
deve aprender primeiro; parece-me muito provavel que interesse as criangas, desde que seja

apresentado a elas principalmente em relacao as suas aplicagdes, seja no papel ou no campo. »

14 ¢[...] meu objetivo era produzir elementos muito rigorosos. Segui de perto o método dos elementos de
Euclides e o do livro de Arquimedes, Sphaera e Cylindro: mas, ao tentar igualar ou mesmo superar meus
modelos de precisdo, também quis poupar o leitor o maximo de trabalho possivel e me esforcei para dar as
demonstragdes toda a clareza e brevidade que o assunto exige. Presumo que o leitor esteja familiarizado com a
teoria das proporg¢des, que pode ser encontrada explicada em tratados comuns de aritmética ou algebra; presumo
até que ele conheca as primeiras regras da algebra [...] para nos, que temos esse instrumento mais do que eles,
estariamos errados em ndo o usar se isso pudesse resultar em maior eficiéncia. [...] e seria infantil usar sempre
um método trabalhoso quando se pode substitui-lo por um muito mais simples e igualmente confiavel.”
(Legendre, 1794, p. vj-viij)
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(1799/1804 p.xxix)!* No entanto, embora sua estrutura seja diferente, o corpo do livro é
escrito de acordo com o estilo euclidiano tradicional.

Ambos os livros fixam os termos geométricos no inicio do texto, seguindo a tradigao
euclidiana. Em seguida, adicionam vocabulario de segunda ordem, definindo os termos
axioma, teorema, corolario e problema. Em relacio a tradi¢io grega, isso é uma inovagio'®.

Os Elementos de Legendre (1794) incluem, nos termos de segunda ordem, uma
defini¢do de teorema e demonstracdo na mesma frase: “Teorema € uma verdade que se torna
evidente por meio de um raciocinio chamado demonstragdo.” (ibid. p. 4). O texto ¢
organizado como uma sequéncia de livros, eles proprios compostos por uma sequéncia de
Proposi¢des numeradas. Para cada Proposi¢do, um subtitulo indica seu tipo, Teorema ou
Problema, seguido pelo texto em itdlico do teorema ou do problema, imediatamente seguido
pelo texto de sua prova ou solucdo em carater inovador. Uma parte importante dos Elementos
de Legendre sdo as notas sobre algumas das demonstragoes.

Os Elementos de Lacroix (1798) definem os termos matematicos e¢ os termos de
segunda ordem. Nao define a palavra demonstragdo, mas indica que um teorema ¢ uma
afirmagao que deve ser demonstrada. A estrutura de um teorema ¢ explicitada, indicando que
ele tem duas partes, uma hipotese e uma concluso, e alertando o leitor de que seu papel nao
pode em geral ser trocado (ibid. p. Ixxxviij). Entdo, a apresentagdo do texto se desvia do
modelo euclidiano. Ele ¢ organizado em duas partes, elas proprias divididas em se¢des com
subse¢oOes intituladas seguindo seu tema. Em uma secdo, vem uma sequéncia de subsecdes
numeradas cujas subdivisdes sdo rotuladas, primeiro indicando a natureza da subsecdo
(teorema, problema) e depois a natureza do discurso relacionado (resp. demonstracao,
solu¢do). Embora os termos demonstragdo ou solucdo ndo sejam definidos, eles sdo
claramente distinguidos, chamando, portanto, explicitamente a atencdo do leitor para suas
diferentes fungdes. Outras subsecdes sdo corolario e observagdes (ou escolios); a primeira tem
a estrutura de uma observagdo sem subdivisdes especificas, embora contenha duas partes
diferentes: a declaracdo do corolario e sua justificacao.

Adrien Marie Legendre escreveu seus Elementos durante o Terror da Revolucgao

Francesa. Ele ndo lecionava na época e aproveitou essa tragica pausa para revisitar os

15 "A geometria é talvez, de todas as partes da matematica, a que se deve aprender primeiro; parece-me muito
provavel que interesse as criangas, desde que lhes seja apresentada principalmente em relag@o as suas aplicagdes,
seja no papel ou no campo." (1799/1804 p.xxix)

16 Seguindo Reviel Netz (1999, p. 98), os matematicos gregos ndo definiram termos de segunda ordem, sendo
que a metalinguagem extraiu seus termos da linguagem natural. Esta inovagéo ndo ¢ uma criagao
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Elementos de Euclides. E o trabalho de um matematico, com uma agenda matematica'’. No
entanto, sua escrita foi motivada por uma preocupagdo com a simplicidade (Barbin, 2007),
tendo em mente um publico instruido'®. Um aspecto importante do livro sdo as Notas que
discutem e analisam certas demonstracdes!® ou dificuldades conceituais?®. Como livro
didatico, ¢ notavel que os Elementos se concentrem tanto na Geometria quanto nas
demonstragdes, que em si mesmas precisam ser compreendidas e aprendidas.

O estilo e a organizagdo do texto dos Elementos de Lacroix compartilham as mesmas
caracteristicas que colocam a questdo da demonstragdo em primeiro plano. O conteudo ¢
organizado em relacdo a necessidade de demonstragcdes rigorosas sem complexidade
desnecessaria. Estes Elementos de Lacroix sdo um livro didatico escrito por um matematico
para um nivel avangado de educagdo na época. Apreciado no ensino de Geometria, inclui um
prefacio extraordinariamente longo dedicado ao método em matemadtica, enfatizando e
discutindo a légica e o rigor do discurso matematico. Ele torna a Geometria, tanto quanto a

prova, o objeto de aprendizagem, como testemunha este trecho do Discurso Preliminar:

Eu acrescentaria que ndo se deve deixar de apresentar, nas demonstracdes geométricas,
um exemplo das varias formas de raciocinio, para mostrar como as regras de Descartes
e Pascal sdo observadas, e como a certeza da Geometria resulta da determinagdo
precisa dos objetos que ela considera, e, portanto, cada um que sé pode ser concebido
sob um nimero muito limitado de faces, presta-se a enumeracdes completas, que nao
deixam duvidas quanto ao resultado do raciocinio. Elementos de Geometria tratados
dessa maneira se tornariam, de alguma forma, excelentes elementos de logica, e talvez
fossem os tnicos que deveriam ser estudados. (Lacroix, 1799, p. xxviij).

As criticas aos Elementos de Euclides, do ponto de vista matematico e do ponto de
vista de sua utilidade (ou seja, Geometria versus Geometria Pratica), acompanharam sua
dissemina¢do desde o inicio. O que muda no final do século XVIII ¢ o contexto social e
politico do ensino da matematica. Até entdo, a Geometria era ensinada a uma classe
privilegiada de pessoas, em sua maioria adultos. Isso mudou na Franca, apos a Revolucdo de

1789. O ensino da matematica tornou-se parte de uma politica educacional nacional. Foi o que

170 relatorio ao Conselho dos Cinquentenarios sobre os livros elementares submetidos ao concurso aberto pela
lei de 9 de Pluvidse, Ano II (Lakanal, 1795), cita as obras cujos manuscritos foram apresentados e retidos,
apresentando as principais razdes para as escolhas. Para a matematica, observa-se que obras "pouco rigorosas e
pouco adequadas para acostumar a mente das criancas ao raciocinio exato" foram excluidas. A lista de obras
escolhidas ¢ seguida por uma nota recomendando Legendre, que, entre os livros impressos, "deve ser colocado
em primeiro lugar" porque "sua reputacdo ndo ¢ contestada, nem mesmo pela inveja". Esta ¢ a Uinica razdo; na
minha opinido, Legendre propds seus Elementos sem considerar o proprio proposito do concurso.

8 Ver em (Legendre, 1794, prefacio)

19 A famosa nota sobre a prova da invaridncia da soma dos dngulos de um tridngulo (por exemplo, Nota 2)

20 Veja, por exemplo, a nota XII que parte de uma discussdo sobre a defini¢do de igualdade ou similaridade entre
poliedros.
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aconteceu também na maioria dos paises europeus (E. Barbin & Menghini, 2014, p. 475;
Schubring, 2015, p. 242-244).

A necessidade de cidadaos e trabalhadores mais bem educados levou as nagodes a
organizarem sistemas educacionais publicos, a desenvolver o ensino primario e secundario ¢ a
estabelecer instituicdes para formar professores; as "escolas normais", como eram chamadas
em homenagem aos seus precursores alemaes do século XVIII. Na Franca, a primeira,
conhecida como Ecole Normale de ano III, foi criada em 1795, com duracio de quatro meses,
com a missao de ensinar a arte de ensinar a educadores cuja missdo era criar, posteriormente,

2l Dedicadas ao ensino primario, que tinha prioridade

Escolas Normais nos municipios.
politica, essas escolas formavam educadores para o ensino de geometria pratica. A
estrutura¢ao da educagdo além do ensino primario, durante o primeiro ter¢o do século XIX,
distinguiu diferentes tipos de ensino da matematica, dependendo das visdes politicas sobre o
futuro dos alunos. Como H¢léne Gispert (2014) comentou: “a cada classe social ‘sua’
matematica: formacdo da mente versus treinamento para a pratica” (ibid. se¢do 2.1). A
necessidade de legislar sobre os contetidos educacionais provocou a ruptura epistemoldgica e
educacional entre Geometria e Geometria Pratica. A natureza tedrica da primeira e a énfase no
papel da prova — como expressdo do raciocinio dedutivo — sdo, sem duvida, a fonte dessa
ruptura. Os recursos do sistema educacional, limitando a duragdo dos estudos e sujeitos as
prioridades da sociedade, exigiam uma escolha.

O desenvolvimento massivo da educagdo basica aumentou a necessidade de livros
didaticos elementares, dai a busca por uma transposi¢do didatica eficiente, considerando os
alunos e privilegiando a compreensdao em detrimento do convencimento (Barbin, 2021, p.

106-107). Mas a nocdo de elementaridade difere se considerarmos o ensino fundamental?

ou

o ensino médio. O primeiro visava a alfabetizacdo bésica e o conhecimento de valor pratico
. ~ . , . ;. . 23 . “ e~

para os cidaddos e uma industria em rapido crescimento~, o segundo visava a aquisi¢cdo dos

fundamentos por alunos destinados ao ensino superior. Devemos ter em mente que apenas um

pequeno niimero de alunos, principalmente meninos®*, ingressava no ensino médio e era

exposto ao ensino de Geometria. No entanto, esse ensino tinha pouco espago em comparacao

21 (“10. 30 de outubro de 1794 (9 Brumario Ano III). Decreto relativo a criagdo de escolas normais”, 1992)

22 A escola obrigatoria durava até os 12 anos naquela época (Gispert, 2002, p. 6).

23 A geometria ensinada nas escolas primdarias privilegiava uma abordagem e um saber-fazer concretos,
mobilizando o desenho e o trabalho manual (D’Enfert, 2003, p. 7).

24 Na Franga, durante quase todo o século XIX, "o liceu" era reservado a 3 a 4% de uma faixa etdria e apenas
para jovens, uma educacdo paga, de cultura, para a qual a matematica era desqualificada, relegada as classes
finais como elemento de especializacdo. (Gispert, 2002, p. 4). A maioria das meninas ficava de fora do ensino
secundario; quando obtiveram acesso, no final do século, foi com um curso especial "feminino" que poderia ser
qualificado como "educagdo de segunda classe" (ibid.).
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com o estudo de Latim e Humanidades (Gispert, 2002, p. 4). Concentro-me, no restante desta
subsecdo, no ensino médio.

A escrita de livros didaticos de Geometria foi impulsionada por argumentos de
simplicidade®®, com um foco que variou de autor para autor, abordando a ordenagdo dos
teoremas (l6gico versus natural), ou a natureza dos objetos geométricos (objetos simples e
elementares versus objetos compostos), ou a natureza das primeiras ideias (axiomas,
defini¢des) ou, eventualmente, principios e provas (E. Barbin, 2007, p. 226-236). Nesse
contexto, os Elementos de Legendre e os Elementos de Lacroix merecem atengao especial,
pois foram amplamente utilizados e disseminados até o final do século XIX. Os Elementos de
Lacroix, gracas a centralizacdo do sistema educacional, assumiram uma posi¢ado monopolista
na Franca, enquanto Legendre foi o mais disseminado internacionalmente, sendo visto em
alguns paises como um verdadeiro rival de Euclides (Schubring, 2007). Por exemplo,
Nathalie Sinclair aponta “uma invasdo da matematica francesa: o livro didatico de geometria
de Adrien-Marie Legendre — e os livros didaticos eram o curriculo definidor na época —
comecou a tomar o lugar de Euclides nas universidades americanas, e a influéncia da britanica
diminuiu” (Sinclair, 2006, p. 17).

Com argumentos muito diferentes desenvolvidos em seu prefacio, os livros didaticos
de Legendre e Lacroix evidenciam o surgimento da prova matematica — demonstracdo no
texto — como parte essencial da aprendizagem de Geometria no ensino médio. Este nivel de
ensino era frequentado principalmente por alunos que ambicionavam estudos longos e o
ingresso em universidades. A tensdo entre a natureza utilitaria e tedrica do curriculo neste
nivel ndo era muito alta; o ensino de geometria tinha uma coloracao teérica. Mais importante
era a tensdo entre prova que explica e prova que convence, para usar os termos das discussdes
contemporaneas (Hanna, 2000), ou, nas palavras da época, a tensdo entre andlise e sintese. Os
"Comentarios Preliminares" de Sylvestre-Francois Lacroix foram dedicados a esta questio.
Esta sera uma das questoes a serem abordadas no século XX com a democratizacdo do ensino
médio.

Patricio Herbst chama de Era do Texto?® o periodo em que: “O estudo da geometria

era feito por meio da leitura e reprodugdo de um texto; tal trabalho treinaria as faculdades de

%5 A palavra simplicidade traduz aqui o francés élémentation — que é da mesma familia da palavra élément —
introduzido por Evelyne Barbin (2021). Refere-se a "ordenagdo de uma ciéncia, aqui a geometria elementar, que
parece ser a mais apropriada para o seu ensino".

O termo "elementos" estd presente no titulo da obra matematica mais antiga que chegou até nos, a de Euclides,
datada do século III a.C. (ibid. p. 99).

26 Patricio Herbst cunhou essa expressdo para os EUA e, na minha opinido, ela pode ser estendida para a Europa.
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raciocinio dos alunos. Mas os textos ndo sugerem a existéncia de mecanismos oficiais para
verificar ou orientar a evolugdo do raciocinio dos alunos.” (P. G. Herbst, 2002b, p. 288 e
seguintes). Essa discrepancia entre intengdes e meios recebeu atengdo especial nos EUA na
ultima década do século XIX. Nos EUA, a educagdo nunca foi conduzida por uma unica
instituicdo estatal, mas por muitas agéncias locais com uma ampla gama de visdes
organizacionais, pedagogicas e epistemologicas. Isso criou problemas para todas as
disciplinas no recrutamento de alunos em nivel universitario, que a Associagdo Nacional de
Educagao abordou criando o Comité dos Dez em 1892. O papel do comité era ajudar distritos
escolares e escolas particulares a fazerem mudangas, fornecendo argumentos para apoiar
decisdes baseadas no que as universidades esperariam. Na matematica (P. G. Herbst, 2002b,
secdo 2), a diversidade de abordagens destacou a tensdo entre educar a mente e transmitir
conhecimento.

A Conferéncia de Matematica, convocada pelo Comité dos Dez em 1893, chegou a um
consenso de que a educagdo da mente dos alunos do ensino médio deveria ter prioridade e que
a Geometria deveria ter um papel no desenvolvimento das habilidades de raciocinio. “[Ela]
recomendou mudangas no curriculo de Geometria para acomodar a tensdo entre o treinamento
das faculdades mentais [isto €, justificacdo] e a transmissdo de conhecimento geométrico
culturalmente valorizado” (P. G. Herbst, 2002b, p. 295). Como ensinar os alunos a
construirem demonstragdes em matemadtica tornou-se uma questdo explicita. O trabalho
pioneiro de George Albert Wentworth forneceu uma resposta ao propor uma norma para o
layout em que “cada afirmagdo distinta na demonstracdo e cada dire¢do particular nas
construcdes da figura iniciam uma nova linha; e em nenhum caso € necessario virar a pagina
ao ler uma demonstracio” (Wentworth, 1877, p. iv). O prefacio da terceira edi¢io?’ inclui

uma secdo “Para o professor” com, entre outras recomendagdes:

Aconselha-se também que o professor realize provas escritas frequentes. Estas ndo
devem ser muito dificeis, e deve ser concedido tempo suficiente para a construcao
precisa das figuras, para a escolha da melhor linguagem e para a determinacdo da

melhor disposicao. (ibid. p.vi).

Este foi um precursor do formato de duas colunas que dominou o ensino de geometria

nos EUA no século XX.

27 A terceira edigdo (1881) deste livro didatico esta disponivel em
[https://hdl.handle.net/2027/hvd.32044097014377].
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No entanto, por enquanto, podemos notar que, no final do século XIX, a demonstragao
era um conteudo nomeado, mas implicito, a ser ensinado, enquanto o ensino de Geometria

permanecia a agenda explicita.

A primeira metade do século XX, a demonstracao e a formacao da mente cientifica

O rapido desenvolvimento da economia industrial e da engenharia de producdo no
inicio do século XX destacou a necessidade de aprimorar a alfabetizagdo matematica e as
habilidades da forca de trabalho em todos os niveis. Essa preocupacdo ¢ internacional
(Nabonnand, 2007). A virada do século XX também ¢ a época da organizagdo internacional
de matematicos, com o estabelecimento da "Comissdo Internacional para o Ensino da
Matematica" (IMUK), em 19082, e a criacdo da Unido Matemética Internacional (IMU), em
1920. A criacdo da IMUK demonstra a preocupacao internacional com o desenvolvimento do
ensino da matematica. Uma das primeiras decisdes dessa Comissdo foi "pesquisar e publicar
um relatorio geral sobre as tendéncias atuais na educacdo matematica nos varios paises" (H. F.
Fehr, 1908, p. 8). Exige que a pesquisa considere tanto a matematica aplicada quanto a pura, e
recomenda que ela se concentre nos principios que devem inspirar o professor, mas deixa de
lado os curriculos que sao de responsabilidade das nagdes.

A questdo do rigor recebeu atengdo especial. Um relatério sobre esta questio ¢
apresentado aos delegados do IMUK. O relator, Guido Castelnuovo, propos limitar a
discussdo ao ensino secundario superior e ao ensino de geometria. O tema ¢ até que ponto a
apresentacao sistematica da matematica pode ser considerada. Propde-se uma classificacao do
grau de rigor:

A) Método inteiramente 16gico — Todos os axiomas sdo enunciados; sua independéncia

I3 .

¢ discutida; o desenvolvimento posterior ¢ rigorosamente ldgico. Nao ha apelo a
intui¢do; nogdes primitivas (ponto etc.) estdo sujeitas apenas a condicdo de satisfazer
0s axiomas.

B) Fundamentos empiricos, desenvolvimento loégico — A partir da observacdo do
espago real, deduzimos as proposi¢des primitivas nas quais o desenvolvimento 16gico
a seguir se baseia. O desenvolvimento 16gico a seguir se baseia nessas proposicoes —
trés subgrupos podem ser distinguidos: BA todos os axiomas sdo enunciados, BB
alguns axiomas sao enunciados, BC apenas os axiomas que nao sdo absolutamente
auto evidentes sdo enunciados.

C) Consideragdes intuitivas alternam-se com o método dedutivo — A evidéncia ¢ usada
sempre que apropriado, sem que fique claro o que ¢ admitido e o que ¢ demonstrado.

28 Em 1954, o IMUK mudou seu nome para ICMI (Comissdo Internacional de Instrugio Matematica) com a
missdo de “[a] condugdo das atividades da IMU, relacionadas a educa¢do matematica e cientifica” (Furinghetti &
Giacardi, 2008).
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D) Método intuitivo-experimental — Os teoremas sdo apresentados como fatos que sdo
intuitivos ou podem ser demonstrados pela experiéncia, sem que a conexao logica
entre esses fatos seja aparente. (H. Fehr, 1911, p. 462)

Parece que nenhum pais escolheu A ou D. Guido Castelnuovo observou que as nagdes
romanas ¢ o Reino Unido preferem B, e que as nagdes germanicas estao mais proximas de C.
Seus comentarios sugeriram uma influéncia da cultura e possivelmente do contexto
econdmico (especialmente o "industrialismo").

As trocas sublinham a importancia de um rigor ndo excessivo, considerando a
inteligéncia média dos alunos: o rigor deve ser compativel com o ensino e, se a aprendizagem

da geometria favorece o desenvolvimento do raciocinio 16gico, ndo ¢ necessario chegar a

o~

instalacdo de uma axiomatica (ibid. pp. 465-466). A referéncia a psicologia dos jovens
frequente na justificacdo das escolhas feitas pelas nacdes. Propde-se discutir futuramente a
organiza¢cdo do ensino da geometria e estudar seus fundamentos psicologicos. A partir de
entdo, a educagdo matemdtica moderna tornou-se uma questdo nacional na maioria das
nagdes, algumas buscando curriculos que equilibrem o valor teérico e aplicado do ensino da
geometria (por exemplo, Gonzélez & Herbst, 2006). A classificagdo dos argumentos do curso
de Geometria de Gloriana Gonzalez e Patricio Herbst facilita a distingdo e a compreensao dos
diferentes fundamentos que configuram a transposi¢ao didatica da demonstragdo matematica

(ibid. p. 13):

1. um argumento formal que define o estudo da geometria como um caso de

aprendizagem do raciocinio 16gico por meio da pratica e aplicacao da deducao;

2. um argumento utilitario de que a geometria forneceria ferramentas para trabalhos
futuros ou estudos ndo matematicos;

3. um argumento matematico justifica o estudo da geometria como uma oportunidade de
vivenciar o trabalho de fazer matematica;

4. um argumento intuitivo alinha o curso de geometria com oportunidades de aprender
uma linguagem que permitiria aos alunos modelarem o mundo;

Esses argumentos ndo sdo mutuamente exclusivos; varios deles poderiam contribuir
para a transposicao didatica da geometria, mas com pesos diferentes. No que diz respeito a
demonstragdo matematica, o “argumento formal” e o “argumento matematico” sustentam a
razdo de ser de seu ensino. Os outros dois argumentos sdo menos decisivos porque seu ensino
ndo pode pretender fornecer um modelo de demonstracdo para todas as areas do
conhecimento, sejam elas cientificas ou praticas, como sugere o quarto argumento. Acontece
que a demonstragdo ¢ frequentemente vista como um obstaculo a aprendizagem da geometria
por sua falta de valor pratico. Ao contrario, os argumentos dos matematicos do inicio do

século sao de que a demonstracdo matematica ¢ constitutiva da geometria como um
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paradigma da matematica como ciéncia. Essa preocupa¢do com o ensino da matematica como
ciéncia ¢ bem ilustrada por um comentario de Giuseppe Veronese apds a reportagem de
Castelnuovo: “Se o industrialismo ou o utilitarismo geral fossem de fato uma influéncia
dominante na educagdo do ensino médio, os matematicos teriam que combaté-los. » (H. Fehr,
1911, pag. 465).

Na virada do século XX, ficou claro que a aprendizagem do raciocinio dedutivo era
um importante objetivo educacional. A matematica ganhou mais importancia do que as
humanidades, que até entdo eram a prioridade educacional. Ela deveria desempenhar um
papel privilegiado na formacao do espirito cientifico, como a chamavam as Instru¢des Gerais
francesas de 1946. A geometria foi o dominio eleito: "E importante fazer sentir desde cedo a
diferenca entre a certeza dada pelo método geométrico e a resultante do método experimental:
¢ sob essa condicdo que se desenvolvera a necessidade de demonstragdo" (Instrugdes
francesas de 2 de setembro de 1925). No entanto, atingir esse objetivo para as séries iniciais

provou ser um desafio:

Mas ¢ possivel garantir a compreensdo da matemadtica entre os alunos mais jovens,
especialmente nas sextas e quintas séries?" A questdo ainda estd em discussdo e as
instrugdes que se seguiram a reforma de 1902 chegaram a proibir explicagdes teoricas
sobre certos pontos e em certas classes. Era preciso contentar-se em ter as regras
aprendidas e aplicadas, para um mecanismo bem fixado. (Instrugdes Francesas, 1923).

Os tomadores de decisao buscavam solugdes introduzindo recomendagdes

pedagdgicas, como por exemplo as seguintes:

Como as hipoteses ou dados sdo registrados na propria figura, pelos meios mais
adequados para garantir sua visdo e alcance imediatos, o professor deduziria
lentamente, com a ajuda da turma, se possivel, as hipdteses ou dados; ele ou ela
resumiria os resultados adquiridos a cada momento e faria com que os alunos os
formulassem eles mesmos. Os alunos nao mais ficariam confusos com o conjunto de
termos acumulados em enunciados sintéticos, cuja formagao seria em parte trabalho
deles. Eles se deteriam mais nos mais importantes: os teoremas tomariam forma no
momento certo; seriam fixados na memoria pelos procedimentos usuais. (Instrugdes
Francesas de 2 de setembro de 1925).

As limitacdes de tal abordagem eram antecipadas: «a fé na correcdo da regra e a
confianca na autoridade do professor contribuem para retardar o despertar do senso critico»
(ibid.).

A busca pela maneira mais eficiente de ensinar provas matematicas foi constante ao
longo desta primeira parte do século XX. A ideia motriz era envolver os alunos na resolucao

de problemas e gerenciar uma transi¢cdo perfeita da manipulacao de objetos para o raciocinio
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com base em representacdes abstratas. Podemos dizer que tomadores de decisdo e
matematicos compreenderam a ruptura entre 0 pensamento pratico € o pensamento teorico,
mas buscaram uma maneira de contorna-la em vez de enfrentd-la. Aqui estd outra evidéncia

dessa abordagem:

Guiada pelo professor e realizando primeiramente operagdes concretas aplicadas a
objetos dados, a crianga adquirira a nogao abstrata de uma operagdo de natureza bem
definida, mas referente a um elemento indeterminado. Entdo, ela se tornara capaz de
imaginar que estd aplicando outra operagdo ao resultado da primeira sem té-la
realizado. Finalmente, projetando a continuagdo dos mecanismos das operacdes assim
definidas, ela serd capaz de prever certas propriedades dos resultados: ela terd
realizado sua primeira demonstracdo. (Decreto francés de 20 de julho de 1960).

Durante a primeira metade do século XX, o ensino de Geometria incluia exercicios e
problemas, oferecendo aos alunos a possibilidade de elaborar demonstra¢des para realizar
tarefas dedutivas simples de uma ou duas etapas, ou para tarefas mais complexas que exigem
que os alunos se envolvam na resolugdo de problemas; no entanto, esses problemas mais
complexos eram frequentemente divididos em partes, tornando-os mais faceis de resolver. Por
fim, embora a aprendizagem fosse apoiada por atividades mais significativas, a abordagem
basica consistia em observar, ler e replicar provas.

Patricio Herbst identifica os resultados do Comité dos 10 como um ponto de virada
entre abordagens pedagogicas, apos as quais os alunos tiveram a oportunidade de usar seu
raciocinio em corolarios de teoremas ou teoremas que ndo deveriam ser incluidos no texto
principal do curso, a saber, a Era dos Originais (P. G. Herbst, 2002b, secao 4), e abordagens
que propunham atividades voltadas para o aprendizado do que ¢ uma demonstragdo e para a
pratica da demonstracdo, a saber, a Era do Exercicio (ibid. secdo 6). Essa evolucdo foi
acompanhada pelo desenvolvimento de uma ferramenta didatica distinta, da qual o padrdo de
layout proposto por Wentworth foi um precursor: a demonstragdo de duas colunas. O padrao
deste layout ¢ composto por duas linhas formando um T. Acima da linha horizontal esta
escrita a afirmacao a ser demonstrada; abaixo dessa linha, separadas por uma linha vertical,
duas colunas exibem a prova escrita, com a direita a sequéncia de inferéncias e a esquerda a
garantia de cada uma delas. E comumente reconhecido que o layout diferenciado foi usado
pela primeira vez na segunda edi¢do do livro didatico de Geometria de Schultze e Sevenoak,

em 1913%°. O objetivo era ser uma ferramenta tanto para os alunos quanto para o professor:

% (para uma andlise em apoio a este livro, veja O’Reilly, 1902)

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.27, n.3, p. 309 — 354, 2025 329



[Este arranjo em duas colunas] parece enfatizar mais fortemente a necessidade de
justificar cada afirmacdo feita, e economiza tempo quando o professor esta
inspecionando e corrigindo trabalhos escritos. (Comentério de Shibli (1932) citado por
P. G. Herbst, 2002b, p. 297)

As demonstragdes em duas colunas trouxeram estabilidade ao curso de Geometria nos
EUA, mas, ao enfatizar excessivamente uma exibi¢do formal da estrutura légica das
demonstragodes, tenderam a ocultar seu papel na constru¢ao do conhecimento. (P. G. Herbst,
2002b, segao 7).

Durante a primeira metade do século XX, a demonstragcdo adquiriu o status explicito
de uma ferramenta matemadtica a ser ensinada e aprendida, mas cuja aprendizagem era
induzida pela aprendizagem da Geometria, que tinha um foco exclusivo nos curriculos.
Seguindo a formula de Patricio Herbst: “Conhecer geometria e ser capaz de provar os

teoremas da geometria eram indistinguiveis.” (P. G. Herbst, 2002b, p. 289)

A segunda metade do século XX, a prova libertada da Geometria

Em meados do século XX, a matematica estava presente em todos os dominios, das
ciéncias naturais as humanas e sociais. As competéncias matematicas impuseram-se por seu
papel fundamental no desenvolvimento da industria moderna e dos setores econdmicos
(D’Enfert & Gispert, 2011, p. 30; Gispert, 2002, p. 9). A matemdtica emergia como uma
linguagem universal para o acesso ao conhecimento. Novamente, os paises expressaram a
necessidade de pessoas com melhor formag¢do em matematica. No dmbito académico, a
crescente distancia entre a matematica escolar e a matematica como ciéncia e a influéncia
intelectual do grupo de matematicos franceses Bourbaki e de seus Elementos, sem mencionar
a crise do Sputnik nos EUA, levaram a uma ruptura definitiva com o texto de Geometria
herdado de Euclides. O seminério de Royaumont sobre matematica escolar, em dezembro de
1959,° deu a diregdo para o futuro. O texto euclidiano foi definitivamente considerado
obsoleto, tanto do ponto de vista matematico quanto pedagdgico, mas isso deixou a
comunidade da educacdo matematica com mais problemas do que solugdes. A exclamacao de
Dieudonné “a bas Euclide” atraiu a atencdo do publico em geral, mas ndo levou em conta as
discussdes sobre como deveria ser a evolucao desejada. Houve um amplo consenso sobre o

objetivo final do ensino de geometria, a saber, que apoOs os estagios iniciais da aprendizagem

30 A origem do Semindrio talvez possa ser remontada a reunido do CIEAEM de 1952, em La Rochette par
Melun, sobre “estruturas matematicas e mentais”, que reuniu Dieudonné, Choquet e Servais em didlogo com o
psicologo Jean Piaget e o filosofo Ferdinand Gonseth. Em varios paises, a reforma da matematica escolar ja
estava em andamento em 1959, com um grande nimero de reunides de especialistas regulares” (Bock &
Vanpaemel, 2015, p. 165-166).
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intuitiva, deveria ocorrer "a quebra da ponte com a realidade — isto é, o desenvolvimento de
uma teoria abstrata" (OCDE?! citado por (Bock & Vanpaemel, 2015, p. 159)). O relatério
oficial da OECD?? foi publicado em 1961, sob o titulo "Novo Pensamento em Matematica
Escolar" (popularizado como "Nova Matematica") e "Mathématiques nouvelles" para a versao
francesa (ibid. p. 163).

O movimento impulsionado por alguns matematicos buscou uma ruptura
epistemologica. Isso levou a dois principios norteadores para a concepgao de novos curriculos

(D’Enfert & Gispert, 2011, p. 35):

1. A matematica ¢ uma ciéncia dedutiva, ndo uma ciéncia experimental.
2. A matematica constitui uma teoria*> que deve reunir sob a mesma estrutura
conhecimentos que até entdo eram apresentados de forma dispersa.

A Geometria precisava evoluir. Essa evolugdo foi radical nos EUA, onde a Geometria
foi relegada a formagdo de professores e se tornou opcional nas escolas (Sinclair, 2006, p. 73-
74). Em outros lugares, ela foi profundamente transformada. Na Franga, manteve-se nos
curriculos do ensino médio, mas com uma nova faceta, na qual o estudo de objetos
geométricos deu lugar ao de estruturas, com muita atencdo para ndo confundir o mundo
concreto com seu modelo matematico, utilizando terminologias diferentes. As principais
influéncias que levaram a essas evolugdes tiveram origens diferentes nos diferentes paises.
Dirk De Bock e Geert Vanpaemel, analisando o semindrio da OEEC em Royaumond,
observaram que “Na Franga, a demanda por modernizag¢do vinha das universidades e visava a
introducao da moderna ‘matematica Bourbaki’ nas escolas secundarias; nos Estados Unidos, a
renovacdo do ensino de matematica era incentivada pela industria e pela politica, e visava a
modernizacdo dos métodos de ensino” (Bock & Vanpaemel, 2015, p. 167). Além disso, os
participantes deste seminario, que foi decisivo para a evolu¢ao de meados do século XX, nao
estavam todos alinhados com a posi¢do de Dieudonné, frequentemente citada como o slogan
da matematica moderna®*. Uma abordagem muito mais equilibrada para a reforma estava

sendo proposta (ibid. 152). O proprio Dieudonné delineou um curriculo “bastante concreto,

31 Organizacgdo para a Cooperagdo e Desenvolvimento Econdmico

32 Organizagio para a Coopera¢do Econémica Europeia

33 Em francés, até o nome da matematica muda, perdendo a marca do plural para se tornar "La Mathématique",
seguindo o modelo de "la physique", que ¢ uma palavra singular em francé€s (mas plural em inglés, "physics").
Isso ndo durou muito.

3 A segdo do relatério do semindrio tinha como subtitulo "Controvérsia Aguda Provocada". "Apds alguma
discussdo, ambos os grupos modificaram suas posigdes sobre o programa e chegaram a um acordo geral sobre
um conjunto de propostas que ndo removeram Euclides inteiramente do curriculo do ensino médio" (OEEC,
1961, p. 47) (citado por (Bock & Vanpaemel, 2015, p. 157)).
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partindo aproximadamente da matematica ‘experimental’, concentrando-se em técnicas e
trabalho pratico, at¢é um tratamento rigoroso e axiomatico do espaco bidimensional e
tridimensional” (ibid. 157). Isso encontrou uma traducao direta na documentacdo oficial
francesa dos curriculos: “O sucesso sera alcangado quando o aluno, tendo se dado conta da
diferenga entre uma verificagdo experimental, mesmo que repetida cem vezes, € uma
demonstragdo, ndo se contentar com a primeira e exigir a segunda.” (Decreto de 20 de julho
de 1960). No entanto, a transicdo da chamada verificagdo experimental para a prova
matematica (ou seja, demonstragdo) foi radical; classicamente, a ruptura ocorreu no 8° ano.
Como enfatiza Gert Schubring (2015), a Franga empreendeu uma reforma sem levar em
consideragdo as necessidades da orientacdo dos diferentes alunos para os estudos vocacionais
ou universitarios: “[para o 8° ¢ 0 9° ano], comum a todas as diversas dire¢des curriculares, a
Comissao havia planejado ensinar os mesmos contetidos e de acordo com o mesmo espirito e
metodologia — concebendo isso exclusivamente a partir da logica de um curriculo para
aqueles que continuariam os estudos universitarios.” (ibid. p. 250).

A axiomatica, que considero a verdadeira heranca de Euclides, ¢ de suma importancia
na reforma. A prova ¢ sua espinha dorsal, axiomas e defini¢cdes sdo sua base. A geometria ¢ o
terreno privilegiado para a aculturacdo a esta nova epistemologia: «nascida da experiéncia,
[ela] deve aparecer aos alunos como uma verdadeira teoria matematica» ao final do 8° ano
(Decreto Francés de 22 de julho de 1971). No entanto, isso ndo se aplica apenas a geometria,
mas a toda a matematica. A aprendizagem da matematica como disciplina deve treinar os
alunos no pensamento dedutivo, incentiva-los a serem rigorosos na logica, ensina-los a
construir uma cadeia de dedugdes, a desenvolver — de forma construtiva — seu espirito
critico®”,

A orientacdo tedrica da Nova Matematica foi criticada internacionalmente, tanto por
educadores matematicos quanto por formuladores de politicas, com — pelo menos — dois
argumentos: a ruptura entre a matematica e suas aplicagdes, incluindo seu uso por outras
disciplinas cientificas, e sua irrelevancia para uma grande populagdo de estudantes. Isso foi
bem expresso por este julgamento do pioneiro francé€s da matemadtica aplicada, Jean

Kuntzmann (1976, p. 157):

Poderiamos lamentar que ndo seja possivel conduzir os alunos a fase dedutiva. Na
realidade, nada se perde, pois, a filosofia desta fase: a autonomia da matematica
organizando-se em vista de seus proprios objetivos, € perfeitamente inutil para o

35 Trecho da circular francesa de 29 de abril de 1977.

332 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.27, n.3, p. 309 — 354, 2025



francés médio®® (mesmo do ano 2000). Afirmo muito claramente que, para o francés
médio, portanto, para o ensino do primeiro ciclo, a filosofia adequada ¢ a da fase
conceitual. Ou seja:

- Modelo de situagao dual, fundamental para os usos da matematica;

- Treinamento em raciocinio l6gico, mas sem ir tdo longe quanto a teoria dedutiva
organizada (encontraremos na vida cotidiana ocasides para raciocinar, mas poucas
teorias dedutivas constituidas).

Nos EUA, o movimento da Nova Matematica entrou em declinio no inicio da década
de 1970, sob a pressdo da preocupagao publica, refletida no slogan "De volta ao basico", da
queda no desempenho dos alunos e das criticas de alguns matematicos renomados (Sinclair,
2006, p. 108 sqq). De fato, teve fortes opositores desde o inicio (por exemplo, Goodstein,
1962). Além disso, o rdpido desenvolvimento de tecnologias baseadas em computadores e a
crescente evidéncia de que os computadores mudardo o papel e a demanda da matematica
exigiram o questionamento dos curriculos. O Comité Consultivo Nacional sobre Educacao
Matematica (NACOME) publicou em 1975 recomendagdes para uma evolug@o dos curriculos
escolares obrigatorios que ndo rejeitavam todas as contribui¢des da Nova Matematica, mas
redefiniam os "principios basicos" (Hill, 1976), colocando em primeiro plano as aplicagdes da
matematica, estatistica e probabilidade, o uso de calculadoras e computadores. Notavelmente,
a Geometria ndo fazia parte das habilidades matematicas basicas listadas pelo relatério da
NACOME, mas o trabalho de reformas que seguiu as recomendacdes a incluiu (Sinclair,
2006, p. 111). A demonstra¢do e o raciocinio l6gico foram minimizados em favor de uma
"concep¢ao mais ampla de geometria", dando espago a visualizacdo e a intui¢ao (ibid., p.
113); um movimento que ecoou o apelo dos principais oponentes para o abandono da
"principal inovagao" da Nova Matematica: a abordagem ldgica para o ensino da matematica
(Kline, 1976, p. 451-453). No final do século, os Principios e Padrdes para a Matematica
Escolar (PSSM) do NCTM sintetizaram ambas as posigdes:

A geometria tem sido considerada hd muito tempo como o lugar no ensino médio onde
os alunos aprendem a provar teoremas geométricos. O Padrao de Geometria adota uma
visdo mais ampla do poder da geometria, convidando os alunos a analisar
caracteristicas de formas geométricas e a elaborar argumentos matematicos sobre a
relacdo geométrica, bem como a usar visualizacdo, raciocinio espacial e modelagem
geométrica para resolver problemas. A geometria ¢ uma 4rea natural da matematica
para o desenvolvimento das habilidades de raciocinio e justificagdo dos alunos.
(NCTM, 2000, p. 3)

3¢ Apenas um tergo dos alunos ingressa no ensino secundario (D’Enfert & Gispert, 2011, p. 40).
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O movimento da Nova Matematica desapareceu em todos os paises no inicio da
década de 1980. Esse fim foi consequéncia das constantes criticas aos curriculos que, nas
palavras de José Manuel Matos®’, “tornam a matematica hermética” tanto para os alunos
quanto para seus pais € para a maioria das partes interessadas, e da falta de consenso entre
tomadores de decisdo, educadores matematicos e professores, bem como entre 0s proprios
matematicos. Acontece que a lacuna entre a reforma e a realidade das salas de aula era tal que
ndo foi surpreendente ver a Nova Matematica coabitar com o ensino classico anterior, ou
mesmo ser ignorada, em particular onde o sistema educacional deixou autonomia suficiente
para escolas e professores. Na Franca, onde os matemadticos tiveram uma responsabilidade
peculiar no lancamento do movimento, a tensdo entre os protagonistas levou a criagdo de uma
Unido dos Usudrios da Matemética que se opunha a reforma®®. As reformas subsequentes nio
retornaram aos curriculos antigos. A concep¢do de matemadtica, sua organizacdo escolar, o
conteudo de seus varios componentes ¢ o foco na atividade matematica em vez do texto
matematico evoluiram significativamente. O debate iniciado nos EUA no inicio da década de
1970 durou dez anos antes da divulgacdo de recomendagdes consensuais na forma de Uma
Agenda para Ag¢do, endossada pelo Conselho Nacional de Professores de Matemadtica em

1980.

Uma Agenda para A¢ao (NCTM 1980) recomendou que a resolucdo de problemas
deveria ser o foco da matematica escolar, que as habilidades bésicas deveriam ser
definidas de forma mais ampla do que simples calculos aritméticos e algébricos, que
calculadoras e computadores deveriam ser usados em todos os niveis de ensino e que
mais matematica deveria ser exigida dos alunos (Fey e Graeber 2003, p. 553 citado por
(Kilpatrick, 2014, p. 331))

Essa Agenda do NCTM levou a um questionamento do ensino da demonstracao que,
por meio de uma mudanga metacognitiva,® evoluiu na prética para o ensino da técnica de
demonstragdo em duas colunas. Isso acabou motivando a recomendagao nos Padrdes de 1989
para aumentar a atencdo aos “argumentos dedutivos expressos oralmente e em forma de frase
ou paragrafo” (p. 126) e diminuir a aten¢do as “demonstracdes em duas colunas” (p. 127).”
(Citado por P. Herbst, 1999).

A criagdo do Congresso Internacional de Educacdo Matematica em 1969 e do Grupo

Internacional de Psicologia da Educacdo Matematica em 1976 favoreceu a disseminacdo das

37 Em (Ausejo & Matos, 2014, p. 298)
38 A UPUM, criada em 1972, desapareceu desde entdo com a Nova Matemética.
3(Brousseau, 1997, p. 26 ff.)
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diversas posi¢oes e ideias, permitindo debates e intercAmbios internacionais entre educadores
e professores de matemdtica em nivel internacional. Assim, a orientagdo pos-Nova
Matematica dos curriculos foi bastante semelhante na maioria dos paises. Por exemplo, no Sul

da Asia:

As Reformas Matematicas duraram 12 anos, terminando no inicio da década de 1980,
quando se percebeu que ndo funcionavam e tiveram que ser interrompidas. Embora
muitos novos topicos introduzidos durante as Reformas Matematicas tenham
permanecido (por exemplo, diagramas de Venn e estatistica), a abordagem formal no
ensino de matematica foi substituida pela chamada abordagem de resolugdo de
problemas. Nos anos que se seguiram, a mudanca no contetdo foi minima. A principal
mudanga foi na abordagem de ensino utilizada em sala de aula. (Lee, 2014, p. 388 -
grifo meu)

Linhas semelhantes foram escritas em diversos outros contextos educacionais®.

Na Franga — o que constitui um caso interessante, dadas as restrigdes de uma
administracdo educacional forte e centralizada e a posicdo influente de matematicos
profissionais — a década de 1980, apos a era da Nova Matematica, preparou uma ruptura nas

politicas de educacao matematica do século XXI:

Além disso, contestada desde o inicio da década de 1970, inclusive por seus
apoiadores que acreditavam que a reforma nao correspondia as suas recomendacoes, a
reforma da “matematica moderna” foi abandonada no inicio da década de 1980 em
favor de um método de ensino que, vislumbrando a matematica na diversidade de suas
aplicacdes, enfatizava a resolucdo de problemas e privilegiava os componentes
“aplicados” da disciplina. Esses dois aspectos ocupam agora um lugar central no
ensino da matematica. Ao mesmo tempo, desde o inicio dos anos 2000, desenvolveu-
se a ambicdo de tornar a matematica uma disciplina que permita aos alunos se
lancarem em um verdadeiro programa de pesquisa, capaz de desenvolver suas
habilidades de raciocinio e argumentagdo, mas também de experimentacdo e
imaginagdo. (Gispert, 2014, p. 239)

Mas, no final do século XX, a Geometria havia perdido sua posi¢do especial e um
tanto isolada nos curriculos de matematica. Ela ndo ¢ mais a Geometria da tradigcao
educacional euclidiana, nem ¢ a Geometria da Nova Matematica. O estudo de figuras-objetos
geométricos faz parte de seu conteudo educacional, juntamente com transformagdes
geométricas, com diferencas, por vezes, importantes entre os curriculos nacionais, mas essa
orientagdo ¢ compartilhada.

A énfase estd em tornar a matematica significativa e na compreensao; a demonstracao

matematica perde terreno*! para o raciocinio dedutivo, que abre uma concepc¢io mais ampla

40 Para referéncias, veja por exemplo (Karp & Schubring, 2014, parte V)

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.27, n.3, p. 309 — 354, 2025 335



de validacdo na aprendizagem e no ensino de matematica. Observa-se mais uma revolucao

epistemolodgica do que uma nova revolucao educacional.
O século XXI, prova para todas as séries

Desde 1995, o “Trends in International Mathematics and Science Study” (TIMSS)
fornece um instrumento para obter uma visdo das visdes institucionais da educacdo
matematica*?. Seu objetivo é estudar o desempenho de alunos do 4° e 8° anos em matematica
e ciéncias em todos os paises participantes*’.

Desde 2003, a publicacao da estrutura de avaliagao apresenta uma visao sobre o ensino
e a aprendizagem que se concentra na inclusdo de objetivos considerados importantes em um
numero significativo de paises. Pode ser vista como uma concepgdo consensual da base
essencial do curriculo, embora existam muitas diferencas, algumas das quais substanciais.
Esses documentos fornecem uma base confidvel para ter uma ideia de como a prova ¢ a
comprovagdo sao percebidas no inicio do século XXI. O design das avaliagdes do TIMSS
distingue dois tipos de dominios: os dominios de contetido e os dominios cognitivos: “Os
dominios de contetido definem a matéria matematica especifica abordada pela avaliagdo, e os
dominios cognitivos definem os conjuntos de comportamentos esperados dos alunos a medida
que se envolvem com o conteudo matematico.” (TIMSS 2003 / O’Connor et al., 2003, p. 9).*

Questoes relacionadas a validagdo sdo abordadas no subdominio “raciocinio”, que ¢

apresentado da seguinte forma:

O raciocinio matematico envolve a capacidade de pensamento ldgico e sistematico.
Inclui raciocinio intuitivo e indutivo baseado em padrdes e regularidades que podem
ser usados para chegar a solu¢des para problemas ndo rotineiros. Problemas nao
rotineiros sao problemas muito provavelmente desconhecidos para os alunos. Eles
exigem cogni¢do além daquelas necessarias para a solu¢do de problemas rotineiros,
mesmo quando o conhecimento e as habilidades necessarias para sua solugdo foram
aprendidos. Problemas nao rotineiros podem ser puramente matematicos ou podem ter
contexto da vida real. Ambos os tipos de itens envolvem a transferéncia de
conhecimento e habilidades para novas situacdes, e as interagdes entre as habilidades
de raciocinio geralmente sdo uma caracteristica. A maioria dos outros comportamentos

41 Esta afirmacdo pode ter excegdes, como € o caso da Rissia, onde “os estudantes russos das décadas de 1980 e
1990, e at¢ mesmo os estudantes de hoje, dedicam muito mais tempo do que os seus colegas ocidentais a
transformacgdes e demonstragdes algébricas”. (Karp, 2014, p. 320)

42 Existem duas grandes campanhas internacionais de avaliagdo: o PISA e o TIMSS. O primeiro avalia o
desempenho escolar de jovens de 15 anos. O segundo avalia alunos do 4° e 8° anos. Acredito que este ultimo seja
mais relevante para as questdes que estou abordando aqui.

43 Eles eram 64 em 2019

4 Da mesma forma, as estruturas das avaliagdes TIMSS 1995 e TIMSS 1999 incluiam areas de contetido e
expectativas de desempenho.
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listados dentro do dominio do raciocinio sdo aqueles que podem ser utilizados ao
pensar e resolver tais problemas, mas cada um, por si sO, representa um resultado
valioso da educacdo matemadtica, com o potencial de influenciar o pensamento dos
alunos de forma mais geral. Por exemplo, o raciocinio envolve a capacidade de
observar e fazer conjecturas. Também envolve fazer dedugdes com base em
suposicoes e regras e justificar resultados. (ibid. p.26 — grifo meu)

Os “dominios cognitivos” incluem “Conhecer”, “Aplicar” e “Raciocinio”. Cada um
deles ¢ caracterizado por “uma lista de objetivos abrangidos pela maioria dos paises
participantes, no grau 4 ou 8” (ibid., p. 9). No caso do Raciocinio, os objetivos expressos em
termos comportamentais sao: Analisar, Generalizar, Sintetizar/Integrar, Justificar. Este ultimo
foi denominado Justificar/Provar em 2003, mas apenas justificar*> permaneceu para as
campanhas de avaliagdo seguintes.

Tabela 1

Expressdo do objetivo “Justificar” no documento de enquadramento da Avalia¢ao do TIMSS

de 2003 a 2019

2003 Justifica/provar “Fornecer evidéncias da validade de uma ag@o ou da veracidade de
uma afirmagao

por referéncia a resultados ou propriedades matematicas; desenvolver
argumentos matematicos para provar ou refutar afirmagdes, com base
em informagdes relevantes.”

(TIMSS 2003 p. 33)

2007 Justificar “Fornecer uma justificativa para a verdade ou falsidade de uma
afirmagdo por referéncia a resultados ou propriedades matematicas”
(TIMSS 2007 /Mullis et.al., 2007, p. 38)

2008 Justificar “Fornega uma justificativa para a verdade ou falsidade de uma
afirmagdo por referéncia a resultados ou propriedades matematicas.”
(TIMSS 2008 / Garden et al., 2008, p. 22)

2011 Justificar “Fornega uma justificativa com referéncia a resultados ou
propriedades matematicas conhecidas.” (TIMSS 2011 / Mullis et al.,
2009, p. 46)

2025 Justificar “Fornega argumentos matematicos para apoiar uma estratégia ou
solucdo.” (TIMSS 2015 / Mullis & Martin, 2014, p. 27)

2019 Justificar “Fornega argumentos matematicos para apoiar uma estratégia ou

solucdo.” (TIMSS 2019 / Mullis et al., 2017, p. 24)

A estrutura de avaliacdo do TIMSS de 2003 associa justificar e provar; no entanto,
"provar" ndo deve ser interpretado como fornecer uma prova matemadtica, mas sim como
fornecer argumentos matematicos. Essa interpretacdo € coerente com a necessidade de uma
formulag¢do adequada tanto para o 4° ano quanto para o 8° ano. "Provar matematicamente"

aparece explicitamente apenas no ultimo ano na maioria dos curriculos, quando o faz.

A expressdo «fazer dedugdes» no documento de 2003, tornou-se «fazer dedugdes logicas» no documento de
2007 e permaneceu estavel desde entdo.
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A referéncia a prova matematica foi abandonada, e a palavra-chave escolhida foi
"justificacdo", com requisitos especificos: '"referéncia a resultados ou propriedades
matematicas" (TIMSS 2007, TIMSS 2008), "referéncia a resultados ou propriedades
matematicas conhecidas" (TIMSS 2011). Em seguida, retorna a expressao-chave "argumento
matematico" (TIMSS 2015, TIMSS 2019) em uma breve e alusiva declaracdo em comparacao
com a formulacdo anterior.

Além disso, a secdo do documento TIMSS de 2003, intitulada “Comunicando
matematicamente”, desaparece nas edigdes seguintes. Ela afirmava que “a comunicagdo ¢
fundamental para cada uma das outras categorias de conhecimento de fatos e procedimentos,
uso de conceitos, resolucio de problemas rotineiros e raciocinio, € a comunicac¢ao dos alunos
em ¢ sobre matematica deve ser considerada avalidvel em cada uma dessas areas” (ibid., p.
34).

Esses documentos da estrutura de avaliagdo do TIMSS refletem, por um lado, uma
visdo institucional de um distanciamento do ensino de demonstracdo da Geometria e, por
outro, um objetivo de introduzir a aprendizagem de uma maneira adequada de abordar a
questdo da “verdade” na sala de aula de matemadtica. Essa evolugdo do TIMSS testemunha
uma tendéncia nos curriculos de muitos paises. Ela fortalece uma revolugdo epistemologica

escolar que a seguinte citagdo exemplifica claramente:

Uma caracteristica marcante da compreensdo matematica ¢ a capacidade de justificar,
de forma apropriada a maturidade matematica do aluno, por que uma determinada
afirmacdo matematica ¢ verdadeira ou de onde vem uma regra matematica. (NGA
Center & CCSSO, 2010, p. 4 - grifo meu).

Deve-se notar que, naquela época, a pesquisa em educacdo matemdtica estava
atingindo a maturidade académica. A comunidade cientifica havia adquirido as ferramentas
profissionais necessarias para consolidar e estabelecer uma ciéncia que se afirmava desde
meados da década de 1970: periddicos e conferéncias internacionais com politicas cientificas
claras e controle de qualidade. As conferéncias do ICME e os estudos do ICMI, sob a égide
da IMU, mantiveram os vinculos entre pesquisadores em educa¢do matematica e
matematicos. A criagdo dos prémios do ICMI em 2000, mantendo a tradi¢do da comunidade
matematica, ¢ outra evidéncia. Todos esses sdo indicadores de que os pesquisadores em

6

educacdo matemadtica agora sio membros da comunidade de partes interessadas,*® o que

contribui para a transposicdo didatica da matematica a ser ensinada e aprendida.

46 A noosfera é “a esfera daqueles que “pensam” sobre o ensino, um intermedidrio entre o sistema de ensino e a
sociedade”. (Chevallard & Bosch, 2014, p. MS 1)
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Pesquisadores em educacdo matemadtica abracaram plenamente os problemas do ensino de
provas, que consideram essenciais para a aprendizagem da matematica. O numero de artigos e
trabalhos de conferéncias sobre a aprendizagem e o ensino de demonstragdo e prova na sala
de aula de matematica aumentou impressionantemente desde o trabalho pioneiro de Alan Bell
(1976). O numero de grupos de trabalho e de estudo representa a dinamica da comunidade,
incluindo livros editados que contribuem para diminuir as lacunas na pesquisa (por exemplo,
Boero, 2007; Hanna & de Villiers, 2012; Reid & Knipping, 2010).

Em seu prefacio ao livro “Teoremas na Escola” (Boero, 2007), Gila Hanna escreve em
palavras claras que “[...] a demonstragdo merece um lugar de destaque no curriculo porque
continua a ser uma caracteristica central da propria matematica, como o método preferencial
de verificagdo, e porque ¢ uma ferramenta valiosa para promover a compreensdo da
matematica” (ibid., p. 3). A ideia deste livro, de Paolo Boero, nasceu no contexto da 21?
conferéncia PME (Pehkonen, 1997, vol. I-p. 179-198), ap6és um férum de pesquisa que
demonstrou “o interesse renovado pela demonstragdo e pela prova na educagdo matematica” e
que “a reconsideracdo da importancia da demonstracdo na educagdo matematica estava
levando a mudangas importantes na orientagao dos curriculos em diferentes partes do mundo”
(Boero, 2007, p. 20).

Em 2007, o ICMI langou seu 19° estudo sobre “Demonstra¢do ¢ Prova na Educacdo
Matematica” (Hanna & de Villiers, 2012/2021), cujo documento de discussdo introduz a ideia

de “demonstrag¢do de desenvolvimento” (ibid. p. 444):

O estudo considerara o papel da demonstragdo e da prova na educagcdo matematica, em
parte como um precursor da demonstracdo disciplinar (em suas varias formas) usada
por matematicos, mas principalmente em termos de demonstracdo desenvolvimental,
que cresce em sofisticacdo a medida que o aluno amadurece em direcdo a concepgdes
coerentes. As vezes, o desenvolvimento envolve a construgdo das percepgdes e agdes
dos alunos a fim de aumentar sua sofistica¢do. As vezes, baseia-se no uso de simbolos
aritméticos ou algébricos pelos alunos para calcular e manipular simbolismos a fim de
deduzir consequéncias. Formular e comunicar essas ideias requer um desenvolvimento
simultaneo de sofisticagdo em acdo, percep¢do e linguagem.

A concepcao de “demonstragdo de prova” do estudo tem trés caracteristicas principais:
1. A demonstragdo e a prova nos curriculos escolares t€ém o potencial de fornecer
um vinculo de longo prazo com a disciplina da demonstracdo compartilhada por
matematicos.

2. A demonstragdo e¢ a prova podem fornecer uma maneira de pensar que
aprofunda a compreensdo e a natureza mais ampla do raciocinio humano.

3. A demonstracdo e a comprovacdo sdo, a0 mesmo tempo, fundamentais e
complexas, e devem ser gradualmente desenvolvidas desde os primeiros anos do
ensino fundamental.
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Essas caracteristicas ressoam com os argumentos modais — para o curso de Geometria
— propostos por Gloriana Gonzales e Patricio Herbst (2006), a saber, o formal, o utilitario e o
matematico. Essa categorizagdo pode ser reutilizada, substituindo a geometria por
demonstracdo e demonstragdao, sem perder sua relevancia. A analise, sob a perspectiva da
demonstracdo desenvolvimentista, de textos institucionais contemporaneos que fornecem aos
professores comentarios e indicagdes pedagdgicas demonstra a necessaria modulagdo desse
ensino, considerando tanto os niveis escolares quanto as necessidades sociais e sua
possibilidade em relagdo a Requisitos matematicos. Tomemos o caso da Franca (Balacheff,
2022): do 1° ao 3° ano, o discurso dos alunos deve ser argumentado e baseado em observagdes
e pesquisas, ¢ nao em crengas; do 4° ao 6° ano, o ensino deve contribuir para que os alunos
construam a ideia de prova e argumentacdo (por exemplo, passando gradualmente de
validacdes empiricas para validagdes baseadas exclusivamente em raciocinio ¢
argumentacao). Do 7° ao 9° ano, o desafio é passar do raciocinio indutivo para o dedutivo e
transformar esse raciocinio dedutivo em uma prova comunicavel (ou seja, uma demonstragao
no texto em francés)*’. Isso é, com variacdes, o que é observado internacionalmente e
refletido no TIMSS. O principal ponto de divergéncia ¢ o ponto em que a acultura¢do a norma
sociomatematica da prova matematica ¢ direcionada; em muitos paises, isso ¢ deixado para o
nivel do ensino secundario superior e frequentemente, mas nem sempre, para a aprendizagem
de Geometria (por exemplo, nos EUA, Jones & Herbst, 2012, p. 263).

Embora as institui¢des enfatizem que o ensino e a aprendizagem de provas ndo devem
se limitar a Geometria, este dominio permanece um nicho ecolégico para atingir esse
objetivo. Escrevendo um artigo “Destaque sobre o Padrao” para o peridodico do NCTM
“Ensino de Matematica no Ensino Fundamental”, Edward A. Silver (2000) observou que
“Embora muitos alunos do ensino fundamental adorem argumentar (sobre quase tudo!), eles
precisam aprender a argumentar eficazmente em matematica. O estudo da geometria oferece
muitas oportunidades para adquirir experiéncia com argumentacdo € prova matematicas”
(ibid., p. 23). Acontece que o documento de discussdo do 19° estudo do ICMI reserva um
lugar especial para a geometria ao questionar a comunidade de pesquisa sobre a relacdo entre
prova e ciéncia empirica, “dado que a geometria lida com afirmagdes empiricas sobre o

espaco circundante, bem como com um sistema teorico sobre o espago” (Hanna & de Villiers,

4 E interessante notar que o discurso institucional evita a referéncia ao raciocinio abdutivo — Polya escreveria
raciocinio plausivel. Possivelmente por medo de abrir espago para erros logicos graves (frequentemente
induzidos pelo raciocinio natural), embora o raciocinio abdutivo tenha um valor heuristico e seja a fonte de
ideias criativas.
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2012, p. 451). A disponibilidade de micromundos de Geometria Dinamica ressoa com esse
questionamento, a ponto de os idealizadores do estudo dedicarem a ele uma secao inteira sob
o titulo “Software de Geometria Dinamica e a Transi¢ao para a Demonstra¢ao”, cuja primeira
pergunta ¢: “Em que medida as exploragdes dentro do DGS podem promover uma transi¢ao
para os aspectos formais da demonstracdo? Que tipos de engenharia didatica podem
desencadear e aprimorar esse suporte? Que agdes especificas dos alunos poderiam apoiar essa

transi¢ao?” (ibid. p. 449).
Uma ruptura epistemologica que necessita de uma ponte instrucional*®

Retornando a varias décadas de estudo dos problemas levantados pelo ensino da
demonstra¢do na sala de aula de matematica, percebi que me faltava um estudo abrangente da
historia desse objetivo instrucional. A pesquisa sobre a histéria da educacdo matematica nos
fornece uma série de informagdes e analises, especialmente na literatura sobre a historia do
ensino de geometria.

Meu objetivo era reunir essas informacgdes, adicionando, quando necessario, algumas
evidéncias de fontes primarias, e estrutura-las para obter um panorama da historia do ensino
da demonstracdo que pudesse ser util para a realizacdo de um estudo que ainda precisa ser
feito.

Para concluir estas notas, primeiro delinearei o que pode ser retido de um ponto de
vista historico e, em seguida, apresentarei argumentos a favor da busca por um conceito

precursor da matematica.

Marcos em uma longa jornada em busca de uma solucio para o aprendizado inicial da
demonstracao

De c. 300 a.C. até o final do século XVIII, os Elementos de Euclides permaneceram
como o modelo do texto do “conhecimento académico™® da Geometria, que ¢ o material para
o processo de transposicdo didatica. Na virada do século XIX, sob as crescentes criticas aos
Elementos e o desenvolvimento das ideias progressistas sobre educacgdo, iniciou-se um
trabalho cientifico com o objetivo de escrever uma apresentagdo rigorosa da Geometria, mas

com a inten¢do associada de facilitar sua compreensdo para um leitor avido por aprendé-la.

“8Seguindo e compreendendo as observagdes de Keith Jones e Patricio Herbst (2012, p. 261-262), uso a palavra
instrucional como uma interpretagdo — se nao uma tradugdo — da palavra francesa didactique, embora tenha uma
denotag@o mais ampla; mas, como o objetivo instrucional e o didatico estdo intimamente relacionados, isso ndo
abre espaco para mal-entendidos graves no contexto desta Nota.

4 (Chevallard & Bosch, 2014, fig. 1)
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No entanto, trata-se de uma obra transpositiva na medida em que “melhora a organizacdo do
conhecimento e¢ o torna mais compreensivel, estruturado e preciso, a ponto de o proprio
conhecimento originalmente transposto ser aprimorado”. (Chevallard & Bosch, 2014, p. MS
2).

Até o final do século XVIII, a geometria de Euclides era ensinada a uma classe
privilegiada da sociedade, em particular — parafraseando Legendre — aqueles que se
dedicavam a matematica; eles eram principalmente adultos. Ao longo do século XIX, com o
desenvolvimento de politicas nacionais, o desafio de ensinar Geometria iniciou um processo
de transposi¢do que incluiu progressivamente questdes de aprendizagem, com preocupagdes
para segmentos cada vez maiores da populacdo. Os casos de Dechalles, Legendre, Clairaut e
Lacroix sdo marcos significativos desse periodo inicial da historia do ensino de Geometria e
da maneira como a questdo da Prova foi discutida e abordada. O primeiro e o segundo
escreveram livros didaticos com uma posi¢do critica explicita em relacdo aos Elementos
seminais, enquanto os outros dois escreveram tratados pela primeira vez. Mas o trabalho dos
quatro evidencia a consciéncia da complexidade epistémica do projeto:

- a tensao entre provar e explicar;

- o conflito entre a abstracdo da Geometria como constru¢do tedrica e seu valor pratico
como ferramenta para inimeras atividades humanas.

A demonstra¢do e a demonstracdo eram uma preocupagao central por seu papel na
compreensdo da Geometria e no estabelecimento da verdade das afirmagdes geométricas.
Legendre e Lacroix incluiram a demonstragdo entre os termos metamatematicos cuja
compreensdo era necessaria para a apresentacdo de seus tratados. Todos discutiram a
necessidade de provar, a dificuldade e a clareza das demonstra¢des. No entanto, apesar de ser
um objeto matematico nomeado, a demonstracdo ainda ndo era constituida como objeto de
ensino. A Geometria era o tema em questdo e o nicho ecoldgico para que a demonstracao
fizesse sentido. Foi com o surgimento de politicas educacionais estatais que, em meados do
século XIX, o processo de transposi¢dao didatica comecou a sério. No entanto, no inicio do
século, Sylvestre-Frangois Lacroix ja estava ciente da complexidade epistémica de um projeto
educacional para a matematica. Seus Elementos podem ser considerados o primeiro livro
didatico como tal: “€¢ seu mérito historico ter contribuido substancialmente para a
reestruturacao de um corpus mal organizado e disperso de conhecimento matematico, guiado
por objetivos educacionais” (Schubring, 1987, p. 43).

O processo de transposicdo didatica da Geometria continuou a se desenvolver para

responder as crescentes necessidades da industria e da economia, e das ciéncias naturais.
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Nessa dindmica, a demonstracdo matematica permaneceu intocada em suas normas
euclidianas. Organizados como um corpo profissional na virada do século XX,*° os
matematicos reconheceram sua responsabilidade para com a educacdo matematica e
contribuiram para a reflexdo sobre o que a matematica deveria ser como conteido a ser
ensinado. Sua preocupacdo era, primeiramente, garantir que ela mantivesse sua natureza
teorica, ndo sendo reduzida a uma ferramenta a servigo de aplicagdes. Eles estavam cientes do
problema de ensinar alunos, mas ndo estavam dispostos a sacrificar sua disciplina; uma das
primeiras questdes que consideraram foi a do rigor. Na verdade, tratava-se de decidir os
limites aceitaveis da transposi¢do didatica da demonstragdo matematica. Esse processo
didatico assumiu outra dimensdo quando os tomadores de decisdo publicaram a especificagdo
do "conhecimento a ser ensinado". Isso assumiu diferentes formas em diferentes nacgdes,
dependendo de sua organizagao e politica educacional, mas o movimento foi geral.

Trés etapas principais marcaram a disseminagdo do ensino da matematica pelos
sistemas educacionais modernos do século XX e das primeiras décadas do século XXI. Elas
determinaram a transposi¢ao da demonstragao:

- Primeira etapa: A extensdo do ensino de Geometria do 10° ao 12° ano para o 6° ao 9°
ano; sendo este ultimo parte da escola obrigatéria, portanto, o ensino para todas as criangas.
Isso exigiu a escolha de um momento para a introdu¢do da demonstragdo matematica. Em
geral, a escolha foi fazé-la no 8° ano. Este foi um verdadeiro desafio e, principalmente, um
fracasso, revelando a impossibilidade de escapar de uma ruptura na natureza da matematica
"antes" e "depois" da vontade de ensinar a demonstragao.

- Segunda etapa: O golpe de for¢a da Nova Matematica tornou a demonstragdao
matematica um padrdo de validagdo em uma matematica unificada. O rapido fracasso desse
movimento radical teve como efeito a substitui¢do, na maioria dos curriculos seguintes, da
demonstragdo matematica pelo raciocinio dedutivo associado a prioridade dada a resolugdo de
problemas.

- Terceira etapa: a disposi¢do de introduzir a demonstracdo no ensino em todos os
niveis da escola obrigatoria. Este objetivo ndo poderia ser alcangado sem renunciar aos
padrdes de demonstracdo matematica para o ensino nos niveis iniciais. Isso vem com um

vocabulario que agora inclui as palavras argumentacao, justificacdo e demonstracao, mas sem

5%The community of professional mathematicians emerged as such with journals and societies in the course of
the XIX® century. A first milestone is the creation of the French journal “Annales de Mathématiques Pures et
Appliquées”, founded and edited by J. D. Gergonne. It was published from 1810 to 1831. The first professional
mathematical society is the Wiskundig Genootschap, founded in Amsterdam in 1778, but most others were
founded in the second half of the nineteenth century (Bartle, 1995, p. 3).
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estabelecer uma relacdo clara entre os termos (e compreender as consequéncias dessa
auséncia no ensino).

A transposicdo didatica ¢ um processo intermindvel, pois depende fortemente da
evolugcdo da sociedade, de sua prioridade e epistemologia compartilhada, bem como da
evolucdo da propria matematica e do progresso do conhecimento em seu ensino e

aprendizagem.

Como responder a questdo da verdade antes da disponibilidade da prova matematica?

Até o inicio do século XX, a ideia de preparar a transi¢do para a prova matematica
antes de sua introdugdo nos curriculos simplesmente ndo era considerada. Por assim dizer, a
dificuldade de aprender a prova matematica era reconhecida, mas vista como o custo a pagar
pelo engajamento na aprendizagem da matematica como disciplina. O fracasso de muitos
alunos no contexto da democratizacdo da educagdo matematica exigiu uma resposta mais
eficaz do que aquela dada quando a psicologia do desenvolvimento levou a pensar que a
transicao poderia, por si sO, ser possibilitada pelo acesso das criangas ao estagio operacional

formal®!

. Isso exige uma evolucdo da epistemologia escolar necessaria para responder a
pergunta que melhor captura a situagdo contemporanea: O que deve ser ensinado antes de
ensinar a prova matematica? Ou, melhor: como responder a questdo da verdade na sala de
aula de matematica antes de ter a prova matematica disponivel?

A evolucdo da transposi¢do didatica evidencia uma resposta pragmatica de organismos
internacionais (por exemplo, TIMSS) e institui¢des educacionais nacionais: o ensino deve
permitir o desenvolvimento de uma competéncia argumentativa — ou seja, justificacao
fundamentada — como parte da aprendizagem inicial da matematica, antes da aprendizagem da
demonstragio matematica®>. Por sua vez, a pesquisa tem realizado trabalhos e projetos para
responder a essas questdes®’. Mas ainda faltam contribuicdes e resultados suficientemente

robustos para permitir que curriculos e abordagens de ensino sejam concebidos de forma

confiavel e eficiente. A pesquisa contemporanea sobre demonstracdo e demonstracdo pinta

51O trabalho de Jean Piaget teve um impacto histdrico e significativo na especificagdo curricular, possivelmente
ndo apenas pelo que o Construtivismo trouxe para a aprendizagem das criangas, mas também pela clareza dos
estagios piagetianos e sua aparente simplicidade. Na pratica, as partes interessadas e os tomadores de decisao
reduziram os niveis de argumentacdo a duas categorias: antes e depois do estagio operacional formal. O
desenvolvimento cognitivo natural foi considerado o fator determinante dos niveis de argumentacdo. O
pensamento de Piaget era um pouco mais sofisticado do que isso (ver, por exemplo, Piaget, 1973).

52 Ou seja, o padrio euclidiano de prova, que ainda ¢ a estrutura de referéncia do discurso matematico nas salas
de aula.

53 e.g. (Bieda et al., 2022; Hanna & de Villiers, 2012, Chapitre 15)
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um quadro complexo da relagdo entre argumentacdo e demonstragcdo. Ha debate e talvez ainda
falta de consenso, embora alguns pontos pare¢am ser aceitos:

- A estrutura do texto de uma argumentacdo e¢ do texto de uma demonstragdao

elementar ndo sdo radicalmente estranhos um ao outro.

- Argumentacdo e demonstragdo tém relacdes estreitas no processo de resolugdo de

problemas, mas a transicdo da argumentacdo para a demonstracdo requer um trabalho

especifico.

- Para obter o status de prova, uma argumentagdo precisa passar por um processo

social que garanta sua aceitagdo coletiva pelos alunos e pelo professor

Essa proximidade sugere que a questdo da relagdo entre argumentacdo e prova pode
ter uma resposta que se abre para uma transposi¢ao didatica da prova na forma de uma
argumentacdo na sala de aula de matematica, aceitavel tanto do ponto de vista matematico
quanto do ponto de vista docente. No entanto, a argumentacdo ndo tem status formal para o
matematico profissional, embora esteja presente na historia da matematica e nos processos de
resolucdo de problemas. Entdo, com essa auséncia de status cientifico na matematica
contemporanea: poderia a argumentacdo na sala de aula de matematica ser uma transposi¢ao
didatica da prova matematica ajustada as exigéncias e restricdes do ensino e da aprendizagem
nos anos escolares obrigatdrios?

Textos institucionais contemporineos, sejam internacionais ou nacionais, sugerem
uma resposta positiva, mas ndo compartilham seus fundamentos. O que se obtém, em vez
disso, e em primeiro lugar o que os professores obtém, € a ideia de uma transicao perfeita da
argumentacdo para a demonstragdo na sala de aula de matematica. Além disso, a
comprovagdo estd presente no texto dos curriculos e em seus comentarios, ndo como um
objeto (ou seja, dominio de contetdo), mas como uma competéncia (ou seja, dominio
cognitivo). Ela induz que ndo pode ser ensinada diretamente, mas sim estimulada e
desenvolvida em situagdes que possuem caracteristicas matematicas e sociais para justificar e
dar acesso a normas sociomatematicas (P. G. Herbst, 2002b; Yackel & Cobb, 1996).
Pesquisas desde o inicio da década de 1970 tém desenvolvido caracteristicas de situagdes que
envolvem os alunos no estabelecimento ativo da validade de uma afirmagdo (por exemplo,
Brousseau, 1997, Capitulo 1, se¢do 6) e a maneira como tais situacdes desafiam os
professores (por exemplo, Ball, 1993; P. G. Herbst, 2002a; Lampert, 1990). Andreas

Stylianides (2007) propds uma caracterizagdo a partir da qual poderiamos comecar:

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.27, n.3, p. 309 — 354, 2025 345



1. utiliza afirmagdes aceitas pela comunidade da sala de aula (conjunto de
afirmagdes aceitas) que sao verdadeiras e disponiveis sem justificativa adicional;

2. emprega formas de raciocinio (modos de argumenta¢do) que sdo validas e
conhecidas pela comunidade da sala de aula, ou dentro do alcance conceitual dela; e
3. ¢ comunicada com formas de expressio (modos de representacdo de

argumentos) que sao apropriadas e conhecidas pela comunidade da sala de aula, ou
dentro do alcance conceitual dela." (ibid. p. 291)

Esta caracterizagdo ¢ apropriada, mas aplica-se a qualquer disciplina cientifica. E
demasiado geral, deixando em aberto a questdo principal para professores e educadores de
matematica: quais seriam as caracteristicas especificas a acrescentar para dar conta do caso da
matematica?

Partiremos de uma observacao: a matematica desenvolve-se a partir da matematica.
Esta observagdo expressa a epistemologia introspectiva que cunha a sua forma de abstracao.
Isto ndo contradiz uma atividade matematica que, em muitos aspetos, se assemelha a
atividade cientifica, mas como afirmou Christian Houzel (1979): na matematica, o
«conhecimento ja teorizado... desempenha o papel da instancia experimental»®. Esta é a
origem da abstracdo radical da matematica e da natureza especifica da prova nesta disciplina.

O conjunto de afirmagdes aceites — critério 1 da proposta de estilinides — ¢ mais do que
um conjunto, nem € um repertorio: ¢ um conjunto organizado como um sistema que constitui
o material e 0 meio” para o trabalho matematico. Foi o objetivo da construgio de tal sistema
que, em ultima andlise, impulsionou a escrita dos Elementos de Euclides, ao mesmo tempo

em que introduziu uma ruptura com o mundo sensorial®®

. A organizacdo do conjunto de
enunciados ¢ consequéncia do fato de que qualquer um de seus elementos esta relacionado a
um subconjunto do todo pelos vinculos que uma demonstragdo estabelece.

No contexto da sala de aula, esse conjunto estruturado de enunciados ndo ¢ uma teoria
propriamente dita, na medida em que sua evolugdo ¢ agil, incluindo novos elementos
admitidos quando necessario, € os modos de argumentacdo podem variar em sua natureza,
tendo raizes mais fortes no consenso da comunidade do que em um fundamento formalizado.
Por essa razdo, sugiro que nos refiramos a ela como uma base de conhecimento estruturada®’.
Ela correspondera ao primeiro termo da Teoria do tripleto definidor do Teorema Matematico

no sentido de Alessandra Mariotti:

34 Poderiamos encontrar consequéncias cognitivas desta afirmacdo em (Tall et al., 2012)

35 Meio é usado no sentido de Teoria da situagio didatica (Brousseau, 1997).

36 Isso ndo ¢ contraditério com o uso de experimentos mentais em algumas das provas dos Elementos e com o
reconhecimento de que o mundo fisico e as outras ciéncias contribuem para o desenvolvimento da matematica
pela importagdo de certas intui¢gdes ou pelo levantamento de problemas que questionam conceitos e modelos
matematicos.

57 (Balacheff, pré-impressio)
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A prova ¢ tradicionalmente considerada em si mesma, como se fosse possivel isola-la
da afirmagdo a qual ela fornece suporte ¢ do arcabouco teérico dentro do qual esse
suporte faz sentido. Quando se fala em prova, todos esses elementos, embora nem
sempre mencionados, estdo, na verdade, envolvidos ao mesmo tempo, € ndo € possivel
compreender o sentido de uma prova matematica sem vincula-la aos outros dois
elementos: uma afirmacao e, em geral, uma teoria. (2006, p. 183)

Além disso, temos que adicionar mais duas restricdes para que uma argumentacao
atinja o padrao matematico:

- por um lado, que uma norma comum de argumentacdo seja aceita e que qualquer
afirma¢ao na sequéncia de afirmagdes de uma argumentagdo seja apoiada por uma
argumentacao que atenda aos mesmos requisitos ou venha da base de conhecimento ou,

- por outro lado, que seja garantido que qualquer lacuna na argumentagao possa ser
preenchida com uma argumentagdo em conformidade com a norma acordada.

Isso significa estabelecer uma pratica que exige uma transicdo deliberada de uma
concepgdo pragmatica para uma concepgao rigorosa de demonstragdo. Ou seja, a mudanga do
aluno da posi¢do de praticante para a posi¢ao de teérico (Balacheft, 1990).

Eventualmente, ¢ muito improvavel que consigamos encontrar uma solugdo para uma
transicdo perfeita da argumentagdo, no sentido geral, para a demonstragdo matematica. Por
essa razdo, minha posicdo ¢ aceitar a criagdo de um objeto didatico: a argumentagdo
matematica, e trabalhar em sua defini¢do para que ela forneca uma base para a construcao de
pontes instrucionais, criando as condi¢des para que uma norma sociomatematica se torne
precursora da demonstragdo matematica.

Este objeto, a argumentacdo matematica, ndo pode ser concebido como uma
transposicdo da prova matematica, a menos que se considere que a fungdo "social" desta
ultima, dentro da comunidade cientifica, ¢ constitutiva dela (Balacheff, pré-impressdo). Isto
seria um erro epistemoldgico e tedrico: embora seja o produto de uma atividade humana que ¢
certificada no final de uma No processo social, a prova matematica ¢ independente de uma
pessoa ou grupo especifico (Delariviere et al.,2017). Este ndo serd o caso de uma
argumentacao matematica em sala de aula. A padronizagdo da prova em matematica, além do
carater institucional de sua referéncia (o conhecimento matematico), exigiu sua
despersonalizagdo, sua descontextualizacdo e sua atemporalidade. No entanto, a
argumentacdo ¢ intrinsecamente carregada por um agente, individual ou coletivo, e
dependente das circunstancias de sua produgao.

As caracteristicas da argumentacdo matemadtica ndo devem apenas distingui-la de

outros tipos de argumentacao utilizados em atividades cientificas ou ndo cientificas, a fim de
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garantir a possibilidade de transi¢do para a norma da prova matematica, mas também devem
ser operacionais quando se trata de arbitrar as propostas dos alunos e, eventualmente,
institucionalizé-las, a fim de organiza-las e capitaliza-las em sala de aula. A argumentagao
matematica requer uma institucionalizacdo. O reconhecimento de seu carater matematico nao
pode ser reduzido a um julgamento apenas sobre sua forma. Como, por exemplo, podemos
arbitrar o caso do exemplo genérico que equilibra o geral e o particular, cujo equilibrio se
encontra ao final de um debate contraditério em busca de um acordo o menos possivel
contaminado por concessdes?

Finalmente, a prova ¢ tanto um fundamento quanto um organizador do conhecimento.
No curso da aprendizagem, ela contribui para reforgar a evolugao do conhecimento e fornecer
ferramentas para sua organizacdo. No ensino, legitima novos conhecimentos e constitui um
sistema: conhecimento e prova, interligados, fornecem a base de conhecimento uma estrutura
que pode funcionar como precursora da base teorica necessaria & matematica. A funcdo de
institucionalizacdo das situagdes de prova coloca a validagdo explicita sob a arbitragem do
professor, que ¢, em ultima andlise, o garantidor de seu carater matematico. Essa dimensao
social, no sentido de que o funcionamento cientifico depende de uma organizag¢do construida

e aceita, esta no cerne da dificuldade de ensinar prova em matematica.
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