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Resumo

O trabalho apresenta um recorte da tese’ de doutorado do primeiro autor, comparando
e identificando os elementos que indicamos como pertinentes a transi¢cdo interna do
Cdlculo em Uma Varidvel - CUV para o Cdlculo a Virias Varidveis - CVV. Tais
elementos sdo discutidos no ambito de uma andlise de livros diddticos utilizados no
ambiente académico, no ensino de cursos de Licenciatura e Bacharelado em
Matemdtica no Estado do Ceard. Assim, escolhemos os autores Guidorizzi (2008;
2010), Leithold (1994; 1999) e Stewart (2004a; 2004b), e, com base nas categorias
descritas em Alves (2011) e a adogdo de técnicas de andlise de conteiidos (BARDIN,
1979), inspecionamos estes compéndios, com a inten¢do de evidenciar elementos que
podem funcionar como entraves a referida transicdo e que ndo se tornaram objeto de
investigacdo até o momento no Brasil.
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Abstract

Le document présent un extrait de la thése de doctorat du premier auteur, en comparant
et identifiant les éléments pertinents qui indiquent comment la transition interne du
Calcul a une Variable — CUV pour le Calcul de plusieurs Variables — CVV. Ces élements
sont discutés dans le contexte d’une analyse des libres utilisés dans |’environement
académique, dans 1’enseignement des cours en License et en Baccalauréat dans 1 Etat
du Ceard. Ainsi, ont choizi Guidorizzi (2008 ; 2010), Leithold (1994 ; 1999) et Stewart
(2004a, 2004b), et basé sur les catégories décrites dans Alves (2011) et [’adoption de
techniques d’analyse de contenu (BARDIN, 1979), on a inspeccioner ces manuels, avec
lintention d’souligner des éléments que peuvent agir comme des obstacles a cette
transition et que ne sont pas devenus | objet d ‘une recherce a ce jour au Brésil.
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Introducao

Nos cursos de licenciatura no Brasil, de modo geral, os estudantes mantém contato com
as disciplinas de Calculo Diferencial e Integral, aproximadamente, por um periodo de
um a dois anos de estudo sistemdtico. O modelo curricular standart brasileiro prescreve
o estudo introdutério da formal do Célculo em Uma Varidvel Real - CUV e, numa etapa

posterior, o primeiro contato com o Cdlculo a Vérias Varidveis - CVV.

Assim, neste estudo, com énfase nos compéndios utilizados no ensino do Célculo, que
encontramos nas instituicdes de ensino superior no Estado do Ceard (Universidade
Federal do Ceard — UFC, Universidade Estadual do Ceard — UECE e Instituto Federal
de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceard — IFCE), e também observando
as peculiaridades inerentes em cada etapa de ensino, de modo semelhante a atengdo
dispensada por especialistas (GRAY et al, 1999) que desenvolvem sua atengdo referente
a transicdo da escola ao locus académico, analisaremos e indicaremos os elementos

inerentes ao que nomeamos que fransi¢do interna do CUV para o CVV.

Destarte, este ensaio resulta de um recorte da tese de doutorado do primeiro autor, sob a
orientacdo do segundo, e visa a apresentar uma contribuicdo sobre os processos
envolvidos na transicdo interna do CUV para o CVV, que ndo podem permanecer
desconsiderados no processo de ensino/aprendizagem, no ambito de um curso de

licenciatura em Matematica.

O estudo desenvolvido para a tese de doutorado envolveu a aplicagio de uma
metodologia para o ensino do CVV, com apoio computacional. Em razdo do
levantamento bibliogrifico de estudos referentes ao CUV e da aparente escassez, no
Brasil, de trabalhos relativos ao CV'V, detectamos a importincia de efetuar a anélise das
propostas didaticas e os elementos explorados nas abordagens dos autores de livros de
CVV que, em alguns casos, a semelhanga do ensino escolar, preservam o cardter
indefectivel dos rituais metodoldgicos do ensino de Matemadtica e que reduzem este

conhecimento a algoritmizacgdo e a aplicacdo automatica de teoremas.

Sendo assim, no préximo segmento, trazemos a discuss@o o momento de transi¢io entre
as etapas de estudo do CUV e do CVV que, pelo nosso entendimento, proporciona bem
mais dificuldades aos estudantes, além da prépria mudanga ordindria notacional ou

simbdlica que, em virtude de sua propria natureza, possui maior visibilidade.
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1 A transicao interna do CUYV para o CVV

Sob um olhar pouco atento, ao analisarmos e compararmos os conteidos de CUV e de
CVYV, no contexto de um curso de graduagdo, seja no caso da licenciatura ou no
bacharelado, aparentemente, o que percebemos de imediato relativo as suas diferencas,

diz respeito as simbologias, férmulas e definicdes formais intrinsecas a cada teoria.
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FIGURA 1. Processo de transigdo interna do CUV para o CVV.
FONTE: Alves (2011, p. 62).

Indicamos algumas simbologias, na fig. 1, relacionadas aos principais processos
matemadticos estudados no periodo de um a dois anos, aproximadamente, nas
universidades no Brasil. Os simbolos indicados acima tém a possibilidade de evocar os
processos matemdticos (GRAY et al, 1999, p. 113) e, assim, originam e fornecem

sentido/significado aos objetos mateméticos chamados de limite, derivada e integral.

O estudo sistematico de no¢des matematicas avancgadas (limite, derivada, integral), no
contexto do CUV e posteriormente no CVV, a semelhanca do que acontece na transicio
da escola para a universidade, envolve mudangas nem sempre naturais. Com o intuito de
evidenciar as mudancas inerentes a esta transi¢do que nos propomos analisar, como
exemplo inicial, Alves (2011) considera a nogdo de /imite de fungdes do tipo y = f(x),

z=f(x,¥) e w=f(x,y,z). Alves (2011, p. 28) salienta ainda que a razdo da escolha

deste exemplo inicial é apoiada na importdncia da nocdo de limite para toda a teoria

do Cdlculo e também do seu cardter particularmente dificil (CORNU, 2002, p. 153).

Note-se que apenas as funcdes em uma varidvel real sdo tomadas como objeto de estudo

no CUV. Desta forma, para introduzir nossa discussdo, consideremos os seguintes
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limites: (i) lim _,, f(x)=L; (i) lim, ., f(xy)=L, e (iii) lim_, ., f(y,2)=L.

Ora, no caso (i), no estudo do CUYV, os autores de livros (LEITHOLD, 1994;
STEWART, 2001a), caracterizam uma aproximag¢do unidimensional, dos pontos da reta
R, préximos do ponto x=ae€ R. Ademais, quando nos atemos a notagdo ou a
simbologia que simplifica e envolve o significado deste processo (cdlculo dos limites

laterais), escrevemos, de modo padrao, os seguintes simbolos
x—a (a esquerda de a,x<a) e x — a' (a direita de a,x > a).

Por outro lado, no caso (ii), diferentemente da situacdo anterior, em que contivamos
com uma fun¢@o do tipo f: X cR —- R, onde X € o seu dominio, teremos agora uma
funcdo de duas varidveis reais a valores reais, definida em f:Y cRxXR—>R.
Reparamos, por exemplo, que o grdfico da funcdo y= f(x) € um subconjunto do
R*>=RxR, enquanto o grdfico de z= f(x,y) é um subconjunto do R’ e, com o
auxilio de um software de Matematica, temos a possibilidade de visualiza-lo.

No caso (iii), todavia, falamos de func¢des do tipo f:Z c RxRXR — R, que possuem
um grdfico representado por um subconjunto do R* e que ndo proporciona a
possibilidade de uma apreensdo imediata, apoiada na percepgdo (ALVES, 2011, p. 69).
Reparamos que, no caso (ii), quando estabelecemos o significado do simbolo
lim, ., f(x,¥)=L, explicitamos a importancia agora da aproximag@o da imagem
da funcdo f(x,y), na medida em que os pares ordenados no plano tendem ao par
ordenado (a,b). Assim, enquanto no caso (i) avaliamos o comportamento do limite em
um ponto na reta R, nos casos (ii) e (iii), avaliamos o comportamento e,

consequentemente, a existéncia dos limites em pontos do R* e R’, agora representados

pelos par e a terna ordenados (a,b) e (a,b,c), respectivamente.

No caso (ii), por exemplo, ndo tem sentido escrevermos o simbolo (x,y) — (a,b)" ou
(x,¥) > (a,b)”, uma vez que a nocdo de lateralidade (ou direcdo) condicionada pela

aproximacdo unidimensional da reta, no ambito do R?, perde seu sentido. De fato,

neste caso, quando os autores de livros escrevem (x,y) — (a,b), referem-se, do ponto

de vista topolégico, apenas a distancia entre os pontos (x,y) e (a,b) .

Com efeito, Stewart (2001b, p. 889), ao apresentar a definicdo formal de limite e seu
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significado formal por épsilon e delta, acentua que a defini¢do em (ii), se refere somente
a distancia entre (x,y)e (a,b); ndo se refere a direcdo de aproximagdo.
Consequentemente, se o limite indicado em (ii) existe, f(x,y) precisa se aproximar do
limite, independentemente do modo como (x,y) e aproxima de (a,b). Na fig. 2,

Stewart (2001b, p. 889) fornece um desenho explicativo para o leitor. O autor descreve

trajetorias no plano que fazem referéncia as curvas parametrizadas no plano.
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FIGURA 2. Processo de aproximagdo de limite no CVV, envolvendo a nocdo de curvas parametrizadas.
FONTE: Stewart (2001, p. 889).

Alves (2011, p. 65) observa ainda os entraves que deparamos ao buscar explicar o
mesmo processo de aproximacdo para o limite (iii). De fato, neste caso, segundo as
definicdes por épsilon e delta, levamos em consideracdo a aproximacdo da ferna
ordenada (x,y,z) do ponto (a,b,c)e R’ e, embora, do ponto de vista formal, se
preserve a mesma nocdo de aproximacdo dependente do conceito de caminhos ou
curvas parametrizadas (como vemos na figura 1), a representacdo heuristica, como
divisamos na figura 1, é inexequivel de se reproduzir, sem o auxilio computacional, uma

vez que, neste caso, a trajetéria da curva parametrizada reside no espaco R’.

Alguns dos elementos que apontamos nos pardgrafos anteriores merecerdo ulteriores
discussdes e maior aprofundamento nas préximas se¢des, todavia, outra dessemelhanga
entre os limites indicados por (i), (ii) e (iii) diz respeito ao comportamento da imagem
de cada fun¢do, na medida em que realizamos o processo de aproximagdo dos pontos
que pertencem ao dominio de cada uma das fungdes y=f(x), z=f(x,y) e
w= f(x,y,z), se aproximam do pontos a, (a,b) e (a,b,c), respectivamente;
entretanto, nenhum deles precisa, de acordo com a defini¢ao formal, pertencer aos seus

dominios respectivos.
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Com efeito, no primeiro caso, analisamos o comportamento de sua imagem no eixo das
ordenadas (Oy). No segundo, investigamos seu comportamento no eixo das cotas (0z),
enquanto no caso do limite (iii), sua imagem pertencerd, neste caso, ao quarto €ixo,

correspondente a um espaco quadrimenssional, inacessivel a visualizagdo.

Alves (2011) comenta ainda, em relacdo ainda aos limites indicados por (i), (ii) e (iii),
uma perspectiva comparativa ao estabelecer suas respectivas definicdes por épsilon e

delta. No caso de (i), sabemos que dado &£>0, obtemos o >0, de modo que

| f(x)— L| <&, sempre que 0< |x— a| < 0. No caso de (ii), os autores de livros escrevem

que dado &£>0, existird um J>0, tal que | f(x, y)—L|<8, sempre que

0<\/(x—a)2+(y—b)2 <. Por fim, em (iii), dado £>0, obtemos J >0, de modo

que |f(x,y,z)—L|<8, sempre que 0<\/(x—a)z+(y—b)2+(z—c)2 <.

Do ponto de vista topoldgico, no primeiro caso, a defini¢cdo epsilonica, de raizes

weierstrassianas faz referéncia a um intervalo aberto, do tipo (a—0J,a+0) C R, pois

0<|x—a|<59—5<x—a<59a—5<x<5+a, para todo  x€ Dom(f(x)).

Todavia, no caso (ii), quando escrevemos 0< \/ (x—a)’ +(y-b)’ <&, equivale a
considerarmos 0 < ||(x, y) —(a,b)" < J e esta condicdo refere-se ao conjunto dos pontos

pertencentes a uma bola aberta, de raio 6 >0, denotada por Bjs(a,b) cR? e que

pertencem ao seu interior.

No caso de lim, . S (X, ¥,2) =L, sua respectiva defini¢do epildnica, nos leva a
considerar, do ponto de vista topoldgico, uma bola aberta, de raio d >0, denotada por
Bg(a,b,c)c]R3. Por outro lado, no contexto ensino do CUYV, nido se encontra o
emprego da expressdo “bola aberta”, como se registra nas explicacoes ordindrias

fornecidas pelos livros diddticos de CVV (ALVES, 2011, p. 30).

Em relagdo a tal fato, Revuz (1972) discute as dificuldades inerentes a compreensio da
definicdo de bola aberta de centro a e raio r. Apesar de desenvolver sua argumentacio
no contexto do ensino da nogdo de continuidade, Revuz (1972, p. 283) explica que,

sobre a reta, a bola aberta de centro a e raio r € o intervalo (a—r,a+r), o que descreve

um conjunto em termos de ordem; todavia, no CVV, quando fazemos referéncia a
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expressdao bola aberta, de centro (a,b) e raio 6 >0, que denotamos ha pouco por

Bs(a,b) c R?, ndo ha mengdo a ordenagdo dos seus elementos.

Alguns dos elementos discutidos nesta se¢do, podem ser divisados tanto no CUV como
no CVV; outros ndo, como no caso do sentido topolégico da bola aberta em R e uma
bola aberta no R*, quando se considera a defini¢do de limite. Outros elementos podem
atuar positivamente, quando falamos, por exemplo, dos habitos adquiridos pelo estudo
de regras operatorias no CUV, e que s@o preservados no estudo do CVV. Outros
elementos, entretanto, surgem no CVV, que ndo apresentam sua correspondéncia no

tocante ao significado no estudo do CUV.

Ante tais circunstdncias, quando identificamos elementos (conceito, teorema,
propriedades, simbologias etc.) presentes tanto no CUV como no CVV, e que
determinadas circunstincias preservam sua relacdo e/ou sentido, chamaremos, daqui por
diante, de elementos de transi¢do. Por outro lado, no caso em que temos um elemento
presente apenas no CUV ou somente no CVYV, chamaremos de elementos de ruptura e,
no ambito de nossa investiga¢do, declararemos que estes dltimos dificultam a transi¢io

do estudante no contato com ambos os conteudos.

Apesar da escassez de estudos no Brasil, alguns trabalhos (ALVES & BORGES NETO,
2007, 2011; IMAFUKO, 2008) concernentes ao ensino deste contetido apontam
questdes e elementos que precisam ser considerados nesta transicdo interna, a saber:

(i) um sistema de representagdo simbodlica mais complexo do que o outro; (ii) as
argumentacdes envolvidas nas demonstragdo dos teoremas do CVV envolvem ideias
generalizadas dos feoremas do CUYV, inclusive a natureza das definicoes formais
envolvidas; (iii) a mudangca da natureza geométrica dos objetos matematicos
envolvidos; (iv) a mudanca de significagdo conceitual; (v) o surgimento de regras
operatorias semelhantes, tanto no CUV, como no CVV; (vi) regras operatorias validas
num contexto e inapropriadas em outro; (vii) teoremas do CUV sem interpretacdes
semelhantes no CVV e vive-versa; (viil) definicdoes formais que envolvem uma
mudanga de significado de acordo com a teoria formal e (ix) generalizacdo de nogdes e
definicoes formais.

Antes de encerrar esta se¢do, vamos ilustrar, por exemplo, neste contexto de transi¢do,
os itens (vi) e (vii). De fato, ao decorrer do primeiro contato com o Calculo, os

estudantes dedicam um tempo considerdvel as manipulagdes algébricas condicionadas
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pelas regras operacionais. Em vdarios casos, prerrequisitos como produtos notdveis,
possibilitam o emprego indefectivel de métodos algoritimizad0s4 que privilegiam a
obtencdo da resposta (por intermédio de substituicdes de varidveis), em detrimento do
entendimento do processo envolvido no célculo de limifes ou, segundo Revuz (1972, p.

297), da apropriacdo, por parte do estudante, de uma ideia geral mais importante.

Ademais, teoremas importantes, como aqueles envolvendo a regra de L“Hopital,
Teorema de Fermat e Teorema do Valor Intermediirio, ndo possuem resultados
equivalentes, no contexto do CVYV, a ndo ser na verificacdo e demonstracio formal de
outras propriedades que, em alguns casos particulares, se restringem na avaliagdo do

comportamento em separado, para cada uma das varidveis em R .

Deste modo, com arrimo nas nogdes de elementos transicdo e elementos de ruptura,
buscaremos indicar, no conjunto das obras didaticas investigadas, quais delas
proporcionam melhor transi¢do interna do CUV para o CVV. No préximo segmento, as
apresentamos, descrevemos as categorias de andlise e precisaremos 0S

conceitos/propriedades que funcionaram como objetos de nosso estudo.

2 As obras analisadas

Este estudo foi desenvolvido com base em técnicas de andlise de conteiido (BARDIN,
1979). Primeiro, no quadrol, indicamos as obras didaticas escolhidas. Sublinhamos que
sua escolha foi condicionada com base na adog¢do como livro-texto, para cursos de
graduagdo em Matemadtica (licenciatura e bacharelado), em universidades do Estado do

Ceard (UFC, UECE e IFCE).

Livros de Calculo Autores Editora
Um curso de Célculo—v. 1 ev.2 Hamilton Luiz Guidorizzi LTC
O Calculo com Geometria Analitica — v.
Louis Leithod HARBRA
lev.2
Célculo—v.lev.2 James Stewart Thomson

Quadro 1. Obras analisadas.
Fonte: Elaboracao dos autores.

Segundo, no quadro 2, apresentamos as categorias de andlise (coluna a esquerda) que

empregaremos no sentido de comparar/diferenciar os livros de Calculo supracitados

* Cornu (2002, p. 153) acentua que os exercicios encontrados nos livros dio énfase restrita as inequagdes.
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(quadro 1). Na coluna da direita, indicamos o significado (unidades de significado) com

que interpretaremos cada uma delas.

A escolha das categorias de andlise descritas no quadro 2 foi baseada a partir da
formulagdo das seguintes questdes que encontramos em Alves (2011): (a) Que
mudangas identificamos na transicdo do CUV para o CVV, com respeito a simbologia
adotada pelos livros? (b) Ocorrem mudangas nas regras operacionais aplicadas aos
conceitos do CUV e do CVV? (c) Que mudangas registramos referentes aos teoremas
do CUV e do CVV? (d) No contexto de transi¢do, definicdes formais adquirem novo
significado? (e) Com vista a uma exploragdo intuitiva na transicdo do CUV e do CVYV,

registramos o uso de metdforas nos dois contetidos nos livros didaticos?

Descricao da categoria de analise Significado da analise

Livros que simplificam ou apresentam as
Apresentacdo e descri¢do das simbologias simbologias de modo pormenorizado e
detalhamento.

Propriedades e regras de inferéncia
Regras operatérias condicionadas pela defini¢do formal e/ou
teoremas.

Argumentos empregados na demonstragdo e a

Teoremas e contra-exemplos ~
exploracio de contraexemplo.

Explicacio e significado dispensado pelo autor

Definigao formal do ponto de vista geométrico.

Livros que exploram a interpretagdo intuitiva
Uso de metéforas (geométrica), com o auxilio de metéforas na
significacdo dos conceitos.

Quadro 2. Critério e categorias de analise.
Fonte: Alves (2011).

Observamos que na secdo inicial, indicamos alguns elementos discutidos em Alves
(2011), relacionados com a formulacdo de limite, por meio do épsilon e delta. Deste
modo, no quadro 3, acrescentamos o conceito a ser investigado de continuidade de
Jfungdes, que se mostra presente tanto no CUV (LEITHOLD, 1994; STEWART, 2004a)
como no CVV (GUIDORIZZI, 2010, LEITHOLD, 1999; STEWART, 2004b).

Ademais, o conceito de diferenciabilidade também ¢ encontrado em ambos os
conteddos, todavia, haja vista sua importancia no contexto do CVV, optamos também
por discutir a nocdo de comutatividade das derivadas mistas, com o escopo de
apontar/descrever dificuldades que surgem referentes a sua abordagem. Terceiro,
apresentamos os conceitos e propriedades consideradas no estudo. Sublinhamos que os
conceitos hd pouco mencionados constituem o corpus textual (BARDIN, 1979) sobre o

qual nos debrugamos.
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. . Elementos
Conceitos e propriedades . - -
. . Categorias de analise consideradas presentes
investigadas no
Continuidade/descontinuidade Uso de rr}etaforas © cieﬁmga(.) formal. CUVe
~ Apresentacdo e descri¢ao das simbologias
de fungdes CVV
Teoremas e contra-exemplos
Funcdo derivavel, funcdo A Uso dte rrjetafgras © (iefléuga(.) f(t))rrlnal. CUVe
diferenciavel presentagdo e descri¢ao das simbologias CVV
Regras operatdrias
Comutatividade das derivadas Apresentagao e descrigdo /dz.ls simbologias Apenas no
. Regras operatdrias
mistas CVV
Teoremas e contra-exemplos

Quadro 3. Descricao dos conceitos e propriedades analisadas.
Fonte: Elaboracao dos autores.

Assim, os contetidos do quadro 3 serdo analisados a partir dos elementos que elencamos

a no quadro 2. Na préxima secao, introduziremos a discussio dos dados.

3 Discussao dos dados

O conceito formal de continuidade de fungdes € objeto de estudo, tanto no contexto do
CUYV, como no dmbito do CVV. Este poderia funcionar como importante elemento de
transicdo, todavia, em decorréncia da interpretacdo intuitiva apoiada no uso de
metaforas, no contexto do CUV (LEITHOLD, 1994; STEWART, 2004a), e a verificacdo
da lacuna, no que concerne a uma interpretacdo intuitiva do mesmo conceito, que
observamos nos livros didaticos que consultamos de CVV, a nocdo de continuidade

funciona como elemento de ruptura na transicdo interna.

Recordamos, entretanto, que quando falamos de metdforas (figuras de -caréter
semantico), nos referimos a algo que € frequentemente compreendido exclusivamente
em termos do seu uso, do que seu proprio contetido. (OTTE, 2008, p. 64). Assim,
alguns dos termos que divisamos nas abordagens de autores de livros do CUV
carregam, de modo subjacente, a intencdo, descrita por Otte (2008), da promogédo do
“insight metaférico”, ou seja, um tipo de busca ou intui¢do que proporciona tornar um

processo mental consciente ao préprio investigador.

Com efeito, no contexto do CUV, Stewart (2004a, p. 122) comunica ao leitor que
podemos pensar uma funcdo continua em todo nimero de um intervalo como sendo
uma fungdo cujo grdfico ndo se quebra. O grdfico pode ser desenhado sem remover sua
caneta do papel. Por outro lado, do ponto de vista formal, todos os autores de livros de
CUV e de CVYV, consultados neste estudo, sdo concordes na apresentagdo da seguinte

definicdo formal: dizemos que uma funcdo f € continua em um nimero x=a€ R se

Educ. Matem. Pesq., Sao Paulo, v.99, n.9, pp.999-999, 20xx 633




lim_,, f(x)= f(a).E no caso do CVYV, temos as modifica¢gdes formais necessarias que

acarretam que lim ., f(x,y)=f(a,b), quando no referimos a continuidade no
ponto (a,b)e R*.

Ora, alguns elementos relacionados com a nogédo de limites ja foram expressos quando
discorremos sobre a transicdo do Cilculo. O que acrescentamos, neste caso, por
exemplo, é que, ao recorrermos a propria definicdo formal de continuidade, em nada
nos sugere seu cardter geométrico, muito menos situacdes de uso em que necessitamos

ou ndo retirar “a ponta da caneta do papel”s.

Outro conceito restrito ao CUV que ndo apresenta correlacdo imediata a uma nogdo
estudada no CVV refere-se ao que os autores de livros chamam de descontinuidade
removivel. Stewart (2004a, p. 123) explica que “quando identificamos, com o apelo
visual, no grafico, vdrios pontos em que a fung¢do “pula” de um valor para o outro,

dizemos que a func¢do apresenta uma descontinuidade infinita.”.

No tocante as simbologias, no contexto do CUV, podemos falar da nocdo de

continuidade a esquerda e continuidade a direita, denotadas por lim _ _ f(x)= f(a) e
limx_m+ f(x)= f(a). Por outro lado, apontamos um elemento de ruptura neste caso,

quando ndo temos uma nog¢do equivalente no contexto do CVV. E, ainda, as regras
operatdrias neste caso, explicadas e aplicadas pelos autores no dmbito do CUV, perdem

seu sentido no estudo do CVV. De fato, ndo tem sentido algum a seguinte simbologia

lim(x,y)_ww f(x,y)=f(a,b) ou lim(w)_)(a,h), f(x,y)=f(a,b).

Duval (2011, p. 28) menciona a perspectiva de Condillac, a qual se manifesta em
tempos atuais, em que presenciamos que a simbologia e o estabelecimento de notacdes,
em qualquer drea da Matematica, possibilita a economia de pensamento e uma maior
precisdo para o desenvolvimento dos cdlculos e, também, a aplicacdo das regras de
inferéncia intrinsecas a cada teoria. A emergéncia e a predominancia do simbolismo,
semelhante ao que divisamos de modo particular na evolucdo do Célculo, com uma

forte influéncia de Leibniz (EDWARDS, 1979, p. 232), caracteriza o que Duval (2011,

> Edwards (1979, p- 308) lembra que B. Bolzano (1781-1848) se referiu a no¢do geométrica e intuitiva
relacionada a continuidade como sendo inadequada. O autor comenta ainda que A. L. Cauchy (1789-
1857) usou a mesma defini¢do de continuidade formulada por Bolzano, todavia, Cauchy errou ao
formular a nogdo de continuidade para fungdes em duas varidveis reais.
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p- 24) denomina de desenvolvimento do pensamento matematico.

No caso do CUV e do CVV, afiancamos a ocorréncia de mudancas dristicas no que
concerne ao seu simbolismo. No contexto histérico, por exemplo, encontramos as
variagOes notacionais relativas aos principais conceitos, com destaque para o CUV. Vale
salientar, com efeito, a interpretacdo dindmica da noc@o de derivada, vinculada ao

problema da determinacdo das tangentes, e que Newton, no século XVII, empregava

simbologias do tipo l, que designava o quociente das fluxdes y e x que,
X

. . . . dy dx . .
hodiernamente, designam as seguintes derivadas — e —, como assim explica

dt dt
Edwards (1979, p. 190).

Nos livros atuais, encontramos, seguindo esta tradicdo histdrica, as variacdes

notacionais no CUV, em relagdo, por exemplo, ao conceito de derivada de uma fungdo
\ d dy

y=f(x), em ponto x=a, denotada por df (a), f'(a), d—f(a), d f(a), d—(a) . No
X X

caso do CVV, com respeito as simbologias, deparamos situagdes mais complexas, ao

S o } @b 9

[f(ab)].

considerar notagdes do tipo: % (a,b),=—(a,b),=(a,b) _,,——(a,b) ou—
ox = ox ox ox

ox ox

daf

Um exemplo que merece atencdo diz respeito ao significado das simbologias d—(O),
X

9 0,0 919
ax( ) e o0x

of P [af
dy

(0,0)] O simbolo “0” € invariante em todos os casos, todavia, no

, a0 recorrermos a sua

caso do sfmbolo ai(0, 0) = lim, f(0+Ax,0)~ f(0,0)
ax defini¢cdo Ax

definicdo formal por meio de limite, podemos distinguir que o primeiro simbolo do par
ordenado (0,0) indica o valor ao qual a varidvel x, da funcdo f(x,y), se aproxima
(Ax — 0), na condi¢do em que y =0, enquanto que o segundo simbolo “0”, do mesmo

par ordenado, indica um valor constante assumido por y, ao avaliarmos o limite em

questdo. Esta natureza de descri¢do das simbologias atua como elemento de ruptura.

Vale observar que, no contexto do CUYV, os livros didaticos, de modo geral, fazem

referéncia ao conceito de funcdo derivdvel. Por outro lado, os livros de CVV descrevem
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o conceito de funcdo diferencidvel. Notamos que, dependendo do contexto no qual
fazemos indicacdo a tais propriedades, nos referimos a conceitos completamente
distintos. De fato, ao consultar o livro de Andlise no R" de Lima (2009, p. 124),
observamos que a no¢do de funcdo diferencidvel, respeitadas as particularidades, é a
mesma que encontramos nos livros do CVYV, e que € devida a Fréchet e Stolz. Por outro
lado, no contexto do CUV, derivabilidade é o mesmo que diferenciabilidade. Enquanto
isso, no CVV, a nocdo de diferenciabilidade é bem mais geral do que a de

derivabilidade.

No CUYV, dizer que y=f(x) € derivivel € o mesmo que declarar que ela &
diferencidvel, como se observa em Guidorizzi (2008, p. 137). Enquanto no contexto do
CVYV, quando declaramos que uma funcdo do tipo z= f(x,y) € diferencidvel, como
consequéncia, serd derivdvel em relacdo as varidveis X e y, ou seja, existem suas
derivada parciais e que podem ou ndo ser continuas, entretanto, nao tem sentido dizer
que z=f(x,y) € uma funcio derivdvel, a menos que mencionemos a quais das

varidveis consideramos.

No que concerne as simbologias, na fig. 3 indicamos a diversidade de notacdes

possiveis para as nogdes de derivada parciais. Destacamos um modo de descri¢io

of

detalhada da simbologia, como no caso de a—(x, y), € uma maneira “simplificada” ou
X

“comprimida”, que reduz o objeto ao simbolo f (outro exemplo ocorre com o0s

simbolos ;Bf(x, y)} e f,)- Em relagdo ao emprego de simbologias, ndo podemos
y | 0x

deixar de comentar que tais escolhas ndo sdo acidentais, e sim arbitrarias. E, em muitos
casos, podem ocorrer por conveniéncia e até mesmo razdes estéticas implicitamente

assumidas pelo autor.

Em relagdo a isto, Lima (2009, p. 117) esclarece que, estritamente falando, a melhor

of

notagdo para a i-ésima derivada parcial é 0, f, mas continuaremos escrevendo ——
X

1
por respeito a tradicdo, pelo apelo estético e, principalmente, porque isto torna mais

naturais certas formulas, como por exemplo, a Regra da Cadeia. Na fig. 3, divisamos
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simbologias detalhadas e outras “comprimidas” ou “simplificadas”.

Defendemos que o uso detalhado de simbologias pode atuar como um elemento de
transicdo, na medida em que auxilia a compreensdo da natureza das definicdes e dos
objetos com que lidamos. Além disso, sua exploracdo introdutdria em termos do uso da
lingua natural, com vistas a uma descri¢do verbal, e posterior introdugdo sistematica de
simbologias, obedecerd com fidelidade & prépria evolucdo histérica do Calculo, como
assim o atesta Edwards (1979, p. 242), ao referir-se aos trabalhos de Leibniz, em 1675;
e, em tempos atuais, Gray et al (1999, p. 125) aconselham uma atitude semelhante, no

sentido de se constituir o significado do conceito a partir de sua defini¢do formal.

Notacido para Derivadas Parciais Se z = f(x, ¥}, escrevemos

floy) =fi= L~ 2 fy) = == D= Duf

.Qf _

a dz
ay a—yf(x, ¥ = =f=D:f=D.f

>

Flxy) =f=

FIGURA 3. Diversidade notacional para o conceito de derivada parcial discutida em Stewart (2004).
FONTE: Stewart (2004).

No tocante as regras operatdrias, observamos em Guidorizzi (2010, p. 189) a seguinte

fx,+h)— f(x,)—ah -0
h

condi¢do lim, , significando a diferenciabilidade no ponto

x=x,. Por outro lado, o caso do CVV, o mesmo autor escreve

JFxy+hy, +k)—f(x0,yo)—gi(xo,yo)h—ai(xo,yo)k
X dy

r(00) H(h.k)H =0, para indicar o mesmo

lim

conceito. Nestes casos, tanto as regras operatdrias para a verificacdo da existéncia
destes dois limites sdo distintas, como os significados geométricos atribuidos a cada
uma delas. De fato, no CUV, o significado atribuido em relacdo ao primeiro limite
refere-se & melhor aproximacio possivel da fun¢do y = f(x) a uma retano R*, descrita

por (y—f(x))=f"(x,)(x—x,), todavia, a segunda condi¢do significa a melhor

aproximagio da  funcdo por um plano no R’, descrito  por

of

T(xy )’) = f(x()y y())_a

d
(x5 y())x_ai(xo’yo)y :
y

Reparamos que, no CUV sdo essenciais o estudo que se faz do comportamento e as
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informagdes geométricas (crescimento/decrescimento, identificacdo de extremos e
concavidade) que se pode extrair das fungdes f'(x)e f"(x), e que representam a
primeira e a segunda derivadas da fungdo y = f(x). Por outro lado, no ambito do CVV,
Guidorizzi (2010), ao destacar as derivadas de ordem superior, diz que se pode
evidenciar o cariter intricado e regras de natureza intrinseca complexa, relacionadas aos

operadores diferenciais 9 c 9 que indicam a operacdo de diferenciacdo (figura 4).
ox dy

Além disso, diferentemente do que ocorre no CUV os autores de livros de CVV, ndo
relacionam as derivadas de ordem superior, por exemplo, com a concavidade da curva.

14.1. DERIVADAS PARCIAIS DE ORDENS SUPERIORES

AF 3
!ch{_.'.'f_

Sejaa fungio z = f(x ¥); na Segiio 10,1 vimos como construir as fungoes -
dx dy

. Da

mesma forma, podemos, agora, consiruir as funcdes:

Pf_ 3 |”£j Ff _ o for) af _ 8 (g] 2f _ 2 (ij
Ax? dx \ox S EJ,';‘2 ay I dy " dx dy dx | dy " dy ox ay \ dx '
af _a (&af 3 f _i( a*f ]:.-w

ax? ax | ax2 | ax oy ax dx \ Ay dx )

o

FIGURA 4. Diversidade notacional para o conceito de derivada parcial discutida em Stewart (2004).
FONTE: Guidorizzi (2010, p. 186).

Outro episddio referente ao uso de metaforas pode ser registrado no contexto do CUV.
Stewart (2004a, p. 170), em relacdo ao conceito de diferenciabilidade, esclarece que em
geral, se o grdfico de uma fungdo f tiver uma “quina” ou “dobra’, entdo o grdfico de
f ndo serd tangente nesse ponto, e [ ndo serd diferencidvel ali. Em guidorizzi (2008)
ndo divisamos este apelo intuitivo para o conceito. J4 no contexto do CVV, a ideia
geométrica de funcio diferencidvel, em duas varidveis reais, € a existéncia de um plano

tangente num ponto. Na fig. 5, vemos o desenho sugerido por Guidorizzi (2010, p. 201).

plano tangente

FIGURA 5. Diversidade notacional para o conceito de derivada parcial discutida em Stewart (2004).
FONTE: Guidorizzi (2010).
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Com respeito ainda as derivadas de ordem superior, no CVV encontramos um
importante teorema que possui natureza insodlita, se comparado ao que se estuda no
CUYV. Chamado de Teorema de Schwarz, segundo Guidorizzi (2010), ou o Teorema de
Clairaut-Schwarz, consoante Stewart (2004b), ou ainda sem nenhuma atribui¢do com
respeito a autoria do teorema, como no caso de Leithold (1999, p. 756), o mesmo

caracteriza a comutatividade do processo de derivacdo parcial.

Chamamos a atenc¢do quanto a diversidade de enunciados e a variacdo da descricdo das
hipdteses necessdrias para a verificacdo do Teorema de Clairaut-Schwarz. Na fig. 6,
colocamos em evidéncia a descricdo fornecida por Stewart (2001b, p. 902). Note-se que
os comentérios do autor, referentes a demonstracéo, remetem o leitor ao apéndice F da

obra (p. A3).

Note que fy = fi po Exemplo 6. Isso ndo € s6 uma coincidéncia, As derivadas parei-
wis mistis Sy ¢ fie 580 iguais para a maioria das fungbes que enconlramos ni pratica, ()
prowime worema, do matemdtco francés Alexis Clairaut (1713-1763), fomece condigies
sob s guais podemos afirmar que fr = fir. A prova € feita no Apéndice F,

Suponha que f seja definida numa bola D gque contenha o
ponto (g4, ). Se as funcoes f., e f. forem ambas continuas em 3, entdo

.ﬂ-{a- k) =_F,l-x(“s b)

FIGURA 6. Descri¢do do teorema de Clairaut-Schwarz descrito em Stewart (2001b).
FONTE: Stewart (2001b).

Observamos que o enunciado conhecido como Teorema de Schwarz (figura 7), que
encontramos em Guidorizzi (2010, p. 276), € distinto do enunciado da fig. 6, no que diz
respeito a caracterizacdo da classe de diferenciabilidade da fungdo. Guidorizzi diz que
uma funcdo € de classe C z, quando suas derivadas de 1* e de 2* ordem sdo continuas,

enquanto que Stewart (2001, p. 902) menciona a continuidade das derivadas mistas.

Teorems {de Schwarz). Seja f: 4 C IR* = IR, A aberto. Se f for de classe * em A4,
entio,

2 ¥F
(. ¥)=
dx dy dy dx

(x,¥) paratodo(x, ¥)EA.

FIGURA 7. Descri¢ao do teorema de Clairaut-Schwarz descrito em Guidorizzi (2001).
FONTE: Guidorizzi (2010, p. 276).

Guidorizzi (2010) fornece as intricadas relagdes possiveis para as simbologias
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relacionadas ao citado teorema que atuam como elemento de ruptura (figura 8).

o= ot = 2o (L) =25 - 22
(= o = e = %) B a_isz B aizgx
=== 3 () = s i
B = foo = fir = 2= (%) I A

FIGURA 8. A diversidade notacional para o conceito de derivada parcial como elemento de ruptura.
FONTE: Guidorizzi (2010, p. 276).

Leithold (1999, p. 754-756), por sua vez, apresenta o enunciado do mesmo teorema,

como exibimos na figura 9, e comenta, na mesma se¢do, a diversidade de notagdes para

0 mesmo objeto matemdtico, ao apresentar as seguintes notagdes: D, (D,f), Dnf , fo,»

Lis

fos Dy () dyox

. Podemos agora comparar os enunciados das figuras 6, 7 e 9.

Teorema Suponhamos que f seja uma fungdo de duas varidveis x e p definida sobre
um disco aberto B((xy, ¥o); r) ¢ que fy, fy, fyy e fy_t também sdo definl-
das em B. Além disso, suponhamos que fy e fyx sejam continuas em B.
Entido,

.ffk‘{xﬂr Yo) = me‘{xnf Vo)

FIGURA 9. Descri¢ao do teorema de Clairaut-Schwarz descrito em Leithold (1999).
FONTE: Leithold (1999).

Seguindo as categorias de nossa andlise (quadro 2), sublinhamos que as situacdes de
aplicagcdo de contraexemplos, por parte de cada autor que consultamos, evidenciam um
cardter limitado. Na verdade, os autores Alves & Borges Neto (2011) encontraram duas

tendéncias de abordagens e aplicacdo deste teorema de destaque no CV'V.

A primeira tendéncia se manifesta pela analise restrita em um ponto (a,b) particular,

2 2
onde se verifica a ocorréncia de o f (a,b) # o f (a,b) e, em nenhum momento,
dyd 0xdy

se faz referéncia a verifica¢do da classe de diferenciabilidade da funcio; enquanto isso

na segunda tend€ncia, autores como Stewart (2004b, p. 901) exploram uma situagdo em
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que sempre temos a verificacdo da propriedade, sem, no entanto, discutir as hipdteses
(classe de diferenciabilidade da funcdo) do teorema. Tal atitude ndo nos parece ser
vantajosa, na medida em que se perde a oportunidade de se estimular o raciocinio 16gico

do leitor, relativo ao entendimento da relagdo entre hipdtese e tese no CVV.

4 O uso da tecnologia no contexto da transiciao interna

Na secdo anterior, destacamos os elementos de transicdo e os elementos de ruptura
relacionados ao processo de transicdo interna do CUV para o CVV. Nesta parte, a partir
dos elementos apontados em Alves (2011), discutiremos as possibilidades de se
fortalecer, no contexto do ensino, os elementos de transicdo e de evitar e/ou superar os
elementos de ruptura. A existéncia de elementos que podem atuar no sentido de
dificultar a aprendizagem no contexto do CVV ¢ indicada, por exemplo, nos estudos de

Imafuko (2008) e Martinez-Planell & Trigueros (2009; 2010).

Nossa posicdo, relativa a possibilidade de explorar o uso da metidfora como elemento de
transicdo € posta em destaque, entretanto, ao advogarmos tal uso, colocamos énfase no
conhecimento baseado na intui¢do, em detrimento do conhecimento baseado apenas nos

simbolos e na algoritmizacao.

Como um exemplo inicial (figura 10), apesar de fazer referéncia a um conceito em

Andlise Real, Lima (2010, p. 364) explica que hd convergéncia pontual da funcdo
f,(x)=x"-(1-x") para a funcdo identicamente nula em [0,1], e que ndo pode ser
uniforme, pois cada grafico apresenta um calombo, cuja altura se mantém constante,
igual a 1/4 . Duval (2011, p. 25) recorda a perspectiva de Leibniz, quando este imprimiu
énfase ao conhecimento simbdlico em Matematica, todavia, as explicacdes ha pouco
sublinhadas por Lima (2010) acentuam um conhecimento amparado na intuicdo e nas
qualidades visuais do objeto (figura 10), e ndo apenas ao conhecimento simbdlico, posto

h4 séculos em primazia por Leibniz.

Neste caso, a metifora que envolve o uso do termo “calombo” evoca uma imagem
fornecida pelo computador e indica uma regido, nas proximidades do ponto x=1, em
que os vértices das curvas no plano R* se aproximam (fig. 10). Sublinhamos que o uso
do computador proporciona a exploracdo de vivéncias apropriadas para a constru¢io
deste e de outros conceitos do Célculo, como evidencia Cornu (2002, p. 166). Todavia,

seu uso de modo casual ou esporadico é pouco produtivo. Deste modo, concordando
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com Cornu (2002), se torna importante a reflexdo em torno de estratégias pedagdgicas

de maior eficacidade e a busca de resultados de maior significancia.

2 Maple 10 - [Untitled (1) - [Server 17]
9P File Edit View Format Style Legend Axes  Projection Export ‘indow Help — =

[Ol=[eR[S] (%[ (S]] EIT[E] ERE] [==] (@] [=]=1] H
[p77.oce [ S === ] ) 0 T
[ plot({{seqg(x™t*{(1l-x"t) , t=1..10)},x=—0. .1 ,color=red) ; -
0254 R
T TRy
<R
7
0.2 /l i
i
N\
0.15 [
- o -
0.054
o 0.2 0.4 0B o’s

Tirme:  0.2% Butes: 320K | Available: 161G

FIGURA 10. Griéfico fornecido pelo software Maple que explica o sentido do uso de um termo
metaférico
FONTE: Alves (2011).

Com esta preocupagdo, propomos maior “precisdo”’, se € que assim podemos chamar,
das terminologias metaféricas empregadas no caso da descontinuidade no CUV e no
CVV. No CUYV, podemos ter descontinuidades que sugerem a ideia de: um “furo” (a),
uma “rampa” (b) e um “precipicio” e/ou “desfiladeiro” (c) (fig. 11). De modo
semelhante, como consequéncia da deficiéncia dos livros que consultamos, em relacido
ao CVYV, descrevemos descontinuidades que sugerem a ideia de: “buraco” (d), “rasgo”
(e) e “vulcao” (f) (fig. 12).

(a)

/ / 5 o T

FIGURA 11. Uma hierarquizagdo do uso de metdforas com respeito a no¢ao de continuidade no CUV.
FONTE: Elaborag¢@o dos autores.
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No quadro anterior, com amparo nos termos metafdricos que designamos, do ponto de
vista intuitivo, torna-se mais claro a relagdo, por exemplo, do termo “furo”, com o caso
de uma descontinuidade removivel, como os livros de CUV fazem referéncia, ou, do
ponto de vista da Andlise Real, temos uma descontinuidade de 1* espécie. O vocabulo
“precipicio” da a entender que ocorre uma interrup¢do na trajetdria, se imaginamos um
moével descrevendo o grifico (c), figura 11. Aqui temos uma descontinuidade ndo

removivel, ou, do ponto de vista da Andlise Real, uma descontinuidade de 2 espécie.

Ao compararmos as palavras “furo” e “buraco” que empregamos no sentido metafdrico,
podemos discriminar, no primeiro caso, que o auxilio a uma terceira dimensao nio se
faz necessdrio para a significacdo dele. Por outro lado, quando pronunciamos o termo
“buraco”, a ideia que buscamos evocar na mente do sujeito € o movimento executado

em trés dimensdes, com vistas a superar o obstaculo (fig. 12d).

Tal discriminagdo harmoniza as dimensdes necessarias para a significacfo, uso de cada
metéafora e a evolugdo de concepgoes espontdneas (CORNU, 2002, p. 154), haja vista
que no primeiro caso no restringimos ao R*, enquanto no segundo caso consideramos o
R®. Esta descricio pode atuar como elemento de transicdo, na medida em que
impulsiona o raciocinio por analogia e a ligacdo conceitual. Registramos uma posicdo

semelhante a nossa defendida na tese de Cruz (2000, p. 82).
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FIGURA 12. Uma hierarquizagio do uso de metdforas com respeito a nog¢ao de continuidade no CVV.
FONTE: Elaborag@o dos autores.

Com respeito ainda a nogdo de limites, nos livros de CUV, encontramos vdrias paginas

dedicadas a apresentacdo de suas regras operatorias, por exemplo, no caso de
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propriedades do tipo lim_, (f(x)*g(x))=lim _,, f(x)tlim_,, g(x)(*). Neste e em

outros casos, toda a argumentacio € desenvolvida pelos autores, baseando-se no modelo

por épsilon e delta, que evidencia todo seu poder de generalidade, quando, dado um
£>0, se escolhe a seguinte relagdio emblematica O =§ (LEITHOLD, 1994, p. 65;

GUIDORIZZI, 2008, p. 97), o que verifica a igualdade (*). Por outro lado, no caso do
CVYV, nao registramos o mesmo empenho dos autores consultados, na verificacao das

mesmas propriedades envolvendo o épsilon e delta.

Neste sentido, Guidorizzi (2010, p. 163) sublinha no inicio do capitulo 9 que esta secdo
é quase uma reproducdo dos topicos abordados no Cap. 3 sobre limite... razdo pela
qual a maioria dos resultados serd enunciada em forma de exercicios. E, dando
prosseguimento a sua exposicdo, um pouco mais adiante, acrescenta que continuam
validas para funcdes de duas varidveis reais a valores reais as seguintes propriedades
dos limites cujas demonstracdes sdo exatamente iguais as que fizemos pra fungoes de

uma varidvel real (reveja o Cap. 3 do Vol. 1). (GUIDORIZZI, 2010, p. 166).

No mesmo capitulo, ndo encontramos nenhum exercicio, resolvido ou proposto, no qual

o leitor evidencie o emprego da referida propriedade no caso do CVYV, que pode ser
descrita por hrn(x,y)—)(a,b) (f(-x’ J’) t g(x7 )’)) = lirn(x,y)—Ka,b) f(x’ y) ilirn(x,y)—>(a,b) g(-x’ J’) . Nao

obstante, em virtude da complexidade das opera¢des envolvidas fora da origem, quando

encontramos a indicacdo desta ultima igualdade na aplicacdo de exercicios, ela €

descrita como segue im0 (6 ) Tg(y))=lim, o0 fEoy)Fm, o0 206 y) ().

A nog¢do de limite € exigida para a verificagdo de vérios teoremas do CVV. Por outro
lado, com a exploracdo de tecnologia podemos evitar determinados elementos de

ruptura, como as propriedades e as regras operacionais que discutimos ha pouco.

Com esta preocupacgdo, na figura 13, com o auxilio do software Maple, exibimos os

Cl F of

grificos das seguintes derivadas: —()g ), —(x, », ——(x, y)eaz—()g y), para valores

Ay " v

N

(x,y)e R*—{(0,0)}. No que se refere, por exemplo, a verificacdo das hipéteses

necessdrias para a comutatividade das derivadas mistas, evidenciamos a tarefa

fastidiosa, ante o tamanho das expressdes exibidas na figura seguinte.

Ao recorrermos, porém, ao software, de posse das expressdes das derivadas de 1* e de 2°
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ordem, podemos verificar M, ) 00 [gz 64 y)ig (x y)Jzﬁn}mHm»

e

ax(x,y>ﬂi%m®§<xy)(***)

e, em seguida, investigar a continuidade das derivadas parciais de 1* ordem.

Sublinhamos a semelhanca das igualdades (*), (**) e (*¥**), entretanto, nenhum dos
autores consultados explora situacdes como a que fizemos referéncia em (***). E em
virtude disto, perdem a oportunidade de realizar uma relacdo conceitual inerente as

propriedades operatdrias, tanto para o caso de limite como no de derivadas parciais.

[ Maple 10 - [Untitled (1) - [Server 1]]

@File Edit Wiew Insert Format window Help P ) e
[Ole[®[R[S] [ [E[B] [>] ] [Z]T][] [S6E] [=][=] [O] [c[* ][] [1] [ []
3 || (G F |11
[> F:=x*y*x(x"2-y"2)/(x"2+y"2) ; o
- .
e
SET
L x +y
[> Diff(f,x)=diff(£f,x);
2 2 2 2 2 B =3 B =)
i[Xy(x it )}y(x S N t® ¥ BE PUE 9 )
Bx 2 T2 2 32 2
x +¥ x +» x 4y o o
L (™47
[> Diff(f,y)=diff(£f,v)
2 2 2 2 2 2,2 2
i[xy(x = )}_X(x —yy 2xy Zxy (x—y)
By x2+y2 x2+y2 x2+y2 - 7]
L GxiHE )
[> DAiff(f,x,x)=diff(f,x,x);
2 2z 21 g 3 3 2z
2 [Xy(x =, )]_ D, B NR o R B P S )
2 5 2 - . 2 2 3
Bx x4y x4y 2, 2 Dm0 Dite: D
L (x etipra) (=472 (=427
[> Diff(f,y,y)=diff(f, v, y)/,
2 2 2 2 2 3 3,020 LD
8 [xy(x = )}__ b SrGE sy 0w, Bey | BEy s o
2 P 50 - L. B 2 2 3
ay x x+y 2.2 DE_ D 2,2
(x"+x72 G R (x40 =
Time: 0.1z | Butes: 320K | Awvailable: 237G

FIGURA 13. Uma hierarquizagdo do uso de metaforas com respeito a nocao de continuidade no CVV.
FONTE: Alves (2011).

Os autores aqui consultados apresentam para o leitor o tnico contra exemplo relativo a

2 2
funcdo que nos referimos em se¢des anteriores, definida por f(x, y):xy-%.
X+

y
Assim, perdem a oportunidade de explorar, como arrimo na tecnologia, outros contra-
exemplos interessantes, como os fornecidos por Karl Hermann Amandus Schwarz

(1843-1921) e por Giuseppe Peano (1858-1932).

Hairer & Wanner (2008, p. 317) sugerem, ainda, empregando uma notacdo moderna, as

propriedades da funcdo f(x,y)=xy-g(x,y), onde a funcdo g(x,y) é limitada e nio

necessariamente continua nas vizinhancas da origem do sistema R*. Assim, os autores
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Sy~ fO.y)

consideram g—f 0,y)=lim__, =lim_,,y-g(x,y).
X

X
E, em seguida, avaliam a seguinte expressao da derivada
of of
2 7(09)7)_7(030) 1 . —
o (0,0>=a[af<0,y>}:1imvao o 0, | Moy 8DIZ01 N
dyox dy | ox ’ y ’ y

sequéncia, obedecendo ao mesmo raciocinio, os autores explicitam

9’ f
0xdy

derivada mista

(0.0)=1lim,_,[lim_, g(x.y)].

limite interado
O aspecto que merece atengdo aqui € a descricdo do comportamento das derivadas
mistas com base no comportamento dos limites interados, que indicamos hé pouco, por

lim _[lim , g(x, y)], que obtivemos a partir da fun¢do g(x,y). Notamos, ainda, que,

de acordo com o teorema enunciado (figuras 6, 7 ou 9), devemos ter

9 f
0xdy

. . . . 9’
(0,0) =Tim,_,[Tim,_, g(x,y) | =lim,_, [lim _, g(x, y)]zay(_;; 0,00 E a

verificacdo final requer a avaliagdo do comportamento e da igualdade dos Ilimites

interados, tratamento omitido pelos autores que investigamos.

Argumentacdes desta natureza proporcionam relacdo ainda mais estreita entre os
préprios conceitos do CVV e podem auxiliar a transicdo interna do CUV para o CVV,

pois evidenciam a relagdo entre os préprios conceitos do CVV.

Nas se¢des anteriores, discutimos também e analisamos os enunciados do teorema que
caracteriza a comutatividade das derivadas mistas (figuras 6, 7 e 9), entretanto, quando
exploramos as potencialidades do software, podemos proporcionar ao aprendiz um
modo de “acesso direto” aos objetos envolvidos. Assim, recordamos que Duval (2011,
p- 19) descreve um modo de “acesso direto” aos objetos matematicos, por intermédio do
uso de suas representagdes, ao colocar em evidéncia a importancia do termo plurivoco
“intuicdo”.

No caso da figura 14, por meio de uma apreensio perceptiva e intuitiva, um observador,
avaliando as propriedades qualitativas dos gréaficos em 3D, pode desenvolver uma
atividade argumentativa com o objetivo de abstrair as propriedades concernentes a

continuidade e diferenciabilidade das fungdes envolvidas. Pode ainda, ao visualizar o
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o’ f o’ f
0xdy (r.y)e dyox

comportamento dos graficos de

(x,y), comprender que,

geometricamente, fora da origem, estas representacdes particulares de um objeto

matemadtico coincidem (fig. 14, lado direito).

FIGURA 14. Identificacdo e reconhecimento visual das derivadas de 1* e de 2% ordem.
FONTE: Alves (2011).

Encontramos em Hairer & Wanner (2008, p. 328) um contraexemplo histérico fornecido
do H. A. Schwarz, encontrado em 1873, descrito pela seguinte funcio:

S(x,y)=

X

x?arctan (Lj — y?arctan [%j se (x,y) # (0,0)

0 se (x,y)=(0,0)

Salientamos o cardter pouco produtivo de requisitarmos dos aprendizes a verificacdo do
comportamento das derivadas de 1* e de 2* ordem dessa fun¢do, fora da origem, sem o
auxilio computacional. Sendo assim, a tarefa se resume no dominio da habilidade em
lidar com expressdes algébricas complexas e, ao final desta drdua tarefa, nio podemos

esperar que os aprendizes se tornem mais inteligentes, € mesmo que isto assegure sua

compreensdo do significado geométrico de simbologias do tipo aa[gf(o,o)} e
x| dy

0| of
—|5-(0,0) .
dy | ox

Por outro lado, o estimulo a habilidade cognitiva fundada na visualizacdo e
compreensdo geométrica dos conceitos, quando estimulada de modo contiguo, tanto no
CUV como no CVYV, pode funcionar como um elemento de transigdo relevante. Esta
preocupacdo deveria ser constante nos livros de Célculo e se mostra mais adequada para

um curso de licenciatura em Matematica.
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Consideracoes finais

Quando reportamos ao ensino do CUV e do CV'V, precisamos respeitar as caracteristicas

intrinsecas de cada contetiido. De fato, o primeiro possui seus fundamentos em Andlise

Real, enquanto no segundo caso, sua fundamentacio reside em Andlise no R" .

Toda nossa discussdo cotejou apenas o contexto da transicdo interna do CUV para o
CVYV, no ambito de um curso de licenciatura. Deste modo, com respeito aos pardmetros
curriculares atuais que delineiam o perfil do licenciado, que o distinguem do perfil do
bacharel (RESOLUCAO CNE/CES 1.302/2001), niio reconhecemos a importincia do
dominio aprofundado, por exemplo, das provas e demonstragdes usuais presentes nos

livros de CVYV, uma vez que, apenas no caso do bacharel, o aprofundamento em Andlise

no R" se torna uma exigéncia.

No Brasil, do ponto de vista curricular, os conteidos do CUV funcionam como
prerrequisitos para o que se apresenta depois no CVV. A énfase na algoritmizagéo, do
que se estuda neste periodo de transicdo académica, parece ndo ser um problema apenas
nosso. De fato, Cornu (2000, p. 153) indica dificuldades semelhantes no programa
oficial francés, e por ele sdo exemplificados alguns casos nos livros utilizados em seu
Pafs, todavia, aspectos positivos devem ser registrados, uma vez que o0S textos
matemadticos franceses, como esclarece Cornu (2000, p. 153), usam a nocdo de limite de

um modo intuitivo, sem a defini¢do formal, para introduzir a nocdo de derivada.

z

O importante € atentar para o fato de que mudangas curriculares possibilitam as
mudangas nas praticas metodoldgicas, entretanto, na condicao em que os conteidos sdo
abordados pelos livros didaticos no Brasil e, consequentemente, na dependéncia da
metolodologia empregada, temos a oportunidade de explicitar e fazé-los sentir a
necessidade e a reutilizacdo de saberes matematicos adquiridos em um novo contexto

matematico e, neste caso, falamos do CVV.

Nem tudo, entretanto, transcorre de modo natural e deparamos situagdes recorrentes em
que os aprendizes levantam questionamentos sobre a regra de L Hopital ou outros
teoremas importantes no contexto do CUV, que deles exigiram horas de estudo, na etapa

anterior, e que agora, no contexto do CVV, ndo encontram resultados semelhantes.

Nao advogamos, todavia, a relevancia inquestiondvel do continuismo do estudo dos

varios conceitos do Cilculo, e sim a evidéncia de que os saberes matematicos
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adquiridos no CUV apoiam, fortalecem e auxiliam, de modo pratico e direto, ao

entendimento dos saberes matematicos inerentes ao CV'V.

De modo esquematico, neste estudo, a partir das analises das obras didaticas elencadas
em nosso intréito, esquematizamos os dados exibidos no quadro abaixo. Nele
imprimimos énfase nos elementos de transicdo e nos elementos de ruptura atuantes no

processo de transicdo interna do CUV para o CVV.

A relevancia de colocarmos em destaque os elementos de ruptura € justificada na
medida em que o professor, consciente destes entraves, a partir de sua metodologia,
possa atenuar e mesmo evidenciar os saberes matemdticos comuns a ambos os
conteidos, bem como os saberes de natureza insélita do CVV, mas que necessitam,
todavia, do aprendizado anterior, para o seu entendimento e a contiguidade do processo

de aprendizagem.

Nocoes e conceitos CUV | CVV Comentarios

Modelo ou formulacéio por €€ ¢ | Sim | Sim | (Elemento de transi¢do). Presente
tanto no CUV como no CVYV,

todavia, as regras operatorias
condicionadas por sua definicdo
formal e as expressoes algébricas
tratadas sdo distintas.

Limites laterais Sim Nao | (Elemento de  ruptura). As
lim . f(x)elim _ f(x) simbologias e o significado
= = geométrico no CUV perdem o
sentido no CVV.
Limites interados Nao Sim | (Elemento de tramsi¢cdo). A
lim _,[lim,_ f(x)]] aplicacdo de regras operatdrias
’ envolvidas com este conceito
¢ proporciona o tratamento de
limx_m [hmy_,b Fll funcdes em uma varidvel real,
semelhante ao caso do CUV.
Descontinuidade removivel Sim | Nao | (Elemento de ruptura). Nao ha um
conceito semelhante, que indica a
generalizacao desta ideia,
correspondente no CVV.
Derivabilidade Sim | Nio | (Elemento de ruptura). Esta nocdo

formal possui sentido apenas no
contexto do CUV

Diferenciabilidade Sim | Sim | (Elemento de transicdo). Nogdo
mais geral e admite sentido e
descricdo formal, tanto no CUV e

no CVV.

Derivada parcial Nao Sim | (Elemento de ruptura). Apesar de
of of ser um conceito restrito ao CVV, o
a— (x,y) e a— (x,y) mesmo  conceito  pode  ser

X y explorado, de modo intuitivo, no

CUV.
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Derivadas de ordem superior Sim Sim | (Elemento de ruptura). Por outro

3 f 2f lado, possuem significados
——(x,y) e (x,y) completamente distintos em cada
dxox dydy teoria de base. Os livros

consultados  apresentam  uma
diversidade de enunciados.

Comutatividade das derivadas Nao Sim | (Elemento de ruptura). Podem ser
descritas, em certos casos como
limites  interados. Os  livros
consultados ndo realizam esta
ligacdo conceitual.

Uso de metaforas na Sim | Nao | (Elemento de transi¢do). Nos livros
explicacio/significacdo dos observamos a exploragdo de
conceitos metaforas apenas no contexto do

CUV. O uso deste recurso
pedagégico no CVV pode ser
intensificado com arrimo na
tecnologia.

Fonte: Elaboracao dos autores.

Como acentuamos na secao anterior, a tecnologia fornece possibilidades auspiciosas no
ensino do Cdlculo (ALVES, 2011), como assim o indica também outros autores
(HENRIQUES, 2006), todavia, nos autores de livros consultados, registramos o recurso
a tecnologia somente no caso de Stewart (2004). No outros dois, os autores ndo
recorrem a tecnologia para suas abordagens de conteido, e entendemos que os graficos
e desenhos explorados por Guidorizzi (2008; 2010) poderiam ser aperfeicoados, com

vistas a priorizar a visualizacdo.

Na tese de Alves (2011), os softwares Geogebra e Maple sao explorados em situacdes
didéticas de aplicagdo de uma metodologia de ensino. Nas situagdes estruturadas, os
alunos deparam situa¢des em que podem desenvolver uma percepg¢do relacional entre os
graficos produzidos pelo Geogebra (no contexto do CUV), e aqueles produzidos pelo

Maple (no contexto do CVV). Na figura 15, do ponto de vista geométrico, o aprendiz

en(x?) sen(x> +y%)

~ ~ s
compreende as relagdes entre as fungdes r(x)=——— € r(x,y)= Na
X

2 2
X +y
verdade, os aprendizes devem perceber que o grafico em R’ é constituido a partir das

curvas parametrizadas (que destacamos em azul).

A discriminag@o das propriedades figurais de uma representacio grafica pode constituir
ardua tarefa, como assim acentuam os autores Henriques, Attie e Farias (2007, p. 72).
Com o apoio computacional, todavia, temos a oportunidade de explorar vérias

propriedades na figura e, neste caso, o grafico no espaco tridimensional.
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\\\ r(x,y):w
! X+ y

sen(x?)
2

r(x)=

/\f\/\
T%VVV4\/\.7 o 3 \J ¥V VY YE ]

FIGURA 15. Identificac¢do e reconhecimento visual das derivadas de 1* e de 2°* ordem.
FONTE: Alves (2011).

Além disso, o estudo no locus académico proporciona exigéncias inéditas aos
estudantes recém egressos do contexto escolar. Com efeito, o formalismo se manifesta
na medida em que as propriedades dos conceitos sdo deduzidas a partir de teoremas
(GRAY et al, 1999, p. 117). Evidenciamos, assim, uma dose maior de formalismo nas
obras de Guidorizzi (2010) e Leihold (1994, 1999), o que, no que concerne ao nNosso
contexto de pesquisa, seu uso em cursos de licenciatura requerem maior vigilancia e

cuidado do professor.

Por outro lado, a combinagdo da intuicdo, da visualizagdo e do formalismo, como
aconselham Gray et al (1999, p. 130), pode promover uma transi¢cdo mais natural do

CUYV para o CVV. Assim, o livro de Stewart (2004a, 2004b) promove melhor transi¢do.

Para concluir, vale comentar nossos resultados, com respeito aos conceitos e
propriedades analisadas, que exibimos o quadro 2, destacando a nog¢do de

comutatividade das derivadas mistas e sua descricdo em termos de limites interados.

Tal relacdo conceitual (limite interado — derivada mista), contudo, ndo foi verificada em
nenhuma das obras analisadas. Alids, a nocdo de limite interado, que possibilita a
andlise de condi¢des apenas necessdrias para a existéncia do limite, ndo € contemplada

nestes livros.

A partir desta relacdo e outras possiveis de se obter, trazemos, na fig. 16, uma
modificacdo da fig. 1, no intuito de explicitar ndo apenas a importante relacdo entre os
contetidos de CUV e de CVYV, mas, de modo semelhante, evidenciar as proprias relacdes
conceituais do que estudamos no CVV. Estas relacdes podem sugerir caminhos para

futuras investigacdes sobre o ensino do Calculo a Vérias Varidveis.
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@ processo de Limite (In
Limxaaf(x) =L % Lirn(x,yja(cz,b)f‘:x:y) =L

I I

x, + Ax)— f(x x — fix
Sxg) = Lim,_, i AX) Sx) - g(ﬂcn,yu)=Limﬂ)HD TS °+Ax’2°3 Sxo. ¥0)
I derivagio I
[[reoax > [ rex
Processo

de integragio

FIGURA 16. Identificacdo e reconhecimento visual das derivadas de 1* e de 2 ordem.
FONTE: Alves (2011).
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