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Resumo

Apresenta-se uma Engenharia Didatica — ED, com o tema envolvendo situacfes de
ensino, no contexto de uso regra de L"Hospital no curso de licenciatura em Matematica
do Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceara - IFCE. A
fase de experimentacdo e validacdo da ED é apoiada na metodologia de ensino
nominada Sequéncia Fedathi. Deste modo, produziu-se um clima de investigacdo em
duas atividades, com a participacdo de quatro duplas de alunos da licenciatura em
Matematica, nas quais, o uso do Geogebra se mostrou essencial. Na etapa de analise a
posteriori, destacamos: com a exploracdo do software, os alunos comparam os dados
de natureza geométrica com os de natureza analitico-algébrica; o software possibilitou
um entendimento, mediante a natureza da mediacdo didatica, da manifestacdo de
indeterminacBes de natureza geométrica, além de evitar a aplicacdo irrefletida da
regra, 0 que € recorrente num ensino que se limita ao quadro algébrico.
Palavras-chave: Engenharia Didéatica; Regra de L"Hospital; Geogebra.

Abstract

It presents an Didactical Engineering — DE, with situations involving the issue of
education, in the context of the use of L'Hospital rule, in the course of a degree in
Mathematics from the Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Estado
do Ceara - IFCE. The phase of experimentation and validation of DE is supported in
the teaching methodology nominated Fedathi sequence. Thus, there has been a research
climate in two activities, with the participation of four pairs of undergraduate students
in Mathematics, in which the use of GeoGebra proved essential. In the subsequent
analysis, include: the exploitation of software, students compare the datas with the
geometric nature of the analytic-algebraic nature, the software enabled an
understanding, through the didactic nature of mediation, the manifestation of
indeterminacies in nature geometric, and avoid the unthinking application of the rule,
which the applicant is a teaching that is limited to the algebraic framework.
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Introducao

Este trabalho apresenta os resultados pertinentes a um estudo desenvolvido num
contexto de aplicacéo particular de ensino do Céalculo. Assim, desenvolvemos no curso
de licenciatura em Matematica uma investigagdo que teve como objetivo conceber uma
Engenharia Didatica — ED com vistas a estruturacdo/exploracéo de atividades de ensino
apoiadas, em suas fases de experimentacéo, nos pressupostos da Sequéncia Fedathi —

SF, envolvendo a regra de L"Hospital.

Neste artigo, identificamos determinados elementos abordados pelos livros didaticos
que podem atuar, quer seja pela sua natureza metodoldgica, que seja pela sua propria
natureza epistemoldgica, como entraves, no ensino/aprendizagem. Em seguida,
evidenciamos uma perspectiva diferenciada em decorréncia da exploracdo didatica da
tecnologia. Descrevemos, por fim, algumas fases da ED, com o tema regra de
L Hospital. A escolha de tal temética é em decorréncia da aparente escassez de estudos
no Brasil que busquem compreender dificuldades especificas com respeito ao

ensino/aprendizagem desta regra.

1. Sobre a Regra de L"Hospital nos livros de Célculo

No Brasil, os livros didaticos usuais (GUIDORIZZI, 2010; LEITHOLD, 1994;
STEWART, 2001; SIMMONS, 1988) adotados no ensino deste contetdo, privilegiam,
de modo tradicional (ARTIGUE, 2002), o carater algoritmico e a aplicacdo automatica

do teorema que possibilita evitarmos o tratamento direto de indeterminacdes ou formas

indeterminadas do tipo 0°, % z o’ ©”, 1” etc..

Nos cursos de Célculo, a técnica conhecida que permite eliminar indeterminagdes como
estas é conhecida como regra de L Hospital. Reparemos, entretanto, que a mesma “¢é
utilizada como ferramenta para calcular limites indeterminados, sem a preocupacéo de
uma justificativa, o que para o aprendizado matematico ¢ de certa forma um problema.”.
(BARBOSA, 2008, p. 12).

Destacamos entdo seu enunciado: supondo que f e g sdo diferenciaveis e g'(x) =0

préximo do ponto x=a (exceto possivelmente em a). Considerando ainda que

Im f(x)=0e limg(x) =0

ou , temos uma forma indeterminada do tipo

Im f (X) = +o0c e liIm g(Xx) = oo

X—a X
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f(x)

0/0 ou oo/o. Entdo lim——==Ilim )

se o0 limite do lado direito existir (ou é +oo
X—a g(x) x->a g '(X)

oy —©.

O que se sobressai neste enunciado diz respeito a quantidade de hipoteses e outras
no¢des matematicas relativas ao célculo intricado de limites (MAURICE, 2000, p. 26).
Ademais, uma condicdo importante e de dificil entendimento refere-se justamente a
condicdo de existéncia de um limite, como vemos a indica¢do no enunciado acima.
Reparemos que muitos autores de livros didaticos no Brasil limitam-se a analisar a
condicdo suficiente para a existéncia, caracterizada pela condicdo analitica

(*) lim f(x) = lim f(x), desprovida de qualquer interpretacdo topologica. O

entendimento da nocdo de existéncia é requerido, por exemplo, quando Stewart (2001),

ao explicar o comportamento de limites do quociente de fungbes que se aproximam da

~ 0 - , 0 . . .
expressao 0’ acrescenta, de modo peremtdrio que “o simbolo 0 nao esta definido”

(STEWART, 2001, p. 304), portanto, ndo existe.
Em sua dissertacdo, Barbosa (2008, p. 41) pontua uma atribuicdo histérica mais

coerente a descoberta da regra para o tratamento da indeterminacao % ao jovem

Johanen Bernoulli (1667-1748). Em outros casos envolvendo a nogdo de

indeterminac@o, como na situacdo de f, a verificacdo da possibilidade de célculo de
o0

um limite pode reduzir a compreensdo da nocdo de existéncia a verificacdo da
ocorréncia de uma igualdade (*). Além disso, uma condigdo necesséria, todavia, ndo
suficiente, para a existéncia do limite num ponto x =a refere-se ao carater limitado da
imagem da fungéo f .

Por exemplo, nos gréaficos das figuras 7 e 8, divisamos o comportamento das funcbes
que se apresentam no numerador e denominador, respectivamente, do limite
mw. Com apoio na visualizagcdo, depreendemos que tanto a funcéo
x>0 1—c0S(X)

[e*+e™—2] como [1-cos(x)] possuem uma imagem limitada numa vizinhanca do

ponto x=0, pois, na medida em que x—0" ou x—0", suas respectivas imagens
assumem valores pequenos, 0 que se caracteriza como uma condi¢cdo apenas necessaria,

e ndo suficiente (*), para a existéncia do mesmo (ver figura 8).
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Outra situacdo didatica importante é a exploracdo de contraexemplos. De fato,

. . - . X+sen(x) -
considerando o seguinte limite lim ———=, quando nos restringimos aos
X

X—>+00

. - o .. X+sen(X)  +oo
procedimentos analiticos, deparamos a seguinte indeterminacdo lim ———==—,
X—>+00 X +00

onde vale destacar que o comportamento de crescimento € devido a componente linear,

pois |sen(x)|§1. Por outro lado, se tentamos aplicar a ideia da regra de L Hospital,

1+cos(X)

concluiremos que =1+cos(x), entretanto, a imagem desta funcdo trigonomeétrica

oscila entre [0,2] (X —+<0), 0 que nos impede de elaborar qualquer ilacao sobre ela.

Esta registrado em alguns livros o esforco no sentido de se atribuir um significado
metafdrico (intuitivo) para alguns casos de indeterminacdes. Stewart (2001, p. 306)
explica que “Ha uma luta violenta entre o numerador e o denominador. Se 0 numerador
ganhar, o limite sera oo; se o denominador ganhar, a resposta serd 0. Ou algum
equilibrio, e, nesse caso, a resposta pode ser algum niimero positivo, finito.”. Stewart
explica o surgimento de indeterminacgdes semelhantes ao caso dos seguintes limites que

. . _efre*-2 e 1
estudaremos em seguida, descritos por lim elim—s—.
x>0 1—cos(x)  x»0sen”(Xx)

Apesar de positiva e de ser observada como o esforgo particular de certos autores de
livros, a valorizagdo do metaphorical insight (OTTE, 2008), a interpretacdo dinadmica
descrita por Stewart, entretanto, pode proporcionar também dificuldades, sobretudo,

guando saber se a resposta final do comportamento do quociente é um nimero ndo nulo,

L g . N £ f
se é simplesmente infinito ou ainda, pelo fato das funcgdes presentes na fragdo — serem

. . 0. .. .
ambas continuas no ponto x =0, a fragdo 5 indicar exatamente os valores assumidos.

Uma nocdo estreitamente vinculada a regra de L Hospital e que recebeu atencdo ha
séculos antes de Cristo, é denotada em Matematica por oo e simboliza o infinito, o qual
foi definido de maneiras diferentes, segundo épocas diferentes (MAURICE, 2000, p.
27). Vale mencionar que, pela aplicacdo da regra de L Hospital, que hora discutimos,
os alunos deparam nocdes de dificil entendimento. Com efeito, tal entidade conceitual,
dependendo da no¢do adotada (MAURICE, 2000, p. 28) é passivel de uma anélise e
descricdo logica, aritmética, algébrica e geométrica (COUTURAT, 1973), que pode
atuar como um entrave ou obstaculo epistemoldgico (ARTIGUE, 1995b, p. 111).
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Couturat (1973, p. 341) evidencia ainda um papel recorrentemente assumido pelo
matematico ao recordar que “o matematico ndo define, de modo profundo, e ndo definiu
0 numero; ele define somente a igualdade de numeros, e isto Ihe fornece condigtes
suficientes para a construcao de toda a Aritmética.”. Mais adiante, Couturat lembra que
tal modo de definicdo implica uma ideia filosofica, todavia, “esta ndo ¢ a principal
ocupa¢ao do matematico.” (COUTURAT, 1973, p. 342).

Ora, as consideragdes do matematico e 16gico Louis Couturat (1868-1914) preservam
vigor e adequacdo a nossa realidade atual. De fato, no ensino académico, tanto por parte
de professores, como por parte do relato de investigadores (HEREDIA, 2007), registra-
se a énfase nas manipulacBes algébricas em detrimento do significado conceitual e a
compreensdo intuitiva dos conceitos, incluindo-se ai as noc¢des topoldgicas (BRIDOUX,
2011) das defini¢cbes matematicas formais.

Por outro lado, vale evidenciar que “as defini¢des matematicas sdo puramente nominais
e, em conseqiiéncia, pressupdem sempre os conceitos que elas tencionam construir.”
(COUTURAT, 1973, p. 342), todavia, num contexto inicial do primeiro contato com o
Célculo, a énfase no ensino poderia ser dada ao significado, uma vez que o dominio
puramente l6gico-matematico ndo € fator suficiente garantidor de uma compreensao
satisfatoria deste corpus tedrico.

Em todo caso, sabemos que esta ou aquela forma de abordar o Célculo dependeré da
expectativa dos professores desta disciplina (SILVA, 2011, p. 400). No préximo
segmento, introduziremos em nossa discussdo a tecnologia. Seu papel se destaca no
sentido de proporcionar a evolucdo de habilidades cognitivas pertinentes a visualizacéo
e percepcao de propriedades geométricas e topoldgicas no IR?.

1.1. O uso da tecnologia no ensino do Calculo e um pouco de Histéria
Concordamos com Artigue (2007, p. 69) quando acentua que “a escolha de uma
tecnologia envolve uma razao pessoal.”. Um pouco mais adiante, a pesquisadora explica
ainda que a exploracdo de instrumentos tecnologicos possibilita a exploracdo de
situagdes inimaginaveis quando restritas ao lapis/papel (ARTIGUE, 2007, p. 73).

Neste contexto de discussdo, destacamos o software Geogebra que tem sido
instrumento empregado na mediacdo envolvendo o ensino, adotado em indmeras
investigacOes (ALVES, 2012) que envolvem uma preocupacdo em torno de problemas e
entraves registrados nas praticas docentes no locus académico (ARTIGUE, 1995c).
Cabe aqui um pequeno comentario de natureza historica, no intuito de divisarmos dois

pontos de vista. O primeiro, diz respeito ao modo pelo qual os matematicos do passado
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atacaram problemas importantes. Alonso (2004, p. 135), por exemplo, comenta que 0
esforgo de L"Hospital em representar geometricamente as diferencias de ordem maiores
do que um, ao descrever a nocdo de ponto de inflexdo. Na figura 1 destacamos o0s
diagramas fornecidos pelo préprio L"Hospital, o que possibilitou a transmisséo de suas

ideias a outros matematicos.

£ T—\

A ||l P P a ra B

Figura 1: Alonso (2004) explica o esforgo de L"Hospital em representar geometricamente certos conceitos

O mesmo expediente pode ser verificado na descricdo de Barbosa (2008) sobre o
trabalho do L"Hospital. Além disso, Barbosa (2008, p. 38-39) acrescenta alguns gréficos
computacionais para explicar trechos escritos pelo matematico no livro intitulado
Analisis des infiniment petits pour I"intelligence des lignes courbes. Ademais, com o
livro Analyse des infiniment petit em 1694, L"Hospital introduziu ideias inovadoras que
marcaram o novo Célculo, segundo Hairer & Wanner (2008, p. 83).

Hodiernamente, presenciamos 0 mesmo expediente no que concerne a exploragdo de
uma diversidade de representacGes para oS conceitos - notadamente, os de natureza
gréfica, sequindo-se a uma mudanca das praticas educativas e da dialética da mediacéo
do professor, gracas a insercao da tecnologia em sala de aula (ARTIGUE, 1997; 2007).
No contexto de ensino especifico do Calculo, a exploracdo de softwares no ensino de
Matematica tem sido registrada ha décadas (ARTIGUE, 1997), mesmo assim, a
persisténcia de dificuldades especificas na aprendizagem é marcada por aspectos
intrinsecos ao proprio saber (ARTIGUE, 1995¢) ou o modo de sua apresentacdo no
locus académico. Bridoux (2011, p. 31) aponta um dos elementos intrinsecos a esse
saber quando menciona que, no caso da topologia da reta ou topologia do espago IR",
“mostramos que o trabalho técnico de manipulagdo de definigdes implica numerosas
adaptagdes que colocam em jogo niimeros conhecimentos prévios sobre nlimeros reais.”
(BRIDOUX, 2011, p. 31). Artigue (1995c) aponta ainda elementos como: ndmeros

reais, funcdo e limite, vinculados as dificuldades de conceitualizacao.
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Neste sentido, destacamos a importancia da compreensao das noc¢des de vizinhanca e de
conjuntos abertos. A tecnologia proporciona a producdo de sentencas proposicionais
relativas a visualizagdo e ao entendimento de propriedades do grafico (em azul) de

X+ sen(x)

funcbes como . Quando aplicamos a regra de L Hospital, obtemos

1+cos(x)/1 e, tal funcdo ndo possui um unico valor como limite, quando X —oo; mas,

se mantém limitada ao longo de toda a reta real (grafico em vermelho). Este exemplo
funciona como adverténcia para estudantes que procuram aplicar teoremas e
formulacBes, de modo precipitado, irrefletido e sem atencdo as hipoOteses e a seu
significado geométrico (figura 2). Destaquemos, ainda, que o software ndo evidencia o

ponto de descontinuidade da funcgéo inicial no ponto x=0.
A GeoGebra = IE=1E<]

Arquiva  Editar Exibir Opgdes Ferramentas  Janela  Sjuda

[ J [ o] 2=l =2l [ o2l ~ee] =

—

D
(x+Sen(x))sx

D v 5 \712 \

@ Entrada: = — o ~ || Comando ... —~

e

Figura 2: Exploracdo de contraexemplos com apoio na tecnologia
2 Problema da Pesquisa
O problema de investigacdo diz respeito a abordagem didatica da regra de L"Hospital e
ao entendimento da manifestacdo (no quadro geométrico) de formas indeterminadas no
calculo de limites. Assim, a formulacdo deste problema indica uma dificuldade que
pretendemos resolver ou, pelo menos, compreender no contexto de um curso de
graduacdo em Matematica (licenciatura). Por outro lado, diante dos entraves (de
natureza epistemoldgica, historica e didatica) apontados nas secBes anteriores,
levantaremos algumas hipo6teses que tencionamos averiguar ao decorrer do estudo.
2.1 Hipodteses da Pesquisa
Desde que apoiamos nossas acgOes nos pressupostos da ED, entdo assumimos
determinadas hipdteses de trabalho ao longo de todo o processo investigativo:
1) com o uso da tecnologia os alunos reveem suas estratégias empregadas nas

atividades que passam a ser ndo apenas apoiadas na atividade algébrica;
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2%) o software proporciona a exploracdo de habilidade pertinentes a visualizacdo e
percepcao no sentido de extrair conclusdes para a aplicacdo de regra de L"Hospital e

3% o software proporciona a formulagdo de sentengas proposicionais extraidas da
visualizacdo e percepcdo das propriedades topoldgicas dos graficos das funcdes
presentes no numerador e no denominador da fracdo que se tenciona analisar e calcular
os limites laterais e sua condigéo de existéncia (*).

2.2 Objetivos da Pesquisa

Este trabalho teve como objetivo geral implementar uma ED como metodologia de
pesquisa, envolvendo a exploracdo de situacdes didaticas relacionadas com a regra de
L"Hospital. Para alcancar este objetivo geral, descrevemos ainda os seguintes objetivos

especificos: promover a habilidade de visualizacdo da identificacdo de indeterminacdes
do tipo % e 2; explorar a tecnologia no sentido de provocar a revisao das estratégias
o0

(na fase de prova da SF) e a manifestacdo de erros; com intermédio do uso do software,
evitar 0 emprego automatico da regra de L"Hospital nas fases de tomada de posicéo e
de maturacdo. Com respeito a este Ultimo objetivo especifico, sua discussao e descricao
serdo retomadas na proxima secao.

3. Metodologia da Pesquisa

A metodologia de pesquisa adotada foi a Engenharia Didatica - ED, que surgiu,
oficialmente, na area de investigacdo da Didatica da Matematica, no inicio dos anos 80
(ARTIGUE, 2008, p. 10). Esse termo é explicado por Artigue (1995a, p. 243), com vista
a caracterizar “uma forma de trabalho didatico, semelhante ao trabalho de um
engenheiro que para realizar um projeto preciso, apoia-se sobre conhecimentos
cientificos de seu dominio e aceita se submeter a um controle do tipo cientifico”,
todavia, a0 mesmo tempo, encontra-se obrigado a trabalhar sobre objetos muito mais
complexos que os ja depurados pela ciéncia e, assim, ataca, com todos 0s meios de que
dispde, os problemas que a ciéncia ainda ndo levou em consideracéo.

A metodologia de pesquisa por nés adotada “se caracteriza como um esquema
experimental baseado em realizaces didaticas em classe, isto €, sobre a concepcao, a
realizacdo, a observagdo e analise de sequéncias de ensino.” (ARTIGUE, 1995a, p.
247). Almouloud (2007, p. 171) destaca que tal esquema experimental apresenta como
um modo de validacdo “a comparagdo entre analise a priori e analise a posteriori” e,
em virtude de apresentar uma validagdo interna, ndo ha a necessidade de aplicacéo de

pré-teste ou pos-teste.
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A ED apresenta dois niveis de pesquisa: a microengenharia e a macroengenharia. A
pesquisa em microengenharia (com variaveis de comando locais) apresenta um olhar
mais restrito, na medida em que se interessa pelas relagdes e fendOmenos que ocorrem
em sala de aula e “sdo mais faceis de desenvolver na pratica” (ARTIGUE, 1995b, p.
36). Neste nivel, podemos estudar determinado assunto no ambito da complexidade da
classe. No outro nivel (varidveis macro-didaticas ou globais), deparamos dificuldades
metodoldgicas e institucionais que ndo foram objeto de nossa atencao.

Esta pesquisa € uma microengenharia que busca desenvolver uma Engenharia Didatica
no contexto do ensino do Calculo em Uma Varidvel Real (CUV), relativo a estruturacao
e exploracdo didatica de situacdes problema envolvendo a regra de L Hospital. Deste
modo, a regra de L"Hospital constituiu nosso objeto mateméatico e procuramos
investigar os processos de ensino e aprendizagem em torno deste objeto, com o arrimo
da Sequéncia Fedathi — SF.

Como ja mencionamos, nossa ED apresenta um método de validacdo interna e nédo
emprega métodos estatisticos comparativos, fundamentados em comparacdo externa,
aplicados em grupos experimentais ou de controle (ARTIGUE, 1995b, p. 37). Apresenta
também varidveis macrodidaticas e varidveis microdidaticas. Por fim, esclarecemos
que as primeiras variaveis de comando, dizem respeito & organizagdo global da ED,

enquanto que as variaveis microdidaticas relacionam-se com uma fase especifica.

4 Fases da Engenharia

4.1 Analises preliminares

De modo sistematico, conforme Artigue (1995a, p. 249-250), nesta etapa consideramos:
uma anélise epistemoldgica dos conteudos visados no ensino; analise dos entraves no
campo de ensino em que pretendemos realizar uma acgdo didatica; exame das
concepgdes e conhecimentos prévios dos alunos e, por fim, anélise do ensino atual e
seus efeitos. Por fim, todos os elementos anteriores levaram em consideragdo o0s
objetivos desta investigagéo.

No que se refere ao exame das concepcdes e conhecimentos prévios dos estudantes que
participaram do estudo (andlises preliminares ou analise tedrica), destacamos dois
conhecimentos especificos que devem proporcionar a agdo e 0 engajamento dos
mesmos nas atividades que propomos. O primeiro, diz respeito ao fato de que a eles
apresentamos o teorema que enunciamos na secdo 1 e, as duas demonstracdes possiveis

da regra, todavia, numa perspectiva de analise cognitiva, 0s mesmo apresentaram

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.14, n.2, pp.337-367, 2012 345



dificuldades inerentes ao entendimento dos argumentos formais, sobretudo, envolvendo
a formulagdo ¢-6 (ARTIGUE, 2002, p. 174) e com respeito a noc¢do de limite, em
consonancia ao que prevé Artigue (1995b, p. 114).

Segundo, a partir da figura 4 (p. 11), proporcionamos sua familiarizacdo pertinente a
exploracdo e obtencdo de graficos de funcdes no Geogebra. Deste modo, exploramos a
manipulacdo e entendimento do comportamento do crescimento de fungdes que,
geralmente, comparecem nos célculos envolvendo o uso da regra.

Parte das analises preliminares é constituida também, segundo Almouloud (2007, p.
172), de uma anélise da organizacdo didatica referente ao objeto matematico escolhido.
Deste modo, realizamos uma pesquisa em livros didaticos de CUV (GUIDORIZZI,
2010; LEITHOLD, 1994; SIMMONS, 1988; STEWART, 2001), com o objetivo
precipuo de compreender e comparar a abordagem e a demonstracdo formal do teorema
que caracteriza a regra de L Hospital. O objetivo desta revisdo bibliografica foi
encontrar atividades didaticas potencializadoras e diferenciadas dos conceitos
matematicos envolvendo nosso objetivo geral.

A parte preditiva desta fase centra-se nas caracteristicas das situacdes didaticas que
tencionamos levar aos estudantes e que serdo descritas na proxima secdo. Consideramos
também o que pode ser posto em funcionamento pelos sujeitos em circunstancia de
acao, selecdo, deciséo, controle e validacdo dos resultados. Neste caso, por exemplo, 0s
estudantes dispdem da aplicacdo do teorema enunciado no inicio da segdo 1.
Reparemos, entretanto, que “os elementos considerados nesta fase podem ser retomados
na etapa seguinte” (ALMOULOUD, 2010, p. 173).

4.2 Concepcao e Andlise a priori

Salientamos que a ED é uma metodologia de pesquisa, sendo assim, torna-se
indispensavel o uso de teorias que servem para fundamentar nossa investigacao e para a
leitura/interpretacdo dos dados. Ademais, na analise a priori, determinaremos o0
controle do “comportamento dos alunos e seu sentido” (ARTIGUE, 19953, p. 258).
Artigue (2008, p. 12-13), ao descrever as mudancas atuais e a evolucdo da ED,
evidencia a contribui¢do e influéncia de outras teorias empregadas de modo conjunto
com a ED, o que condiciona um design didatico privilegiado. Deste modo, adotamos
como metodologia de ensino conhecida como Sequéncia Fedathi (SF), a qual tem sido
utilizada em trabalhos (ALVES, 2011) desenvolvidos no Estado do Ceara.
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A exploracdo de um problema, por parte do professor de Matematica, influenciado pelos
fundamentos assumidos na Sequéncia Fedathi — SF (BORGES NETO et al, 2001;
BORGES NETO & SANTANA, 2001), ndo orienta sua explicitagdo imediata do
mesmo. Além disso, as situaces devem ser portadoras de um potencial capaz de fazer
surgir as concepgdes, producdo de conjecturas, acdes e decisdes dos estudantes em
situacdo que séo objeto de nossa atengéo.
No que se refere ao funcionamento do sistema pedagogico, a SF valoriza a investigacdo
matematica por parte do estudante, de modo semelhante a atividade do matematico
profissional (BORGES NETO et al, 2001). Assim, orienta a atividade da mediacdo do
professor no sentido de evitar o fortalecimento de um ritual de ensino indefectivel, que
condiciona a acdo do estudante (ou grupos de estudantes) ao emprego automatico de
modelos formais matematicos, desprovidos de sentido e de um real entendimento.
De modo sistematico, com o objetivo precipuo de estruturacdo da sequéncia, seguimos
as etapas a seguir expressas.
Fase 1 Tomada de posicdo — apresentacdo do problema.
No que se refere aos alunos, faz parte do seu papel a descoberta/identificacdo de um
problema relevante. No caso das duas atividades propostas e a exploracdo do recurso
computacional, os estudantes vivenciam um clima de debate em sala de aula. Cabe ao
professor estimular os aprendizes a formulacdo de conjecturas. Por outro lado, a
proposta metodoldgica apoiada nos pressupostos da SF valoriza o papel do erro. Deste
modo, na atividade 1 (figura 7), apresentamos aos estudantes um grafico incorreto da
X | X

funcéo M(atividade 1). Com efeito, o grafico correto é exibido na figura 3

1—cos(x)

(lado esquerdo) e inferimos que o limite vale 2, de acordo com os limites laterais.

™ GeoGebra | | @& GeoGebra
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Figura 3: Exploracéo e valorizacdo didatica do erro nas fases de mediacdo da SF
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Nessa fase, a visualizagdo e entendimento acerca do crescimento/decrescimento das

X —X

N N . . e'+e -2 : .
funcbes (e suas combinacgdes) envolvidas no quociente ———— € essencial. Aqui,

1—cos(x)
empregamos a situacdo discutida por Alves (2012, p. CLXXIV). Nessa situacdo
didatica, nos apoiando-nos na descricdo de Artigue (1995b, p. 38), identificamos as
possiveis concepgdes e obstaculos que podem atuar com entraves as situagdes propostas
na experimentacao.
Sendo assim, com base na analise e exploracdo das fungdes que exibimos na figura 4, 0s

alunos adquiriram o entendimento sobre a razdo de crescimento/decrescimento

f(x)

pertinente ao quociente T e a verificacdo da condicdo (*) (ver pagina 3).
g(x
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—

=) (=== =P
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Figura 4: Exploracédo e entendimento sobre o comportamento de fung¢fes (ALVES, 2012, p. CLXXIV)

Na proxima fase, explicitamos o problema em foco.

Fase 2 Maturacdo — entendimento e identificagdo das variaveis envolvidas no problema.
Nesta fase, os alunos sdo estimulados a identificacdo das varidveis mais pertinentes
(com a exploracéo do software), ou melhor, expressando, 0s elementos invariantes das
situacOes. Parte destes elementos diz respeito aos teoremas que podem ser empregados
para a aplicagdo de uma estratégia que pode possuir maior chance de éxito. Devido ao
uso da tecnologia, as possiveis estratégias implementadas na proxima fase ndo devem se
restringir apenas ao quadro analitico-algébrico.

Fase 3 Solugédo — apresentacdo e organizagdo de esquemas/modelos que visem a solucéo
do problema.

Nesta fase, os alunos devem empregar uma estratégia com vistas a solucdo das
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atividades propostas. Reparemos que por opcdo e limites de sintese deste artigo, casos
de indeterminacdes do tipo 0°, «°, o ou 1° ndo serdo analisadas aqui. Cabe destacar

ainda que as indeterminacdes aqui analisadas s&o do tipo 0/0 e oo/c0. Todavia, podem

ocorrer duas possibilidades: (i) Iim%, com f,g continuas no ponto x=a e
x->a g(X

f(x)

f(a)=0=g(a); (i) Iimﬂ, com limf(x)=0=Ilimg(x). Nesta fase ainda,
X—a g X X—a X—a

simbologias que podem provocar confus@es dizem respeito, por exemplo, a simbologia
lim f(x) _ fl(a)
~ag(x)  g'(@)
sublinhar, entretanto, que os problemas (ARTIGUE, 2002) pertinentes ao simbolo

que detalharemos, do ponto de vista formal, na proxima fase. Vale

f'(a) sdo bastante conhecidos na literatura, bem como as incompreensdes e erros
. . . ~ . a 0
usuais manifestados pelos alunos quando lidam com expressdes do tipo 6(a #0) e 0’

relatada na tese de Maurice (2000, p. 32).

Vale comentar ainda que, no ensino ordinario, sem 0 uso das tecnologias, as tarefas em
torno do uso da regra de L Hospital apresentam, do ponto de vista da mediacdo
didatica, apenas a fase de solucdo. Para exemplificar, encontramos em Bourchtein &

2 1
. T T _ 'COS(XJ
Bourchtein (2010, p. 285) os seguintes limites lim —; oo € lim——-——~.
x>+ (X° +3X+5) x>0 sen(Xx)

No primeiro caso, apesar de se apresentar como um caso extremo, o aluno necessitaria
empregar a regra de L"Hospital 2008 vezes sucessivas (BOURCHTEIN &
BOURCHTEIN, 2008, p. 285), com énfase no viés procedimental. Outrossim, o

conhecimento conceitual é negligenciado em detrimento do procedimental. Enquanto

2 1
X" -C0S| —
: X
que no caso de lim———==

, temos um contraexemplo enriquecedor. Nesse sentido,
x>0 sen(x)

a impossibilidade da aplicacdo da regra é devida ao fato de que ndo contamos com a

)=l
2X-cos| — |+sen| —
existéncia do seguinte limite lim X X

x>0 cos(x)

exigido no enunciado (p. 2).

Geometricamente, podemos instigar o estudante ao entendimento acerca da néo

existéncia desse ultimo limite, gracas ao crescimento/decrescimento indefinido da
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declividade, na medida em que x — 0~ ou x — 0" (ver figura 5, lado direito).
h 1 1
/\ /\ 2x-cos [;]‘FS‘&‘P’I(;]

/\ 217 ﬂ cos(x)

Figura 5: Contraexemplo para a regra de L Hospital com apoio computacional

Fase 4 Prova — formalizacdo do modelo matematico a ser ensinado.

Na ultima fase, o professor deve retomar a conducdo do debate com a intencdo de
evidenciar e indicar a adequacdo dos argumentos validos aplicados na resolucdo das
atividades propostas, os limites de aplicabilidade destes e a possibilidade de restricdes
e/ou inconsisténcias com o modelo formal aqui adotado (teorema, secéo 1).
Sublinhamos que nosso contexto de discussao diz respeito a um curso de licenciatura
em Matematica. Deste modo, nas situacdes didaticas em que exploramos a regra de
L Hopital, o conhecimento e dominio das demonstracdes nao sdo essenciais e, sim, 0
entendimento de suas limitacdes e possiveis interpretacdes geométricas. Ademais, vale
observar que nas duas demonstracbes mais divulgadas (BARBOSA, 2008;
BOURCHTEN & BOURCHTEN, 2010; LIMA, 2006), os conhecimentos de Analise
Real séo exigidos.

Bourchten & Bourchten (2010, p. 275-276) apresenta a demonstracao da regra em toda
a sua generalidade, como consequéncia do teorema de Cauchy. Cabe mencionar,
entretanto, um caso especial da regra (STEWART, 2001, p. 307) quando sabemos a

priori que no célculo do limite lim f (x)/g(x) ocorra que f(a)=g(a)=0,com f'e g'

continuas e vale g'(a) # 0. Diante destas hipdteses, escrevemos:

f(x)—f(a f(x)-0
L 1O 09w oo lim T tim P im0
Im _ X—>a — — — _ x—>a
=2g'(x) limg'(x) g'(a) im9-9@ . 9(x)-0 lim g (x)
X—a X—a X—a X—a

Diim L i L9 _ iy 100
X—>a g(x) X—a g(x) x>a g '(X)
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Certamente todas as inferéncias partiram da condicdo inicial em que o limite
lim f'(x)/g'(x) existe. E usando ainda a continuidade das derivadas, estabelecemos
Yy (vii) f
ainda que lim- —jim )2 1@
oag(x) x2g'(x)  g'a)

que descreve o comportamento das declividades de retas tangentes ao grafico das

possui um significado geométrico importante,

funcdes presentes no numerador e no numerador da fragdo f/g. Por outro lado, Lima

(2006, p. 91) enfraquece as hipoteses acima, tomando apenas fungdes f e g derivaveis,

com f(a)=9(a)=0. Segue entao sua demonstrag&o:
f(x) f(x)-0
T~ definigdo f ' 1
im S _jimx=a _jim_x-a " f@ ) _f@)
X—a g(X) x—a @ x—a M derivada () '(a) X—a g(X) g '(a)
X—a X—a

Cabem alguns comentarios para que possamos comparar as duas deducBes formais.
Inicialmente, na primeira deducdo, empregamos seis passagens dedutivas (inferéncias

I6gicas) apoiadas em propriedades garantidas pelas hipoteses assumidas a priori. Neste
caso ainda, as fungbes f,geC', ou seja, possuem as derivadas de primeira ordem

continuas, enquanto que no segundo caso, elas sdo apenas diferenciaveis no ponto
X=a.

Quando comparamos os graficos das figuras 11, 12, 13 e 14, visualizamos que no caso

da figura 12, tanto a imagem da fun¢do do numerador como e? ~1 como a imagem da

funcdo do denominador sen’(x) tanto se aproximam de zero como, em virtude da
continuidade de ambas, assume o valor 0, dai, surge a indeterminacdo % e nada se
pode concluir. Todavia, pela figura 11, concluimos que o limite do quociente
(ezxz —1)/(sen2(x)) existe e tende para o quociente g: 2 (pelo gréfico 14).

Observamos que, segundo Stewart (2001, p. 307), contamos com a continuidade das
funcbes f'e g', assim a fracdo % designa os valores precisamente assumidos
pelas mesmas. Por outro lado, de acordo com o que é assumido por Lima (2006, p. 91),

na igualdade IimM — @
x-a g (X) g '(a)

f(x)— f(a)
X—a

, 0s simbolos f'(a) e g'(a) representam dois limites a

calcular do tipo f'(a)=Ilim

X—a

e, neste caso, ndo nos importa a funcdo f '(x)
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estar ou ndo definida neste ponto, embora, uma funcdo diferenciavel no ponto, a
fortiori, sera também continua no ponto. Em relagdo a este fato, Lima (2006, p. 91)

indica uma importante observacéo e o equivoco frequente no processo desse célculo.

% GeoGehbhra - regra-hopital-gssh

Arguivo Editar Exibir Cpodes Ferramentas Jdanela Ajuda

N EE N e EEN E aE

= (x)
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@& Entrada: = ~ || o ~ || cormando ~

Figura 6: Interpretacdo geométrica da regra de L"Hospital

Por fim, na demonstracdo de Lima (2006, p. 91) ndo contamos com a existéncia do

limite Iim%. Neste caso, 0 argumento de Stewart (2001, p. 307) garante que o
X—a g X

aluno pode passar a investigacdo do limite do quociente das derivadas de ordem

imediatamente superior. Ja no caso de Lima (2006, p. 91), temos a indicacdo precisa do

f'(a)

valor do limite

que, geometricamente, representa o quociente entre dois nimeros

os quais fornecem o valor das declividades de duas retas tangentes, no ponto Xx=a, aos

gréficos das funcbes f e g, como ja explicamos ha pouco.

As atividades que apresentamos possuem um elemento diferenciado, em relagdo ao
estilo de questBes que observamos nos livros de Calculo (GUIDORIZZI, 2010;
LEITHOLD, 1994; SIMMONS, 1988; STEWART, 2001) aqui consultados. De fato, a
extracdo e a comparacao dos dados de natureza analitica e geométrica é recorrente em
cada situacdo proposta. Apresentamos, pois, a analise a priori das situacGes-problema,
na perspectiva de Almouloud (2007, p. 176), quando evidencia a relevancia de uma

analise mateméatica, bem como uma anélise didatica.

X —X

Atividade 1. Considerando o seguinte limite Iirg%, observe seu grafico (fig. 7)

e (a) analise de modo convincente sua existéncia (sem realizar calculos) em um ponto.
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Comentario: Reparemos que neste caso, quando restrito ao ambiente l&pis/papel, o
solucionador de problemas deve identificar uma indeterminagdo do tipo % uma vez

. ef4e¥-2 e'+e?-2
que lim =

0 1-cos(x)  1—cos(0)
continuas no ponto x=0. Tal indeterminacao pode ser evitada pela aplicacéo da regra.

e as funcbes do numerador e denominador Sao

e" e’ -2

1—cos(x)

Figura 7: Comportamento do quociente das fun¢des na origem

(b) Analisando o comportamento dos graficos das funcbes f e g explique (justifique)
se ha alguma indeterminacéo e indique o ponto escolhido.

Comentario: Nesta situacdo, com apoio na visualizacdo (fase de tomada de posi¢ado e
maturacao), o solucionador de problemas deve comparar os graficos exibidos nas
figuras 8 e 9. Concluir do grafico 7 que ha uma indeterminacdo, uma vez que tanto a
funcdo do numerador como a funcdo do denominador se aproximam de zero, na medida
em que x—0, todavia, o limite (figura 7) existe. Assim, na fase de solucdo, devera
usar a regra de L"Hospital. A situacdo de conflito aqui (na fase de maturacdo) se
caracteriza pelo fato de que se consegue prever o valor do limite geometricamente,

todavia, analiticamente, o solucionador deve perceber a necessidade de uso da regra.

f(x)

a(x)

== = s BN =i o o's H] 15 B B

Figura 8: Comportamento da imagem das funcdes quando X — 0", X — 0" e a indeterminagéo
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¢) Analisando o comportamento dos graficos das fungBes f'eg' explique (justifique)
se ha alguma indeterminacéo e indique o ponto escolhido.

Comentario: Neste item, com apoio na visualizacdo do grafico, o solucionador deve
f'(x) e'—e”
g'(x) sen(x)
tendem para zero. O solucionador deve buscar, entdo, informacgdes das derivadas de 22

compreender que a indeterminacdo em

persiste, pois suas imagens

ordens na fase de solucédo e deve compreender que existe o limite do quociente.

T'(x)

a’(x)

F(x) _ e” —e *
BES Z2'(x) Serx)

B3 R o 1 2

=

Figura 9: Comportamento da imagem das funcdes quando X — 0™, X — 0" e a indeterminagao
d) Analisando o comportamento dos graficos das fungdes f" e g" explique (justifique)
se ha a ocorréncia de alguma indeterminacéo e indique o ponto escolhido.
Comentario: Com base na figura 10, os alunos devem perceber que nas vizinhangas da
origem, a imagem da 22 derivada da funcdo do numerador se aproxima de 2, enquanto

que a imagem da 22 derivada da funcdo do numerador se aproxima de 4, na medida em

que x—>0"e x—0". Aqui o solucionador deve compreender, com apoio no gréfico,

que € necessario derivar as fungdes do numerador e denominador.

R

arix)

Figura 10: A indeterminacdo ndo se manifesta mais no quadro geométrico
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e) Baseando-se nos itens anteriores e nos graficos em questdo, justifiqgue quantas vezes
. . . - . . efye -2
devemos aplicar a regra de L Hospital na avaliagdo do limite lim—— .
x>0 1—c0s(X)
Finalmente, calcule o limite indicado analiticamente pelo uso de teoremas.
Comentario: Quando restrita ao contexto lapis e papel, a resolucdo do limite acima
envolve a aplicagdo de procedimentos previstos pela regra de L Hospital. Neste caso, as

inferéncias sdo produzidas também a partir de informacdes extraidas dos graficos.

2% _
Atividade 2. Considerando o seguinte limite IirrgeT(l), observe seu gréafico (fig. 11)
x-0 sen“(x

e (a) analise de modo convincente sua existéncia (sem realizar célculos).

Figura 11: Comportamento do quociente das fungdes na origem

(b) Analisando o comportamento dos graficos das fungdes f eg explique se ha

ocorréncia de alguma indeterminacéo e indicar no IR* o ponto escolhido.

T 1.6
1.4
1.2 F(x)

4

o]

0.6 alx)

0.4

=

-4 = E-] -1 o 1 2 = a s

Figura 12: Comportamento da imagem das funges quando X — 0™, X — 0" e a indeterminagéo

c) Analisando o comportamento dos graficos das funcdes f', g'ef /g' explique se ha

alguma indeterminacéo e indicar no IR* ponto escolhido.
Comentario: Com o apoio visual o estudante deve prever o comportamento dos limites

laterais Iiry_ f'(x)/g'(x) = Iirp f'(x)/g'(x) e verificar a condigdo (*) (ver pagina 3).
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'(x)

a'(x)
0.5

T J(x) ')

14

o

! o= o o=

Figura 13: Comportamento da imagem das funcdes quando X — O e a indeterminagéo

d) Baseando-se nos itens anteriores e nos graficos em questao, justificar quantas vezes

2x?

devemos aplicar a regra de L Hospital na avaliacdo do Iimitelime—z_l? Finalmente

x-0 sen”(x)
calcule o limite indicado analiticamente, caso exista.

Comentario: Quando restrita ao contexto lapis e papel, é dificil a tarefa de relacionar o

limite Iimw= f"(a) com a descricdo geométrica que exibimos na figura 14. Esta
=2 g(x)  g'a)
igualdade pode ser deduzida a partir dos argumentos utilizados em conjunto de Stewart

(2001, p. 307) e Lima (2006, p. 91).

=

i)

Figura 14: Na fase de solugéo os alunos comparam os dados analiticos com os dados extraidos do grafico
Na préxima se¢do, apresentamos o conjunto dos dados recolhidos com consequéncia da
experimentacdo desenvolvida no contexto de um curso de Licenciatura em Matematica,
com a participacdo de 8 alunos. Ndo houve atividades de reinvestimento dos
conhecimentos construidos, como resultado da mediacdo fundamentada na SF. Com
isto, esperamos contribuir na melhoria dos conhecimentos didaticos que se tém sobre as

condicGes de transmissao e replicacdo didatica do saber matematico aqui em foco.
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4.4 Analise a posteriori e Validacdo

Nesta secdo, apresentamos os dados pertinentes a participacdo das quatros duplas de
estudantes, em uma sessdo de experimentacdo, com duas horas de duracdo. Nossa
ferramenta tedrica empregada para a analise a posteriori e validagdo se fundamenta nos
pressupostos da SF (fases de tomada de posicdo, maturacdo, solucdo e prova). A
significacdo dos dados observados se faz, deste modo, com respeito as fases previstas
pela SF, com vistas a validacéo de nossa ED.

Reparemos, no caso da dupla 1, que um dos membros da mesma reproduziu o grafico da
L € +e =2 - : . .
funcio ———— que, sem o auxilio computacional, se torna uma tarefa inexequivel.

1—cos(x)
Ademais, declarou ainda que “[...] ¢ suave, possui uma unica concavidade.”, o que
demonstra uma interpretagdo intuitiva pertinente ao conceito de diferenciabilidade desta

funcdo. Sua atividade foi apoiada apenas na visualiza¢do na fase de tomada de posicao.

J—_

— = . — - {

)0 goye o pucge W" L WM ok e bl ‘?

" \M@ O Lonm ems ey g @m W‘m o) i
ol w0 i, dade - Elu G ot rallin, bk g
disgidu, o0V s way, om0, 00} 05, e A

e wdie g ¢ fnk hm )= 05, ¢ hilghaal o b F
dgjvide, |

Figura 15: A dupla 1 avaliou o limite com apoio no grafico na fase de tomada de posicao

Ainda na fase de tomada de posicéo, a dupla 1 requisitou a andlise dos graficos (no
computador) das funcdes segundo o software. Na figura 16, a dupla inspecionou a
ocorréncia de indeterminagdes no ponto x=0, de acordo com a ordem das derivadas
das funcbGes. Aqui, a capacidade de visualizacdo e exigida, na medida em que o
solucionar percebe até que ordem é necessaria a derivacdo das funcbes presentes no
numerador e denominador.

De fato, essa dupla identificou o comportamento do grafico que exibimos na figura 10
e, a partir desse, observaram a possibilidade de se livrar da indeterminagdo, sem 0 uso

de expedientes de ordem analitica. Desta maneira, fizeram uso da regra de L Hospital.
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Figura 16: A dupla 1 discutiu o comportamento do gréafico da funcéo e suas derivadas

Na fase de solugdo da SF, o mesmo membro da dupla 1 forneceu o seguinte
procedimento analitico para diagnosticar o surgimento da indeterminacdo % . Apesar de

ndo mencionar explicitamente, o sujeito empregou a continuidade das funcGes
e*+e*—2 e 1-cos(x) no ponto x=0. Vale destacar que essa dupla realizou a

identificacdo e a manipulacéo do software do gréafico correto (fig. 3, lado esquerdo). A
partir do comportamento nas vizinhangas da origem, compreendeu que ha um
comportamento estranho (do software) na origem, em decorréncia da indeterminacao.

D) Torude {\m;@ £ )= bana) rihm HL 4L

) _

N 2 Q , ) ) A ) . ‘ - . M .
el o el o ol oy L. B an 00 ¢ gl

| . (&
i, 0 it . o
Figura 17: Na fase de solucdo o aluno identifica a indeterminagéo

De acordo com nossos objetivos especificos, antes de qualquer algoritmizacdo das
atividades sugeridas, nossa mediacdo estimulou a atividade da dupla 1, a qual, inferiu
dados a partir do quadro geométrico e desenvolveu ilagdes no que se refere & quantidade

de vezes necessarias para que a indeterminacdo no limite desapareca (figura 10 da

atividade 1). Na figura 18, um dos sujeitos da dupla, a partir do grafico das funcdes
f'(x)

presentes no quociente , declarou no item “c”. A partir de suas palavras,
X

deparamos a manifestacdo do entendimento dindmico-geométrico de aproximacao,

inerente ao conceito da existéncia de limites desta natureza (na condicao *, ver p. 3).
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Figura 18: A dupla 1 analisou o comportamento do quociente das derivadas de 12 ordem
Mencionamos que de modo propositado, como assim explicamos na analise a priori,
fornecemos um gréafico exibido na figura 3 (do lado direito) de maneira incorreta (0
grafico correto indica o valor 2 como limite). No excerto abaixo (ver figura 19)
comprovamos que um dos alunos da dupla 1 percebeu e questionou a fidedignidade dos

dados fornecidos pelo software com os dados exibidos no documento.
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Na fase de maturacdo, a dupla 1 respondeu o item “e” a partir das informagdes extraidas
do gréafico e ndo empregou, de modo automatico e/ou irrefletido, a regra de L Hospital.

Assim, suas conclusdes, na fase de prova da SF, perante os dois tipos de representagdes
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(algébrico e geométrico) foram concordes. Neste caso como em outros, registramos o

alcance de um dos nossos objetivos especificos.
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Figura 20: Na fase de solucéo, a dupla 1 comparou os dados gréaficos com os dados analiticos
Segundo um dos nossos objetivos especificos, conseguimos comprovar a manifestacdo
dos estudantes que recorreram aos graficos fornecidos e ndo apenas a aplicagdo téacita e
imediata da regra de L Hospital, restrita ao quadro algébrico. Reparemos na figura 21,
qgue um dos sujeitos desta dupla desenvolveu uma avaliacdo qualitativa (na fase de
maturacao) de analise do grafico da funcdo, com a identificagdo do comportamento da

concavidade e dos valores minimos no gréfico, sem o emprego de teoremas formais.
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Figura 21: Na fase de maturacao, a dupla 2 apoiou suas analises no comportamento geométrico
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Um pouco mais adiante, na fase de prova, questionamos as escolhas tomadas pela dupla

. : o _ . efye -2 . .
1, inclusive a determinagdo do limite lim———— requerido na atividade 1.
x>0 1—c0s(X)
Escutamos a seguinte argumentacéo sobre sua existéncia e verificacdo da condicdo (*):

Esse limite existe porque tanto faz se aproxima pela esquerda ou
direita...pelo grafico...existe aqui no zero...Mas temos que seu valor é

1 -
E...quando calculamos no ponto...no ponto zero o limite

existe...N&o, porque ndo tem indeterminag&o...a Unica indeterminacao
seria aqui...

A dupla 1 concluiu a existéncia do limite abordado na atividade 1 apenas com apoio da
visualizagdo do grafico fornecido pelo software na fase de maturacdo. Comprovamos
um dos objetivos especificos na medida em que os alunos percebem a imprecisdo do

grafico indicando o limite de valor 0,5 quando de fato deveria indicar o valor correto

2.
No préximo trecho destacado na figura 22, um dos sujeitos da dupla 2, com arrimo

apenas na visualizacdo, desenvolveu uma analise qualitativa do comportamento do
e . e +e =2 x x
gréfico da funcgdo ———, na fase de maturacdo. Com a exploragédo do software e o
1—cos(x)
uso de alguns comandos basicos do Geogebra, o sujeito observou o comportamento das
retas tangentes ao grafico. Registramos a producdo da sentenca proposicional
equivocada com respeito a presenca de pontos de inflexdo. Apesar de equivocada sem o
grafico produzido pelo computador, torna-se uma tarefa bastante fastidiosa localizar os

pontos de inflexdo desta funcéo, recorrendo-se ao estudo das derivadas de 12 e 22 ordem.
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Figura 22: Conclusdo da dupla 2 com respeito ao uso da regra de L"Hospital
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Na resolucéo da atividade 2, a dupla 2 desenvolveu sua atividade com apoio da extracao
de informagdes do grafico exibido nas figuras 11, 12, 13 e 14. Registramos (na fase de
maturacdo) a formulacdo da sentenca proposicional oriunda da visualizagdo e

exploragdo didética do gréafico “[...] o grafico mostra que a fun¢do f/g assume valor

minimo no ponto zero...” o que confirma a nossa 3* hipotese de trabalho.
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Figura 23: A dupla 3 extraiu informacGes somente do grafico na fase de maturacao
Na atividade 2, segundo o0 documento escrito de um dos sujeitos da dupla 3, observamos
que as escolhas (elaboradas na fase de tomada de posi¢do) e conclusbes da estratégia
empregada foi fortemente influenciada pelos graficos fornecidos. Todavia, registramos
a preferéncia pelo quadro analitico. De fato, a dupla 3, manifestou uma estratégia
invertida. Inicialmente a dupla fez os calculos analiticos e, depois, comparou 0s dados

com os gréaficos. Seu comportamento é descrito no seguinte trecho de entrevista.

Inicialmente, esse grafico eu ndo fiz ndo, eu calculei primeiro o
limite...Esse grafico é dessa funcdo?! Porque esse limite aqui ndo
existe....Esse valor aqui pelo gréfico ndo da...mas aqui d& 1-1 no
numerador e 0 no denominador....Eu calculei...aqui da zero e zero em
baixo...No grafico, existe....mas por aqui....eu fazendo os célculos ndo

bateu...Pelo grafico....quando x—0 ex—0" Esta dando outro valor...

Para concluir, sublinhamos que na tradicdo do ensino académico do Célculo, com forte
apelo ao quadro algébrico (ARTIGUE, 1995c, p. 114), identificamos a tendéncia de se
definir uma indeterminagdo sob o ponto de vista algébrico-simbélico, como assim o
indica Maurice (2000, p. 19). Sob outro ponto de vista, neste estudo, sob a influéncia da
mediacdo e dos pressupostos da SF, conduzimos tanto a dupla 4, bem com as demais, ao
entendimento da manifestacdo das formas indeterminadas por meio do quadro

geométrico. Nao obstante, nas figuras 14 e 22, os alunos aprenderam a identificar,
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geometricamente, até que ordem se deve efetuar o processo de derivacdo das funcdes

presentes no numerador e denominador dos limites.

Figura 24: Na fase de prova a dupla 3 confrontou os dados analiticos com o comportamento do gréafico
das funcdes (das derivadas) e até que ordem se deve aplicar a regra.

5 Concluséao e consideracdes finais

A exploracédo da tecnologia proporciona a mudanca das praticas e habitos dos estudantes
perante a atividade solucionadora de problemas. Em nosso estudo, diferentemente da
abordagem dos livros de Calculo consultados e com apoio nos momentos de mediacao
(fases de ensino), previstos pela SF, concebemos e produzimos situagdes de
ensino/aprendizagem que detinham o potencial de estimular a producdo de conjecturas
gracas a visualizacdo e a percepcdo de propriedades geométricas e topologicas dos
conceitos relacionados a regra de L"Hospital.

Com base numa visao didatico-epistemoldgica que possui a SF, nas atividades escritas
pertinentes as quatro duplas participantes deste estudo, registramos que os alunos
manifestaram um habito que se caracterizou em confrontar os dados analiticos obtidos
por inferéncias logicas condicionadas pela regra de L"Hospital, com os dados extraidos
dos graficos (de natureza geométrica) presentes nas duas atividades estruturadas.
Ademais, segundo a perspectiva da SF, a valorizagdo dos erros que podem ocorrer

como, por exemplo, 0/0=0 ou oo/o =00, adquirem papel de destaque na medida em

que o aluno se conscientiza das acdes e estratégias pouco exitosas escolhidas na fase de
maturacdo. Assim, apresentamos um grafico na atividade 1 que induziu os alunos a
elaborarem falsas conjecturas pertinentes a condicdo suficiente de existéncia (*) do

limite designado por Lirp%. Todas as duplas identificaram a discordancia do
modelo apresentado no papel e o exibido pelo computador (atividade 1, fig. 7). E este
fato comprovou que sua acdo ndo foi oriunda somente da algebrizacdo da atividade 1

proposta, pois, o recurso do software (na fase de matura¢é@o) provocou incerteza.
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Com a atividade 2, registramos estratégias semelhantes e, com isto, comprovamos
nossas hipoOteses desta engenharia. Observemos, entretanto, que as atividades
tradicionais, restritas ao ambiente l&pis/papel, permitem a manifestacdo da nogdo do

infinito (oo) de modo restrito ao quadro algébrico e, em nosso caso, proporcionamos

situacOes didaticas que envolvem o entendimento de sua manifestacdo do ponto de vista
geomeétrico.

Embora indicado de modo en passant por certos autores (MAURICE, 2000, p. 239), a
analise da natureza pertinente ao uso de registros de representacdo semioticas
(DUVAL, 1995) envolvidos em nossa investigacdo ndo recebeu maior atencdo, muito
menos, uma caracterizacdo dos tipos ou categorizacdo dos erros recorrentes dos
estudantes em situacdes de uso da regra de L"Hospital, apesar de adotarmos, como
objetivos especificos, apenas a relevancia de sua ocorréncia e/ou manifestacdo. Tal
tarefa sera postergada para futuros estudos focando tal tematica.

Por fim, concordamos com Henriques, Attie & Farias (2007, p. 78) quando declaram
que “a utilizagdo do ambiente computacional pode auxiliar no processo dialético de
controle e de pré-estruturagdo das ag¢des.”. De fato, em nossa experimentacdo, ante o
clima de investigacdo promovido pela metodologia de ensino nominada Sequéncia
Fedathi, proporcionamos a estruturacdo de situacfes didaticas que apresentam o
potencial de permitir sua replicabilidade (ARTIGUE, 1995b, p. 51) ou “reprodutividade
e a regularidade dos fendomenos didaticos identificados” (ALMOULOUD, 2007, p. 176)

em outras experimentacdes relacionadas ao mesmo objeto matematico.
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