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Editorial

A drea da Educagio Matemdtica vem crescendo significativamen-
te no Brasil e ndo encontra, ainda, espago de divulgagio correspondente.
Foi a partir dessa constatagio que o Programa de Pés-Graduacio em
Educagdo Matemarica da PUC-SP tomou 2 iniciativa de abrir & comuni-
dade académica um novo periédico Educagio Matemética Pesquisa.

Na intengao de contribuir com o debate e com o enriquecimento
da pesquisa cientifica da é4rea, a Educagio Matemitica Pesquisa pretende
acolher fundamentalmente trabalhos que, de alguma forma, tenham re-
corte temdtico das linhas de pesquisa, A Matemitica na estrutura curricular
ea Formagiio de Professores; Epistemologia e Diddtica da Matemitica; Tecnologias
da Informagio ¢ Diditica da Matemidtica, linhas de pesquisa estas que
direcionam o Programa de Pés-Graduagio em Educacio Matemitica da
PUC-SP. No entanto, esta pretensio, esté longe de ser restritiva, pelo
contrario, procura manter o didlogo cientifico entre a Educaciio Matems-
tica e outros campos do conhecimento como a Epistemologia, a Psicolo-
gia Educacional, a Filosofia e a Histéria das Ciéncias e a Histéria Disci-
plinar com os quais ela guarda relagdes.

A Educagdo Matemética Pesquisa ndo tem compromisso com um
determinado referencial tedrico ou cultural. Assim, as escolhas ou enco-
mendas de material para cada um dos ntimeros devem poder abrigar 2
pluralidade, uma'vez que se cré 0 embate de idéias condigio primordial
para o desenvolvimento de uma 4rea do conhecimento.

A preocupagio com a qualidade do que for veiculado pela Educa-
¢40 Matemdtica Pesquisa esté expressa na composicio de seu comité cienti-
fico e no propésito de ter para cada artigo a aprovacio de pelo menos dois
dos componentes deste comité.

Os artigos a serem avaliados deverdo ser inéditos e, eventualmen-
te, poderdo ji ter sido publicados em periédicos de outros paises. Os
artigos serdo apresentados na lingua de seus autores, com os resumos,
sempre que possivel, em francés e inglés além do portugués.



Esta revista pretende acolher também anilises ou relatos de pes-
quisa, artigos de publicagdo conjunta de professores e alunos de pés-gra-

duagio, apresentagdes (como ciclo de palestras, conferéncias...) na forma
de resumos cientificos e resenhas.

Comzté Editorial
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Editorial

The area of Mathematical Education has been growing significantly
in Brazil but has not yet found a corvesponding publishing space. This is
the reason why the Post-Graduation Programme in Mathematical Education
of PUC-SP has taken the initiative to open Educacio Matemdtica Pesqui-
sa to the academic community.

Intendiing to contribute 1o the debate and 1o the enrichment of scientific
research in this area, Educagio Matemdtica Pesquisa aims at recetving
works that are in some way related to the thematics of the vesearch lines:
Mathematics in the curricular structure and the Formation of Teachers;
Information and Didactics Technologies in Mathematics, which divect the
Post-Graduation Programme in Mathematical Education of PUC-SP
However, this pretension is far from being restrictive; on the contrary, it
wants to maintain the scientific dialogue berween Mathematical Education
and ovher knowledge frelds, such as Epistemology, Educational Psychology,
Philosophy, History of Sciences and Disciplinary with which it is related,

Educagio Matemética Pesquisa is not committed to a certain
theoretical or cultural framework. Thus, the choices of material to each one
of the issues must be able to shelter plurality, since it is believed that the
crash of ideas is the prime condition for the development of a knowledge
feeld.

The concern abou the quality of what is published in Educagio
Matemdtica Pesquisa is expressed in the composition of its scientific committee
and in the intention of having each publishable article approved by at least
two of the components of this committee.

The articles 10 be evaluated must be unpublished and in some cases
they may have already been published in journals from other countries. The
articles will be presented in their authors’ language, with the abstracts,
whenever possible, in French, English and Portuguese.



This journal also aims at receiving analyses or research accounss,
articles to be published jointly by professors and post-graduation students,

presentations (such as cycles of lectures, conferences...) in the form of sczentific
abstracts and reviews.

Editorial Board
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Apresentacao

Os artigos apresentados neste primeiro nimero constituem um
corpo com as caracteristicas almejadas, uma vez que o trabalho de
Rommevaux trata de visualizagio geométrica, assunto de crescente inte-
resse e se vincula 2 linha de pesquisa Matemdtica na Estrutura Curricular e
Formagio de Professores. O estudo histérico sobre Lacroix apresentado por
Dynnikov, assim como todo estudo em Histéria da Matemadtica, norteia
as pesquisas em Diddtica da Matemdtica ligados 2 Epistemologia. O ar-
tigo de Hoyles investiga o papel do computador no ensino da Mateméri-
ca, utilizando vérios soffwares. Mais precisamente, este nimero traz:

Le discernement des plans dans une situation tridimensionnelle.
Artigo de Marie-Paule Rommevaux, professora de Licée na Franga
(correspondente 20 ensino médio do Brasil) e pesquisadora da Di-
ditica da Matemética do IUFM. Este artigo foi resultante de suas
pesquisas para a tese de doutorado (Universidade Louis Pasteur -
Strasbourg I) e j foi publicado no volume 6 dos anais de Didatica
da Matemdtica de Strasbourg no més de setembro de 1998.
Rommevaux apresenta as interacdes entre as representacoes utili-
zadas na geometria espacial, explorando as dificuldades encontra-
das pelos alunos durante a aprendizagem. Muitas escolas brasilei-
ras ndo trabalham a geometria espacial no ensino fundamental ou
médio e a problemdtica da interagio entre as representacdes no
€spago, apresentada neste artigo, vai ser sentida no ensino superi-
or em diversas 4reas do conhecimento e, em especial, da Matema-
tica.

Lacroix e a Popularizagio da Geometria Analitica. Artigo de Circe

Silva da Silva Dynnikov, professora do Departamento de Didética

e Prética de Ensino da Universidade Federal do Espirito Santo e

pesquisadora em Hist6ria da Matematica. Este artigo traz a apre-

sentagdo da obra de Lacroix, sua penetragdo no Brasil e a aplicagio



da Algebra 2 Geometria Analitica segundo Lacroix, por José
Saturnino da Costa Pereira. Este tltimo foi um politico de proje-
¢do e docente proeminente da Academia Militar do Rio de Janei-
ro, nos idos de 1940. O livro texto de Saturnino foi o primeiro de
Geometria Analitica escrito por um brasileiro.

Steering between skills and creativity: a role for the computer?
Artigo de Celia Hoyles, pesquisadora do Departamento das Ci-
éncias Matemiticas do Instituto de Educacio da Universidade de
Londres. Este artigo foi preparado para publicagio nos anais :
Proccedings of the First ICMI-East Asia Regional conference on
Mathematics Education, Korea, Aug. 1998. Hoyles sugere a in-
corporagio, nos curriculos, de atividades em computador especi-
almente elaboradas com o objetivo de ajudar estudantes 2 progre-
dir na atividade matemdtica formal (demonstracdes). A autora
apresenta, em especial, seu olhar sobre a evolucio do modo de
produgio dos alunos pesquisados, revelando suas atitudes, que nos
levam a questionamentos sobre curriculos, atingindo aspectos de
natureza metodolégica do Ensino de Matematica.

Comité Editorial



Le discernement des plans dans une
situation tridimensionnelle

MARIE-PAULE ROMMEVAUX

Resumo

Serd que os alunos conseguem aprender 2 ver tridimensionalmente? O objetivo do pre-
sente artigo € responder essa questdo. As interacBes entre as representagdes utilizadas
para solucionar um problema de geometria tridimensional sio apresentadas e analisadas
conforme estudos histéricos e didaticos. Nessa resolugio, 2 importincia da identificagdo
de vérios planos é avaliada através da complexidade matematica e da complexidade
heuristica. Variagdes nessa dupla complexidade permitiram que uma seqiiéncia de apren-
dizagem fosse construida. Suas trés fases e as diferentes representacdes utilizadas em
cada uma delas sdo descritas abaixo.

Palavras-chave: visualizagio geométrica. coordenacio entre espago e plano, registro de
representacio.

Abstract

Can students learn to see three-dimensionally? The aim of the present paper is to answer this
question. Interactions between representations used to resolve a 3D geometry problem are put forward
and analysed according 10 bistorical and didactical studses. In this resolution, the importance of the
recognition of various planes is assessed through mathematical complexity and beuristic complexity.
Variations in this double complexity allowed us to construct a learning sequence. Its three Dhases and
vhe different representations used in the interaction during each ome of them are described below.
Key words: geometry visualization, coordenation between espace and plane, representation of register.

Résumé

Peur-on apprendre aux éléves & voir dans I espace? Clest & ceste question que nous essayons dapporter
une réponse. Il apparais que les principales difficultés rencontrées dans la resolution dun probleme de
géomiézrie rridimensionnelle se situent dans le discernement des différents plans entrant dens les siruations
étudiées et représentées. La complexité mathématigue, due aux diversese difnitions d'un plan, er Iz
complexité heuristique, due aux représentations en perpective des situations tridimensionnelles, ont éré
évalufes. Leurs interactions somt schématisées par un double indice domt les variations permettent
danalyser les difficultés dun probleme de géométrie tridimensionnelle. Elles nous ont permis de construtre
une séquence dapprentissage. La séquence, dont nous détaillerons les trois Dhases, a été expérimentée et
évalue. Nous donnerons enfin quelgues uns des résultats obtens.

Mots-clés: visualisation géométrigue; coordenation entre 3D-espace et 2D-espace; registre de
representation.

Educ. Mas. Pesqui., Séo Paulo, v.1, n.1, 1999



Marie-Paule Rommevanx

Le travail présenté a pour objet I'’étude — du point de vue cognitif
— des interactions entre représentations utilisées en géométrie
tridimensionnelle.

L'importance de cette partie des mathématiques — que ni les éléves
ni les professeurs n'apprécient —, en plus des applications directes qu’elle
peut avoir, se situe pour nous dans les interactions entre perception et
savoir discursif. Les fréquents changements de registre que cet
apprentissage met en ceuvre sont pour le développement des connaissances
mathématiques poxr tous un atout certain. Si les figures de la géométrie
bidimensionnelle paraissent livrer du premier coup d’wil toutes leurs
propriétés — ce qui nous le savons n’est pas exact —, tout le monde s'accorde
pour reconnaitre aux figures de géométrie tridimensionnelle une cerraine
complexité. Apres I'échec fréquent de cet apprentissage le découragement
amene généralement la constatation suivante: 7'y « ceux qui voient et ceux
qui ne voient pas.

Qu'est ce que cela signifie pour les éléves résolvant un probleme
de géométrie tridimensionnelle ? Il ne s’agit pas de voir dans un espace de
dimension tross mais de voir trois dimensions sur une figure géométrique
qui n’en a que deux. L'examen des étapes nécessaires 2 la résolution d’un
probléme de géométrie tridimensionnelle montre une succession de
sélection de plans, résolution de problémes plans et coordination de ces
résultats. Voir dans lespace peut donc se manifester par cette aptitude 2
discerner les plans sur une représentation non tridimensionnelle.

Comment en est-on arrivé des objets du monde sensible 2 la
géométrie tridimensionnelle et aux représentations de situations spatiales?
Une rapide incursion dans I'histoire des mathématiques nous a donné
peu de renseignements sur les supports matériels ou visuels utilisés par
les mathématiciens créateurs des régles de la géométrie tridimensionnelle.
Il faut attendre le XVII® siécle pour trouver un exposé théorique de la
perspective parallele et les véritables théories de la représentation sont
dues 2 G.Monge (1746-1818) dont il ne faut pas oublier qu'il a débuté sa
carriére dans un atelier de dessin et de fabrication de maquettes.
L'importance des objets matériels, que cette derniére remarque souligne,
n’a pas échappé aux chercheurs qui se sont penchés sur cet apprentissage.
Nous analyserons le role de ces objets dans leurs expérimentations avant
de donner les éléments de notre analyse et les détails de la séquence
d’apprentissage que nous avons expérimentée,

14



Le discernement des plans dans une situation tridimensionnelle

Les éleves auxquels nous nous sommes adressée sont des éleves de
seconde (15-16 ans), sans tenir compte de I'dge ou de la classe, cet
apprentissage s'adresse 2 des personnes qui peuvent identifier sur une
représentation en perspective paralléle un solide connu, qui connaissent
certaines des propriétés de ces représentations — conservation du
parallélisme, du milieu etc. —, mais ne peuvent se servir de ces figures
pour traiter un probleme sur la configuration représentée.

Introduction

Pour tenter de comprendre les difficultés rencontrées par les éléves
dans I'apprentissage de la géométrie tridimensionnelle nous
commencerons par nous interroger sur les processus mis en ceuvre dans
la résolution d'un probléme relevant de cette partie.

Prenons un exemple:

ABCA’B’C’ est un prisme de base ABC triangulaire, les arétes (AA4°),
(BB’) et (CC’) sont paralléles. I est le milieu de (BC) , I’ est le milieu de (B'C’) et
M est un point de I'aréte (AA4’).

a) Déterminer l'intersection de la droite (MC’) et du plan (ABC).

b) Déterminer 'intersection de la droite (MB’) et duplan (ABC).

¢) Déterminer l'intersection de la droite (MI’) et du plan (ABC).

d) Montrer que les trois points ainsi trouvés sont alignés sur une droite
paralléle 2 une aréte du prisme.

L’intersection d’une droite et d’un plan est un point, figure
géométrique de dimension zéro. Déterminer cette figure va demander
la construction d’éléments de dimension supérieure, au moins un segment
—de dimension un —, dont il peut étre un point. Le plus souvent les
points sont définis comme intersection de droites, mais, nous sommes
dans un espace de dimension trois dont les éléments structurants sont
les plans, de dimension deux.

Une premicre difficulté rencontrée par les apprenants déja
familiarisés avec la géométrie “plane” est le changement de dimension
des éléments structurants. Les droites deviennent des éléments
“incontrdlés” de cet espace dont I'ossature est faite de plans qui ne peuvent

15



Marie-Paule Rommevaux

étre représentés que par des couples de droites ou, des figures fermées
particuliéres rencontrées dans les polyedres.

Abordons le probléme proposé et représentons la situation en
perspective parallele. La figure-source! n’est formée que d'un prisme
triangulaire dont les sommets et les milieux de certaines arétes sont
nommés. Le texte s'intéresse aux droites (MC’), (MB’) et (MF), cette
figure et les données sont représentées ci-dessous:

B

Figure 1: Projection paralléle sur un plan paralléle 3 (ACC'A’).

Cette représentation illustre ce que nous disions précédemment,
ce ne sont pas les droites qui permettent de structurer la figure mais les
plans, représentés ici par deux triangles et trois parallélogrammes.
Répondre aux questions posées va demander une montée en dimension,

1 Nous appelons figure-source la figure obtenue en représentant les figures élémentaires
— points, droites, etc. — données dans la question. Cette figure peut étre effectivement
représentée sur un support matériel ou étre imaginée. Elle devra peut-étre &tre
complétée pour devenir une figure facilitant 'appréhension opératoire de la situation.
Toutes les figures que nous donnons sont des figures géométriques: complexes de
traits et ’hypotheses, les ambiguités susceptibles d’apparaitre dans les représentarions
en perspective paralléle sont levées par les textes qui les accompagnent. Si cerraines
hypothéses, dans ce texte, ne sont pas explicitement rappelées, c’est que nous voulons
insister sur un aspect perceptif des figures.

16



Le discernement des plans dans une situation tridimensionnelle

il va falloir plonger chacune des droites tracées dans un plan quila contient
et qui coupe le plan ABC. Si les plans des faces s'imposent pour deux
d’entre elles, une section est a2 déterminer pour la troisiéme. Le
parallélogramme section est facile & déterminer, ses quatre sommets sont

donnés dans le texte. Nous avons représenté ci-dessous la figure livrant la
solution.

Figure 2

Dans ce cas la figure-source 2 des qualités heuristiques que les
éleves peuvent apprendre 2 exploiter pour résoudre les problemes de
géométrie tridimensionnelle. Les plans des faces y sont immédiatement
perceptibles — pour qui cherche 2 les voir —, le plan AAT'l de section
est lui directement discernable 2. Déterminer les points 4, ¢, 7 n’est pas
immédiat, il faut en effet choisir la droite 2 prolonger et pour cela avoir
présent a l'esprit que la droite d’intersection de deux plans contient tous
leurs points communs. Les points 4, ¢, 7 déterminés il s"agit de constater
sur la figure qu'’ils sont alignés, que la droite qui les porte est paralléle 2
(BC) ou (B'C’) et, de le démontrer. C’est encore une montée en
dimension qui va permettre de résoudre ce probléme. Plonger les points
MB’CTbci dans un méme plan est immeédiat, la réponse est donnée par
I'intersection par un méme plan de deux plans paralléles.

2 Voir le § III-2.
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Marie-Panle Rommevaux

Nous avons essayé de situer dans cet exemple les difficultés
rencontrées par les éléves lorsqu'ils résolvent un probléme simple de
géométrie tridimensionnelle. Ceci va nous permettre de mieux expliquer
les choix qui ont présidé 2 la séquence d’apprentissage que nous avons
congue et a I'analyse théorique qui I'accompagne.

Les différentes phases de résolution du probléme précédent
montrent la succession de sélection de Plans — face du prisme ou section —,
résolution de problemes plans — ici intersection de deux droites — et enfin
coordination des vésultats plans — les trois points trouvés sont alignés. Les
problémes plans rencontrés au début de I'apprentissage sont en général
tres simples, la difficulté principale est donc la sélection des plans pertinents
pour la résolution de ces questions planes. Quels registres de
représentation utiliser, en plus du registre discursif — indispensable
en géométrie — pour faciliter ces opérations ?

Les représentations tridimensionnelles sont souvent évoquées et
utilisées au tout début de I'apprentissage. Mais, elles ne peuvent remplir
que des fonctions de simulation et de communicarion et non la fonction
de traitement (Dxval, 1995b). Cette derniére fonction, essentielle dans
la résolution de problémes ne peut étre remplie que par les représentations
sémiotiques et en géométrie ce sont les représentations figurales de
dimension deux qui peuvent venir soutenir le discours. Ces représentations
étant de dimension deux pour des situations de dimension trois nous
savons qu'il y a perte d’informations, de plus la production de ces
représentations doit obéir 2 des régles dont on veut favoriser
I'apprentissage.

Résumons ce “cercle vicieux”: les représentations en perspective
paralléle paraissent les plus aptes 4 remplir une fonction de traitement,
comment faire pour que les éléves puissent les utiliser dans ce sens ? Ceci
ne parait pas spontané et cette constatation donne lieu aux appréciations
ricuelles: 7/ y ceux qui ne vosent pas dans Pespace et coux qui vozent ... Cest-a-
dire ceux qui sont capables de distinguer représentant — bidimensionnel—
et représenté — tridimensionnel—, qui congoivent le feuilletage de I'espace
tridimensionnel en plans de différentes directions et sont capables de les
discerner sur une représentation bidimensionnelle. La question qui se
pose alors est: Peut-on apprendre aux éléves i voir dans Iespace ?

Nous avons essayé de trouver dans I'histoire des mathémartiques
les source d’inspiration des mathématiciens créateurs des concepts de la

18



Le discernement des plans dans une situation tridimensionnelle

géométrie tridimensionnelle, centrant notre recherche sur les types de
représentation utilisés. La pauvreté des renseignements recueillis nous a
conduite vers les utilisateurs des mathématiques, nous avons trouvé la
quelques renseignements intéressants. Nous rendrons compte ensuite
rapidement de quelques travaux didactiques sur ce sujet en mettant en
évidence l'articulation des différents types de représentation en présence.
Nous aborderons alors nos propres travaux.

Etat des recherches

Dans I'histoire

Le premier fait qui ressort de notre “survol historique”
(Rommevaux, 1997, p. 45-80) est la distance temporelle qui sépare le
corpus mathématique nécessaire aux théories de la représentation, déji
en place dans les Eléments d’Euclide, de leur émergence en tant que telles.
Le second fait frappant est que cette théorisation a été préparée et mise
en place par des praticiens: peintres, tailleurs de pierres...

Les traités mathématiques ne nous donnant pas beaucoup
d'indications sur les fonctions heuristiques des éventuelles représentations
nous avons regardé ce que les utilisateurs de géométrie tridimensionnelle
que sont les constructeurs ou architectes pouvaient nous apprendre. Notre
quéte a été plus riche dans ce domaine, méme si, nous le savons, les
artisans, surtout les compagnons, conservaient secrets leurs savoir-faire.
Cerrains écrits comme le Carnez de Villard de Honnecourt (XI1Isiecle), nous
permettent d’entrevoir ce que pouvaient représenter pour les batisseurs
de cathédrales certaines constructions et représentations géométriques.
Si certaines figures ont, d’aprés R.Bechmann (Bechmann, 1991), un
caractere ésotérique d’autres sont proprement géomérriques. Nous y
trouvons par exemple le moyen de déterminer le centre d’une colonne
“que I'on ne voit pas tout entiére”, celui de “tailler des pendants réglés”
etc. Nous avons essentiellement retenu dans ce Carner la présence de
gabarits dont I'usage érait fréquent 2 cette époque:

On appelait moles d’une part les modéles des différentes faces des
pierres et, d’autre part, également, ce qu'on appelle aujourd’hui
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Marie-Panle Rommevaux

gabarits, indiquant la section et qui servaient pour les profils de
moulures, de nervures, de bandeaux, de corniches, de pilastres,
etc. (Bechmann, 1991 p.52)

Ces modeles, encore utilisés de nos jours, servent  conserver, ou
vérifier, la forme d’une section perpendiculaire aux génératrices d’une
colonne ou autre élément de forme cylindrique, ou servent aussi comme
des pochoirs pour reproduire des formes dessinées sur un support plan.
L'usage que nous en avons fait avec les éléves est plus “symbolique”: les
gabarits nous permettent de plonger I'espace 2D dans I'espace 3D.

Nous trouvons dans le Carner de Villard de Honnecourt les traces
d’'une géométrie pratique et appliquée qui va évoluer vers un savoir plus
élaboré et discursif avec A., Diirer et Philibert de 'Orme et &tre finalement
théorisé par G., Monge. Esquissons rapidement cette évolution.

La géométrie érait une science importante pour les peintres de
Quartrocento et de la Renaissance, on retient généralement de leurs travaux
I'invention de la perspective linéaire, ce n'est pas pour cet aspect que
nous en évoquerons deux d’entre eux, mais pour des remarques moins
“purement mathématiques”.

E. Panofsky (Panofsky, 1987, p. 373) souligne le fait que malgré
ses connaissances mathématiques et ses qualités de géometre, A.Diirer
(1471-1528) retient pour la construction des coniques la méthode des
projections paralléles. D’ailleurs, comme J. Peiffer le rappelle, il considére
comme prérequis a I'érude de sa géomérrie d':

Avoir bien compris comment toute chose doit étre tracée dans
son plan et dans son élévation, selon la méthode que les tailleurs
de pierre pratiquent tous les jours. (Peiffer, 1993, p. 11)

A. Diirer dans Les instructions pour la mesure, 2 la rigle et au compas,
des lignes, plans et corps solides, a le souci de transmettre des connaissances
géométriques: pour se faire “bien comprendre” il donne /z procédure ez e

Afin que “les jeunes aient sous les yeux et intériorisent ces images”,

Diirer cherche 2 représenter graphiquement toutes les figures
décrites dans le livre. (Peiffer, 1993, p. 10)
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La nécessité de représenter un méme objet dans deux registres
sémiotiques différents est ici manifeste.

Le souci de prendre en compte les méthodes utilisées par les
praticiens et de leur faciliter la tiche en retour est aussi manifeste dans
certains ouvrages de Piero della Francesca (1415-1492 ). Le Libellus de
quingue corporibus regularss (1482) doit son originalité au:

lien qu’il érablit entre la géomérrie euclidienne et les
mathématiques de I'abaque, c’est-a-dire entre les machématiques
des savants et celles des techniciens. Piero est conscient d’étre
parmi les premiers 4 s’y essayer: dans sa dédicace 2 Guidobaldo
de Montefeldre, le seigneur d'Urbino ot il vivait, il affirme que la
nouveauté de son travail réside dans la transposition des “choses”
d’Euclide et des géométres vers les arithméticiens. (Gamba &
Montebelli, 1996, p.68)

Mais, le Lzbellus ne contient pas que des calculs 3:

$i Piero transpose Euclide dans le domaine de I'abaque, il urilise
aussi ses talents artistiques en géométrie. L'inclusion de I'icosagdre
dans le cube est “vue” et “tracée”, avant d’écre démontrée, a
partir de propriétés géométriques. Piero dessine une perspective
alignes de fuite paralléles plutét qu'une perspective 2 lignes de
fuite convergentes, selon le procédé inventé par Brunelleschi et
Alberti, et théorisé par Piero dans son propre traité de perspective,
parce que le raisonnement mathématique est ainsi plus clair:
c’est une innovation remarquable. Piero est I'un des fondateurs
du dessin technique et géométrique moderne: si 'on compare ses
dessins avec les figures géométriques qui illustrent les éditions
d’Euclide de I'époque, on constate des différences abyssales. Son
ceuvre, comme celles d’autres auteurs, refléte la demande d'un
nombre croissant de techniciens qui souhaitaient disposer de

constructions graphiques non équivoques et fiables. (Gamba &
Montebelli, 1996, p. 70)

Cette longue citation montre la nécessité des représentations dans
la transmission des connaissances, et met ’accent sur I'intérét des

3 Nous soulignons.
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représentations en perspective paralléle. Cet intérét est celui que nous lui
accordons encore aujourd’hui: ces représentations ne reconstituent pas
ce que nous voyons mais facilitent les traitements mathématiques ou
pratiques. Notons que les représentations en perspective paralléle furent
explicitement théorisées, mais “a contre-cceur” par le jésuite Jean Dubreuil
en 1651 (Rommevaux, 1997, p. 45 et 75)

Autre figure marquante pour notre propos: “le premier architecte
francais” , Philibert de I'Orme (eav. 1510 ? — 1570). Fils d’un maitre
magon il perpétue les traditions du passé et les adapte en leur donnant
des bases rationnelles et non plus empiriques. Il utilise les mémes
instruments que Villard de Honnecourt mais leur donne des fonctions
différentes. Les maquettes et les gabarits sont utilisés dans les chantiers
pour anticiper, prescrire et transmettre . P Potié souligne ces fonctions
dans son ouvrage (Potié, 1996, p. 68 et 69), nous retiendrons ici que
Philibert de I'Orme en révélant dans un ouvrage I'art du tracé des gabarits
choisit d’exposer la:

méthode propre 2 faire de son trait de géométrie 'outil apte 2
conjoindre théorie et pratique en la figure unique de son art
stéréotomique. (Potié, 1996, p. 91)

La stéréotomie et le tracé des gabarits nécessitent une virtuosité
tres grande dans I'art du discernement des plans et du changement de
plans. Virtuosité dont fait preuve Philibert de I'Orme, particuliérement
dans la construction de la trompe d’Anet. Il 2 exposé cette construction
dans I'un de ses traités.

Afin de valoriser cette lecon, il offre ensuite au lecteur la seule
vue en perspective présente dans le traité. On remarquera au
passage I'étonnant manque d’intérét de Philibert de I'Orme pour
une discipline géométrique voisine de l'art du trait. Il est possible
qu'il ne maitrisit pas suffisamment la perspective pour I'employer
couramment. Il est possible également qu'il n’en ait pas eu l'usage,

4 La géométrie des constructions, la confection des maquettes que I'on retrouve dans de
nombreuses Maisons de Penvre de cathédrales, renvoient 4 une situation pratique: les
unités n'étaient pas universelles et les chantiers durzient plusieurs décennies. Il écait
nécessaire de laisser aux successeurs des représentations utilisables.
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préférant ses maquettes au savoir-faire des peintres. (Potié,
1996, p. 91)

Théorie et pratique ont 2 partir de cette époque de plus étroites
relations, comme nous allons rapidement le montrer en évoquant I'ceuvre
de G. Desargues (1591-1661 ) et de G. Monge (1746-1818). Nous
retiendrons de Girard Desargues, dont le nom est attaché i la géomérrie
projective, qu'étudiant les techniques graphiques utilisées dans différents
domaines pratiques: perspective, taille des pierres, gnomonique, il:

avait réussi a discerner clairement les principes géomécriques qui
servaient de base 2 ces différentes techniques. Et, tandis que les
épures de la coupe des pierres 'amenaient a pressentir, aprés Diirer
et avant Monge, les procédés de la géométrie descriptive, la
perspective pratique et la gnomonique le conduisaient 2 écudier,
d'une fagon rigoureuse et approfondie, les propriétés théoriques
de la perspective géométrique. (Taton, 1951, p. 95)

Terminons cette partie historique en évoquant la carriére de
Gaspard Monge, créateur de presque toutes les méthodes utilisées en
géométrie tridimensionnelle, qu’elles soient graphique — géométrie
descriptive — ou symboliques — géométries différentielle et analytique.
B.Belhoste et J. Sakarovitch insistent dans leurs articles (Belhoste, 1989
ou 1997), (Sakarovitch, 1995) sur la formation technique et pratique de
ce futur mathématicien.

A I'école de Mézitres, il a commencé comme “artiste” il dessine,
coupe des pierres et des bois et prépare des modéles en
plétre 2 la gicherie ; son habileté est remarquable. Toute sa vie
il conservera ce sens du concret qui le rattache au monde de
Iéchoppe et de I'atelier dont il est issu. (Belhoste, 1989, p.67)

G. Monge saura théoriser ces pratiques et essentiellement celles
de la taille des pierres:

La géométrie descriptive, comme la géométrie différentielle de

Monge, emprunte 2 la taille des pierres sa définition des surfaces,
ou plus exactement donne une définition théorique de la notion
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de surface qui dérive directement de la maniére dont celles-ci
sont obtenues par le tailleur de pierres. (Sakarovitch, 1995, p.86)

Nous avons essayé de donner ici quelques éléments A 'appui de ce
que nous affirmions au début:nous trouvons dans les chapitres XI et XIII
des Eléments les théorémes essentiels en géométrie tridimensionnelle, les
théories de la représentation s’appuyant sur ces théorémes ne sont apparues
que par l'intervention de praticiens: peintres épris de géomérrie,
constructeurs, architectes, tailleurs de pierres, dessinateurs.

L'apprentissage de cette partie des mathématiques ne devrait-il
pas lui aussi prendre en compte I'interaction entre théorie et pratique ?

Ce sont ces interactions que nous avons essayé de mettre en évidence
dans les érudes didactiques consacrées 2 I'apprentissage de la géométrie
tridimensionnelle que nous allons évoquer maintenant.

Dans la didactique

Le projet des différents auteurs est toujours le méme: trouver un
chemin facilitant le franchissement des étapes d’un parcours allant de
V'espace sensible qui nous entoure -tridimensionnel — 2 I'espace du dessin
— bidimensionnel — qui seul autorise les traitements ceux-ci permettant,
en retour, d'appréhender I'espace géométrique tridimensionnel et ses
propriétés. Le cheminement historique que nous avons esquissé 2 grands
traits montre que le chemin est long. Il va se construire, pour un individu,
tout au long de la découverte de I'espace sensible et de la géométrie.
Nous avons retenu dans les travaux sur ce sujet certaines études marquant
les différentes étapes de cette initiation. Notre choix a été guidé par les
fonctions que les auteurs attribuaient aux types de représentations en
présence et a I'étude de leurs interactions.

Donnons des exemples de ces travaux en prenant comme fil
conducteur I'dge des apprenants.

Lorsque les enfants sont 2 I’école maternelle ou primaire, les
expérimentations utilisent des objets matériels qui seront dessinés — modéle
a représenter — mais aussi manipulés pour résoudre de petits problémes.
La vue et le toucher sont sollicités, ces deux sens vont permettre la
“naissance de la fonction symbolique des représentations”. Les
représentations, analogiques dans certains cas, non analogiques dans
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d’autres, varient suivant les tiches et les moyens graphiques dont disposent
les enfants.

SiJ. Caron-Pargue s'intéresse aux différents modes de codage mis
en ceuvre par les enfants, érudie leurs évolutions suivant I'dge et la tiche
—avec ou sans manipulation de I'objet représenté — (Caron-Pargue, 1981
et 1987), d’autres expérimentations comme celles de A. Bessot et M.
Eberhard (Bessot & Eberhard, 1987a et 1987b) vont jouer sur les taches
et les objets pour faciliter 'émergence d’un certain type de codage, en
I'occurrence le repérage orthogonal de la géométrie analytique.

Nous retiendrons de ces études les apports positifs et les obstacles
dus a ces manipulations. La citation suivante a accompagné tous nos
travaux:

Manipuler, c’est d’apres le dictionnaire, “remuer, déplacer, faire
fonctionner un objet” ; et par 1A méme, I'explorer, le transformer.
Mais on peut concevoir une manipulation qui ait lieu de facon
médiate, sur des substituts de I'objet. Nous qualifierons la premiére
de “matérielle” et la seconde de “symbolique”. La manipulation
matérielle entraine un certain afflux d’informations vers le sujet;
mais ces informations seront-elles toujours adéquates 2 la tache?
Cer afflux va-t-il entrainer des conséquences au niveau de la
sélection, de I'organisation et de la réorganisation des informations?
Dans la manipulation symbolique, le subscitut filtre les
informations de telle ou telle fagon suivant sa nature; ce filtrage,
s'il est approprié, peut constituer un apport économique intéressant
pour le sujet. Mais d’autre part, le substitut de I'objet véhicule
lui-méme des informations qui lui sont propres, et dont
Tarticulation avec celles qui proviennent de I'objet peut étre
souhaitable ou non suivant la nature ou le but de la tiche 2
accomplir. (Caron-Pargue, 1981, p. 7-8)

Trois tiches sont primordiales dans cet apprentissage: prendre
toutes les informations, les organiser et surtout en abandonner. llyala
une question de choix qui ne peut étre résolue de fagon unique. Nous
voyons d’ailleurs que 'dge’ n’est pas dans ces cas 12 déterminant et que
I'adéquation du traitement de la représentation 2 la tiche doit s'apprendre.

5 Voir dans (Rommevaux, 1997, p. 122-123) les résultats que nous avons recenus des
travaux de R.Baldy avec des adultes en formation.
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S'adressant 2 de trés jeunes enfants les expérimentateurs essaient
d’étudier les différents codages qu'ils mettent “spontanément” en ceuvre
pour traiter les problémes proposés. Dans les expérimentations que nous
allons évoquer maintenant il y 2 une jntention d’enseignement qui ne
figurait pas dans les expérimentations précédentes. Les tiches de
communication d’assemblages de cubes proposées vont obliger les éléves
a transmettre une information compléte, ces tiches vont faire apparaitre
des représentations non analogiques — prise en compte d’un plan de
référence et codage numérique. Jouant sur les variables cubes accrochables
ou non-accrochables et sur le nombre de cubes 4 la disposition des éleves,
A. Bessot et M. Eberhard vont essayer de les conduire de la manipulation
des cubes, 2 des représentations graphiques non normalisées et 4 un
repérage symbolique. Elles constatent, au cours du déroulement de ces
expérimentations’ que le référentiel évolue et tend 3 se détacher du
sujet dans la succession des situations-problémes. Ce qui leur permert,

en jouant sur la situation de communication (et sur des familles
de polycubes), d’envisager une suite de situations-problémes ot
I'éléve construise, comme solutions, des représentations graphiques
non normalisées pour aboutir 2 un repérage dans I'espace faisant
intervenir trois coordonnées: 