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INTRODUGAO

A técnica da Recursividade, vem sendo largamente utilizada na
programacao de computadores, na maioria das vezes simplificando de
forma marcante as solugdes de problemas aparentemente complexos.

Por outro lado, também ¢é possivel que a aplicacao dessa técnica
torne a solucao muito dificil de ser compreendida, muitas vezes pela sua
extrema simplicidade. Afirmamos também que sempre é mais facil
distinguirmos o que esta explicito ao invés daquilo que permanece de
forma implicita. O uso da técnica da recursividade nem sempre é
naturalmente visivel e claramente deduzido.®

Este trabalho tem como objetivo apresentar essa técnica do ponto
de vista de sua utilizagdo na informatica. A recursividade (ou recursao) é
um conceito muito mais amplo e abrangente estando presente nas mais
diferentes aplicagbes, tais como: literatura, jogos, matematica,
experimentos fisicos, etc.

A Histéria da Ciéncia colabora com a abordagem deste tema ao
destacar e analisar fatos que envolveram o processo de busca de solugoes
para um determinado problema. A Histéria da Ciéncia nos possibilita um
olhar para o passado, observando um contexto diferente do atual, e
principalmente, como e com que recursos, o problema em questao foi
enfrentado. Nos dias de hoje com o auxilio do computador, disponibilizou-
se uma poderosa ferramenta que executa rapidamente operacoes
repetitivas e exaustivas, abrindo possibilidades de técnicas anteriormente

de dificil implementacdo; a recursividade € uma delas.

Oficina apresentada no Workshop de Historia da Ciéncia e Ensino, 26/09/2008, campus Marqués
de Paranagua, PUCSP.
1 A. J. S. Neto, “Explorando Recursdo e Fractals,” in IV Congresso RIBIE, Brasilia 1998
(Petrépolis:Universidade Catdlica de Petrépolis, 1998), 3.
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Apresentaremos o problema das Torres de Handi, num contexto
historico, suas solugdes e limitagdes, procurando comparar as abordagens

antiga e moderna.

O QUE E RECURSIVIDADE

No contexto que pretendemos tratar sobre esse assunto, e de uma
forma simplificada, podemos dizer que recursividade é uma técnica de
programacao de computadores na qual uma rotina (entenda-se um
programa, ou parte dele) ao ser executada, chama novamente ela
mesma, nao necessariamente apenas uma vez; esta segunda chamada,
também chamara uma terceira que chamara a quarta, e assim por
diante.?

Quando um procedimento qualquer ¢é executado por um
computador, e no decorrer desse processamento for encontrado
novamente o mesmo procedimento, dizemos que o mesmo € “recursivo”,
isto é: recursdo é o ato de um procedimento chamar a si mesmo?>.

Por exemplo: ao calcular uma multiplicacdo através de somas
sucessivas, ao invés do programa ser constituido de uma sequéncia de
somas sequenciais ou formar um lago com um contador (programacao em
loop)?, usando a recursividade podemos fazer com que a prépria rotina
contendo apenas 1 soma, chame ela mesma uma quantidade controlada
de vezes.

Se sairmos do contexto da programacao dos computadores,
podemos apresentar iniUmeros exemplos de recursividade, como por
exemplo: 2 espelhos colocados um na frente do outro: as infinitas
imagens refletidas mostram essa mesma ideia: a repeticao sucessiva de
um processo que se refere a si mesmo.

Um aluno ja disse que:

2 A. Drozdek, Estrutura de Dados e Algoritmos em C++ (S&o Paulo: Thomson, 2002), 153-156.

3 M. T. Goodrich & R. Tamassia, Estruturas de Dados e Algoritmos em Java. 4@ ed. (S&o Paulo:
Bookman, 2007), 136.

* Loop: Técnica de programacdo que repete a execucdo de uma determinada rotina mais de uma
vez.
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Ao tentar resolver um problema, encontrei obstaculos dentro de

obstaculos. Por isso, adotei uma solucdo recursiva”

Outro aluno, que resolveu permanecer no anonimato, nos deixou a

seguinte frase:

Para entender recursao devemos primeiramente entender

recursdo”®

O PROBLEMA DAS TORRES DE HANOI

As Torres de Handi constituem um problema tipo “quebra-cabega”
de origem muito antiga inspirada em uma lenda hindu que falava de um
templo em Bernares, cidade sagrada da India onde existiam 3 torres
sagradas do bramanismo. A lenda dizia que no inicio dos tempos, foi dado
aos monges uma pilha de 64 discos de ouro de diametros diferentes e
com um furo no meio, empilhados em uma das torres de forma que cada
disco se sobrepunha a um disco maior de modo que sempre o disco de
cima fosse menor que o disco imediatamente abaixo dele.

A atribuicao que os monges receberam foi a de transferir todos os
64 discos de uma torre para outra, usando a terceira como auxiliar.
Apenas 2 regras foram estabelecidas: os monges deveriam movimentar
apenas um disco de cada vez e nunca colocar um disco maior sobre um
menor.’

Os monges foram compelidos a trabalhar com eficiéncia dia e noite e
gquando terminasse a tarefa, o templo seria transformado em po e o
mundo acabaria!®

Muita matéria ja foi escrita sobre as Torres de Handi, desde

curiosidades, introducdo a novos conceitos matematicos e até estudos em

>S. Y., aluno de Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade de S&o Paulo, 1998.

6 Aluno da PUC-SP em aula de Estruturas de Dados do curso de Ciéncia da Computacdo, 2004.

7 C. R. Moraes, Estruturas de dados e Algoritmos, uma abordagem didética (S&o Paulo: Editora
Berkeley, 2001), 166-167.

8 Ibid., 171.
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contexto psicogenético no qual se investiga a relacdao entre acdo e

compreens3do na busca da solugdo de um problema.®

Torres de Hanoi: tarefa: transferir todos os discos para outra haste, um-a-um sem sobrepor um maior sobre um menor

Figura 1: Torres de Handi com apenas 8 discos
(http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Tower_of_Hanoi.jpeg)

EDOUARD Lucas (1842-1891)

Figura 2: Edouard Lucas
(http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Elucas_1.png)

Este antigo problema, foi comentado pelo matematico francés
Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891), educado na Ecole Normale
em Amiens na Franga. Apds servir durante a guerra Franco-Prussiana de
1870 a 1871 como oficial da artilharia, tornou-se professor de matematica
no Lycée Saint Louis em Paris e posteriormente também lecionou

matematica no Lycée Charlemagne também em Paris'®.

°A. C. Ortega, L. C. M. da Silva & M. A. Fiorot, “O jogo Torre de Handéi em um contexto
psicogenético,” ActaScientiarum 24, (1, 2002): 151-158.

10 3. O'Connor & E. F. Robertson, “Frangois Edouard Anatole Lucas,” MacTutor History of
Mathematics (dez. 1996): 1.
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Lucas foi conhecido pelos resultados obtidos com a teoria dos
numeros, e particularmente por seus estudos sobre a sequéncia de
Fibonacci.'!

Publicou diversos trabalhos, entre os quais suas famosas, hoje um
classico, Récréations mathématiques, em diversos volumes publicados de
1882 a 1894 sendo alguns postumamente. Nas edicdes de suas
recreacoes matematicas, usava o pseuddénimo Mandarim N. Claus (note-se
que Claus é um anagrama de Lucas)'®. O problema das Torres de Handi
apareceu em suas Récréations mathématiques - quatrieme volume
editado em 1883. Posteriormente o quebra-cabeca foi apresentado de
forma especifica, mais completa e elaborada em 1889, através de sua
publicacdo “Jeux Scientifiques pour servir a |"Histoire, & IEnseignement et
a la Pratique du Calcule et du Dessin - Premiére série n® 3 “13,

Seu trabalho sobre o problema das Torres foi tao completo,
interessante, divertido, esclarecedor e matematicamente tdao bem
embasado que o tornou conhecido, até os dias de hoje, por pessoas talvez
ndo muito bem informadas nesse aspecto’®, como sendo o “inventor” do

quebra-cabecgas Torres de Handi.

A SOLUCAO NO FINAL DO SECULO XIX

Pelas publicagdes de Lucas, podemos ter uma idéia dos recursos e
raciocinios considerados na época. Sem a disponibilidade de
computadores, nao dispondo ainda do poder de uma calculadora, mas
com uma observacdo agugada, os matematicos ja conseguiam grandes
avancos na elaboracdo de algoritmos que apresentam raciocinios e
calculos bastante sofisticados.

Ao apresentar a solugao do problema, Lucas sugere um raciocinio

simples, empirico e de facil compreensado: ele analisa o caso de apenas 1

11 Sequéncia de Fibonacci : sequéncia numérica em que cada numero corresponde & soma de seus
dois antecessores.
12 B Lucas, Jeux Scientifiques pour servir & I’Histoire, & I’Enseignement et & la Pratique du Calcul
%t du Dessin- La Tour d’Hanoi [premiére serie n® 3] (Paris: Chambon & Baye, 1889), 12.

Ibid., 8.
14 A. Syropoulos, “The Towers of Hanoi”, (Ioannina (Greece: Department of Physics, University of
Ioannina, 2007), http://obelix.ee.duth.gr/~apostolo.
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disco, depois 2, 3, 4, seguindo até 8 discos, mostrando para cada caso a

quantidade minima de movimentacoes.
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Figura 3: Publicacdo parisiense de 1889
(http://ledouardlucas.free.fr/pdf/oeuvres/Jeux_3.pdf)

Para o caso de apenas 1 disco: 1 movimento

No caso de 2 discos: 3  movimentos

Para 3 discos:
Para 4 discos:
Para 5 discos:
Para 6 discos:
Para 7 discos:

Para 8 discos:

Etc.

7 movimentos

15 movimentos

31 movimentos

63 movimentos

127 movimentos

255 movimentos

A seguir, analisando os resultados, observa que ao somarmos 1 a

cada um desses numeros obteremos a serie:

2,4,8, 16, 32, 64, 128, 256, ...
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Temos entdo uma progressao geométrica de razao 2 (cada numero
é o dobro de seu precedente).

Dai Lucas deduz que: a quantidade minima de movimentos é dada
pela formula: 2"- 1, onde n é o nimero de discos a serem transferidos
de uma haste para outra. Portanto, para n=64 discos, teremos: 2% - 1 =
18.446.744.073.709.551.615 movimentos, um numero incrivelmente alto.

Se os monges fossem rapidos o suficiente para que, em apenas 1
segundo, fizessem uma movimentacdo, isto levaria cerca de 5 * 10
anos! Realmente, seria o fim do mundo, pois seriam 25 vezes a idade do
Universo, considerando que hoje estima-se em 20 bilhdes de anos: 0.2 *

10! essa idade.?

- . “nprn . —agorn « O Mo
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—. N ™ w1 e e Lt st
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Figura 4: “quebra-cabecga” do final do século XIX

(http://Iwww.luduscience.pt/images/torre_de_hanoi.jpg)

OS ANAGRAMAS

Como ilustracdo do espirito jovial e descontraido dessas
“recreagdes” apresentamos a seguir um detalhe sobre a apresentacao de
resultados incluido por Lucas em seu trabalho®®.

Visando apresentar as movimentagdes dos discos na forma: AB, BC,
CA, etc, onde por exemplo: AB indica: retirar o disco da torre A e coloca-
lo na torre B , Lucas prossegue com uma interessante exposicao sobre o

calculo das permutacdes possiveis com as letras de um nome, podendo

15 C. R. Moraes, Estruturas de dados e Algoritmos, uma abordagem didatica (S0 Paulo: Editora
Berkeley, 2001),171.
18 | ycas, 8.
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com isso formar anagramas como por exemplo nas duas frases seguintes

compostas dos mesmos caracteres:

REVOLUTION FRANCAISE e UN VETO CORSE LA FINIRA

Observe a malicia que esta implicita no exemplo acima: “Um veto
corse” nos faz lembrar a Napoleao Bonaparte, que governou a Franca

apos a revolucdo francesa e que era de origem corsa.

A APLICAGAO DA RECURSIVIDADE NA SOLUGAO MODERNA
Hoje, com os computadores disponiveis, a melhor solucdo para o
problema proposto é a recursiva, embora um pouco intrigante e
aparentemente de dificil visualizagdo. Existem conceitos importantes que
ficam implicitos, o que pode dificultar uma total compreensao da solucdo.
Seguindo o raciocinio inicial de Lucas, vejamos quais sdo 0S nossos

passos na busca da solugao:

10) sabemos que para 1 unico disco, basta 1 Unico movimento.

20) sabemos que se tivermos 2 discos, necessariamente teremos
gue movimentar o disco superior , que € menor, para uma posicao
temporaria auxiliar, liberando assim o movimento definitivo do disco
inferior que é maior.

39) nesse instante teremos uma situacdo particular na qual a torre
de destino estd pronta para receber o maior disco proveniente da
torre de origem, acao esta que reduz o problema em 1 disco,
considerando que esta ultima movimentacao, a do disco maior, foi
definitiva.

40) assim sucessivamente: para movimentarmos 64 discos, teremos
que reduzir o problema para 63 discos posicionados na torre
auxiliar, liberando assim o maior disco para 1 Unico e definitivo

movimento.
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50) com essa sucessao de reducoes do problema sempre de 1 disco

a menos, faremos chegar a 1, terminando assim a tarefa.

Resumindo, e raciocinando de outra forma:

Para resolvermos com 64 discos, necessariamente temos que
resolver antes para 63 discos.

Para resolvermos com 63 discos, idem para 62, e assim por diante.

Para resolvermos com 2 discos, necessariamente temos que resolver
antes para 1 disco.

A solucdo com apenas 1 disco nés ja a temos: basta movimenta-lo
para a torre de destino.

Ora, se temos a solucao para 1 disco, temos entao para 2, 3, 4,

assim por diante até os 64 discos. Isto é recursividade.

A SOLUCAO DAS TORRES DE HANOI NO COMPUTADOR:

Por meio das técnicas atuais, torna-se possivel listarmos todas as
movimentacdes minimas e necessarias para transferirmos os 64 discos de
uma torre para outra.

Dadas as torres:

A = Torre original com os 64 discos sobrepostos

B = Torre de destino: inicialmente vazia e que recebera os 64
discos de A

C = Torre auxiliar, apenas para armazenamento temporario
dos discos

Criamos entdao o seguinte comando que faz a transferéncia de todos
os 64 discos de A para B usando C, seguindo as regras: 1 disco por vez e

nunca sobrepor um menor por um maior.

Transferir (64, A,B,C)

A programacdo necessaria € tdo simples que nos faz pensar se esta

realmente correta:
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Transferir (n, origem, destino, auxiliar)

Sen> 1
Transferir (n-1, origem, auxiliar, destino)

14

Imprimir “Transfira o disco de origem para destino

Transferir (n-1, auxiliar, destino, origem)

So isso! Nada mais é necessario programar. Com estas 4 instrucdes,
suportadas por um computador moderno, podemos imprimir uma relacao

superior a 18 quintilhoes, ou mais exatamente

18.446.744.073.709.551.615 frases do tipo:

“Transfira o disco de A para B”
“Transfira o disco de A para C”
“Transfira o disco de B para C”
“Transfira o disco de A para B”

etc....

Observe que sempre o primeiro parametro da funcao Transferir
acima, assume a origem, o segundo sempre o destino e o terceiro o
auxiliar. A troca entre eles em cada chamada da funcao “Transferir” é

gue faz a diferenca. A constante diminuicao da quantidade n, leva a um

final ao chegar a 1.

AL By C
T n
T discos
A B C
R
movim. i e |
] definitivo :: discos
A B o
_::_ problema
—— reduzido
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Figura 5: Sequéncia basica do raciocinio (imagem nossa)

Note-se também que o comando “Transferir” sempre chama 2
vezes ele mesmo. Isto é recursividade aplicada a programacao de
computadores: E dai que vem a poténcia de 2 na formula do calculo da

quantidade de movimentagoes.

COMENTARIOS FINAIS

Um problema proposto, tal qual as famosas e lendarias Torres de
Handi, sempre deve ser um desafio para nds, que nos consideramos seres
humanos pensantes e criativos. A questao de encontrar caminhos novos
para chegar a solugdes, as vezes as mais diversas, é de fundamental
importancia para agugar nossa capacidade inventiva e nos reafirmarmos
em nossa racionalidade.

No final do século XIX, Edouard Lucas, equacionou entre outros o
problema das Torres de Handi, abrindo novas perspectivas. Apesar do
grande desenvolvimento pelo qual passamos desde aquela época, e novas
solugbes terem surgido, nada nos fara afirmar que tudo ja é definitivo,
pois a ciéncia marca sua historia, e essa histdria possui movimento. Cada
século que passa transforma ideias, muda possibilidades, exclui hipéteses

e cria expectativas, alimentando novas esperancas de um novo amanha.
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