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Uma perspectiva das pesquisas sobre o ensino dos nimeros complexos

PRISCILA LOPES CARVALHO!

Resumo

Em fase preliminar, este trabalho propBe-se a analisar um conjunto de monografia,
dissertacdes, artigos e trabalhos cientificos que tenham como tema principal os ndmeros
complexos, levando em conta aqueles que envolvem, como nivel de ensino, o Ensino Médio, o
Ensino Médio/Técnico e/ou o Ensino Superior. O objetivo que direciona os esforcos
investigativos consiste em realizar uma metandlise: verificar como as proposicdes neles
contidas apresentam este conteddo matematico, de que forma expdem sua relevancia e quais
propostas de ensino foram exploradas, tendo em vista a busca por ressignificar as atividades
propostas pelos autores originais da perspectiva das estratégias didaticas com tecnologias
digitais foram abordadas.

Palavras-Chave: Educacdo Matematica; Numeros Complexos; Metandlise; Tecnologias
Digitais.

Abstract

At the preliminary stage, this work proposes to analyze a set of monographs, dissertations,
articles and scientific works that have as main theme the complex numbers, taking into account
those involving, as a level of education, High School, High School / Technical and / or Higher
Education. The objective that directs the investigative efforts is to carry out a meta-analysis: to
verify how the propositions contained in them presenting this mathematical content, how they
expose its relevance and what proposals of teaching were explored, in view of the search for re-
signifying the activities proposed by the authors from the perspective of didactic strategies with
digital technologies were addressed.

Keywords: Mathematics Education; Complex Number; Meta-analysis; Digital Technologies.

Introducéo

A chamada “matematica pura”, segundo Rooney (2012), esta dividida em ramos como
Aritmética, Geometria e Algebra; entretanto, dificilmente é possivel separar o que o
autor chama de “algebra simples” da geometria, até porque os primeiros problemas
algébricos teriam surgidos atrelados & geometria. Neste sentido, a Algebra estuda a
generalizacdo do célculo aritmético mediante expressGes compostas por constantes
(ndmeros) e variaveis (letras). Desta forma, a Algebra, por sua vez, pode ser
decomposta em Algebra Linear (estuda espacos vetoriais e transformacdes lineares),
Algebra Multilinear (generaliza os métodos da &algebra linear), Algebra Homoldgica
(topologia algébrica), Algebra Comutativa (construcdo da teoria algébrica dos
numeros), Algebra Booleana (estrutura algébrica que esquematiza as operacdes logicas)

e Algebra Elementar (conceitos béasicos da élgebra utilizando niimeros, operadores e
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variaveis). No campo da algebra elementar, os temas sdo fragmentados em estruturas

algébricas, opera¢des matematicas, polinbmios e equacoes.

Ha registros da algebra elementar nas tdbuas de argila da Babilénia as quais exibiam
problemas formulados com equagdes quadraticas e cubicas, no entanto, seu avango e
aceitacdo dependeram da concordancia do sistema hidu-ardbico e do zero, sendo
Khayyam (1048-1131) quem definiu os principios basicos da algebra e usou a geometria
para solucionar equac@es algébricas. Contudo, apenas quando a algebra se distanciou da
geometria foi possivel a ideia de equacdo abstrata, apropriando-se da concepcao de
niumero ndo relacionada a medidas ou quantidades (ROONEY, 2012 p. 132),

consolidando o emprego dos numeros negativos e complexos em estruturas deste tipo.

Na Teoria dos Conjuntos, desenvolvida por Cantor entre 1874 e 1879, viabilizou-se a
manipulacéo de conceitos matematicos, entre eles a divisdo dos nimeros em conjuntos e
a comparacao entre os mesmos. Assim, o conceito fundamental dos conjuntos pode ser
descrito como “qualquer grupo de objetos ou niimeros, tenham eles uma existéncia real
ou ndo, formam um conjunto” (ROONEY, 2012 p.192).

Atualmente, no Ensino Fundamental, os numeros sdo ensinados subdivididos em
conjuntos numéricos, em uma representacdo linear, desassociados de sua evolugéo
histérica, como nUmeros naturais, nimeros inteiros, numeros racionais, numeros
irracionais e, enfim, os numeros reais. Logo, em determinado momento, para prover
resultados relativos a raiz quadrada de um ndmero negativo, surge um obstaculo quando
os elementos do conjunto dos nimeros reais ndo se mostram suficientes, ou seja, no

conjunto dos nimeros reais ndo ha uma forma de representar essa “nova’ solugao.

Esta ideia € normalmente proposta na matriz curricular do Ensino Médio, por meio dos
nimeros complexos, que preveem o emprego de uma unidade imaginaria. Sem o
contexto histdrico da evolugdo dos nimeros, entretanto, a impressdo que muitos alunos
tém é que este contetdo teria sido criado em um passe de maégica para solucionar o
problema das raizes de numeros negativos. Some-se as abordagens inadequadas,
apartadas do background historico, o fato de a Matriz de Referéncia do ENEM néo
contemplar os nameros complexos, permitindo aventar que este tema carece de maiores
cuidados, tanto do ponto de vista das abordagens adotadas, quanto das pesquisas que

sobre ele se debrucam.

A proposta de pesquisa que aqui se descreve inclui a busca de trabalhos cientificos que
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abordam os numeros complexos, levando em conta aqueles que envolvem, como nivel
de ensino, o Ensino Médio, o Ensino Médio/Técnico e/ou o Ensino Superior. Desta
maneira, realiza-se uma investigacdo, de carater qualitativo e com delineamento
definido pela metanalise, a qual, até 0 momento, levou a consulta e sistematizacdo de
112 trabalhos do banco de teses e dissertagdes da CAPES. Este universo de trabalhos
permitiu um recorte, envolvendo 36 dissertagdes e artigos sobre o tema “ntimeros
complexos”, devido ao fato de os mesmos terem relacdo direta com a Educacéo
Matematica, no sentido de conterem abordagens didaticas propostas para o trabalho
com este tema. Por consequéncia, estes textos serdo analisados com o proposito de
verificar como as proposi¢cdes neles contidas exploram este conteddo matematico, de
que forma expdem sua relevancia e quais propostas de ensino foram abordadas, tendo
em vista a busca por ressignificar as atividades propostas pelos autores originais do
ponto de vista de estratégias didaticas com tecnologias digitais.

1 NUmeros Complexos

Os numeros complexos ja foram conhecidos ao longo da historia como “impossiveis”,

29 ¢¢

“ficticios” “sofisticados”, “inexplicaveis”, “imaginarios”, quantidades “falsas”, entre
outros; tais nomenclaturas se relacionam a forma como foram compreendidos em
diferentes tempos e aos obstaculos encontrados no decorrer de sua evolugdo como

conceito.

A Teoria dos Conjuntos de Cantor viabilizou definir 0s niUmeros complexos como um
conjunto munido de duas operagfes, adicdo e multiplicacdo, e que satisfaz as
propriedades comutativa, associativa, elemento neutro, inverso multiplicativo e

distributiva. Isto se tornou possivel por meio da ideia de corpo (BIEZUNER, 2006).

Os ndmeros complexos ndo representam quantidades e surgem, por exemplo, na
resolucédo de equagdes de 3° e 4° grau propostas por Tartaglia e Ferrari. Bombelli disp6s

0s nimeros a e b, designando a parte real e imaginaria, enquanto Euler propos a letra i

como unidade imaginaria, para representar e definir a v —1 . Estes nUmeros podem ser
expressos na forma algébrica z = a + bi ou z = x + vi, sendo a, b, X e y nimeros reais

e i a unidade imaginaria, de forma que z designe o sistema de coordenadas 3D (X, Y, z)
(MEHA, 2016), o que, por sua vez, possibilita associar as coordenadas de um ponto (X,

y) a interpretacdo geométrica do numero complexo no Plano Complexo ou Plano de
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Argand-Gauss, ou, ainda, associd-las ao vetor descrito pelo numero complexo,
representado pela distdncia da origem ao ponto, permitindo representar as operacoes
soma, subtracdo e multiplicagdo. Ademais, podem ser escritos nas formas

trigonométrica ou polar e matricial.

2 Sobre os procedimentos de pesquisa

No primeiro momento da investigacdo aqui descrita, foi realizada a classificacdo das
pesquisas encontradas na busca feita na base de dados da CAPES, que resultou em 112
trabalhos, sendo 1 monografia para trabalho de conclusdo de curso de graduacdo, 15
artigos e 96 dissertacdes. Em relacdo as dissertacGes, 76 foram apresentadas para
obtencdo do titulo de Mestre em Matematica do Programa de Mestrado Profissional em
Rede Nacional — PROFMAT (programa coordenado pela Sociedade Brasileira de
Matematica). As 20 restantes foram apresentadas para obtencdo do titulo de Mestrado
Profissional em Ciéncias e Matematica ou de Mestre em Educacdo Matematica em

diversas instituicGes de pds-graduacdo do pais.

Em um segundo momento, buscou-se definir o material a ser analisado, considerando
todos os estudos mais relevantes associados a area da Educacdo Matematica que
apresentavam propostas didaticas passiveis de analise e critica, e, por fim, classificar
qual a abordagem proposta por cada pesquisa selecionada. Foram selecionados ao todo
38 pesquisas, cuja analise possibilitou identificar as abordagens histérica, geométrica,

tecnologica e de formacao de formadores.

Neste artigo, apresenta-se a sintese de algumas dissertacdes dentre as 38 selecionadas,
sendo uma para cada abordagem supramencionada. No entanto, para o texto final da
pesquisa, serdo levadas em consideracdo as descri¢cdes produzidas para um grupo maior
de trabalhos, envolvendo as 38 pesquisas encontradas. As proximas secfes contém este
primeiro ensaio de analise, de acordo com a divisdo determinada pelas categorias que

foram definidas pelas abordagens.
2.1 Sobre a abordagem histérica

Eli (2014) propde o ensino dos numeros complexos sob a perspectiva historica em uma
pesquisa participante, realizada com alunos do Ensino Médio e de Licenciatura em
Matematica. O autor apresenta uma sequéncia de atividades com o objetivo de
compreender a concepgdo dos estudantes sobre raizes quadradas de nimeros negativos,
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identificando dificuldades conceituais relativas a poténcia quadrada, ao uso da regra de
sinais da multiplicacdo dos nimeros reais e uma diversidade de respostas equivocadas
relacionadas a raiz quadrada de numeros negativos. O texto apresenta, também, topicos
da histdria dos niumeros complexos e suas aplicagdes na fisica e na geometria fractal.
Do ponto de vista tedrico, a investigacdo foi fundamentada em documentos como PCN,
PCN+, Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio e DCN, além de usar autores
como D’Ambrosio, Caraga, Cury, Cajori, Eves, Baier, Boyer, Nahim, Carneiro, Milies,
Pérez Echeverria, Sad e Silva, Silva e Pinto. Ao final da aplicacéo, o autor percebeu que
alguns académicos ndo tinham estudado numeros complexos, constatando uma
mudanca apoés a aplicacdo das atividades, ocorrida pela aceitacdo da raiz quadrada de
numeros negativos viabilizada pela exposicdo dos fatos historicos aos estudantes que
visualizaram as dificuldades passadas pelos mateméticos e o tempo que levou para 0s
nameros complexos serem aceitos. Ainda aponta como consequéncia “o fortalecimento
da decisdo de professores extirparem esse conteudo do ensino basico, por concluirem

equivocadamente o desuso desse objeto de ensino” (ELI, 2014 p.117).
2.2 Sobre a abordagem geométrica

Guimarées (2013) desenvolveu sua pesquisa com alunos ingressantes do curso superior
de Engenharia Mecanica visando avaliar e analisar os conhecimentos prévios sobre 0s
numeros complexos, considerando que os alunos haviam acabado de concluir o Ensino
Médio. Seu objetivo era buscar uma forma mais eficaz de compreender os nimeros
complexos e a associagdo e aplicacdo dos mesmos a geometria, e mais especificamente
a trigonometria. A fundamentacdo teorica levou em consideracdo a Teoria de Van Hiele,
além dos trabalhos de Brousseau, Pavanello, Lorenzato, Eves, Garbi, lezzi, Meyer, entre
outros, e documentos como 0os PCNs e a LDB. A autora entende que a apresentagdo
didatica dos nimeros complexos deve basear-se em aplicacdes e objetos concretos,
associando a historia dos numeros complexos a representacdo de um ponto ou vetor,
tendo a perspectiva geométrica para concluir a visdo algébrica. Deve considerar,
igualmente, sua importancia perante o desenvolvimento cientifico e intelectual, alem de
justificar a existéncia dos conjuntos numéricos em face a evolucdo da sociedade. Em
relacdo a metodologia e a estrutura da pesquisa, a autora empregou um questionario
socioecondmico, um questionario investigativo sobre a aprendizagem de numeros
complexos e suas aplicacBes geométricas e um teste de nivel (aplicado 2 vezes). Além

disso, a autora apresentou a histéria dos numeros complexos antes de proceder a
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aplicacdo de uma sequéncia didatica. Finalmente, usou um questionario apos a
aplicacdo da sequéncia, que chamou de “Numeros complexos no ensino superior e suas
aplicagdes geométricas”. A autora conclui que, embora poucos alunos tenham
apresentado dificuldades em alguns conceitos matematicos basicos, a maioria conseguiu
associar o uso da raiz quadrada negativa a desmistificacdo do surgimento dos numeros
complexos. Na sequéncia, foi utilizado o software Régua e Compasso para O
reconhecimento de conceitos fundamentais associados a geometria e as quatro
operagdes, como os de translagdo e rotacdo. A autora aponta como positiva a avaliagdo
do que foi visto quando da integracdo da abordagem dos nimeros complexos a partir de
uma visao geometrica, tendo por base a Teoria de Van Hiele, fazendo com que o aluno

evolua e chegue a conclusdes a cada passo bem orientado e finalizado.

2.2.1 Sobre a abordagem Vetorial

Em seu artigo, Assemany e Harab (2013) apresentam uma oficina realizada com os
alunos do Ensino Médio, na qual estabelecem uma abordagem que denominam
“geometria vetorial” para a conexdo que atribuem para os conteddos de geometria plana
e vetores com 0s numeros complexos, “abdicando do algebrismo” e focando na
representacdo geométrica, de forma a explorar os conteddos do Ensino Médio sob a
perspectiva da geometria vetorial. Para as autoras, a geometria vetorial contribui para a
visualizacdo dos numeros complexos como um vetor no plano, associando 0s conceitos
de médulo e argumento de nimeros complexos a médulo e inclinacdo de vetores,
seguindo intuitivamente a forma trigonométrica. A igualdade, o conjugado, as
operacgdes de adicdo, subtracdo e multiplicacdo por um nimero real sdo apresentadas
por meio das coordenadas dos vetores formados pela origem com a extremidade no
afixo no plano complexo, ou seja, a partir do momento que os conteudos se relacionam,
a proposta dos nimeros complexos passa a ter outro sentido, principalmente com o
enfoque geométrico, associado ao vetor. A multiplicacdo e a potenciacdo sdo abordadas
de maneira tradicional, a partir da forma trigonométrica, obtendo-se a primeira Férmula
De Moivre. As raizes complexas sdo determinadas por meio de atividades investigativas
realizadas com base em um poligono e definidas pela quantidade de rotac6es partindo
de uma raiz conhecida (ASSEMANY, HARAB, 2013, p. 640). Concluiram que 0 ensino
da geometria vetorial em sua abordagem diferenciada resultou em um facilitador para a
resolucdo, compreensao e significacdo para as questdes relacionadas ao ensino dos

numeros complexos.
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2.3 Sobre a Abordagem Mudanca de Registros

Contini (2016) realizou um estudo investigativo sobre a aprendizagem das conversoes
entre representacdes semidticas de numeros complexos com o objetivo de desenvolver
uma pesquisa diagnoéstica sobre a aprendizagem da passagem entre os registros grafico,
algébrico e da lingua materna (conversdes). O autor busca responder o que 0s alunos
sabem sobre as conversdes entre as representacfes semioticas de nimeros complexos
entre pelo menos dois dos registros, considerando o gréafico, o algébrico e o da lingua
materna, e quais dessas converses apresentam maior dificuldade. A pesquisa foi
realizada com alunos do Ensino Médio e alunos do curso Técnico de Meio Ambiente
Integrado ao Ensino Médio, e fundamentada na Teoria dos Registros de Representacao
Semidtica de Raymond Duval, em livros didaticos de Matematica indicados pelo
Programa Nacional do Livro Didatico do Ensino Médio, utilizados em escolas estaduais
do Estado de Sdo Paulo. Como metodologia, o0 autor empregou a Engenharia Didatica
para desenvolver uma sequéncia com atividades que exploram o aspecto grafico dos
numeros complexos em um ambiente informatico, com suporte do GeoGebra. Em suas
conclusdes, aponta que as questdes que envolviam o uso do registro gréfico
apresentaram maiores dificuldades para efetuar as conversdes, o que o fez considerar o
quanto os professores valorizam o ensino de nimeros complexos e seu registro grafico.
Constata que o déficit se relaciona a dificuldades com a representacao grafica em si, 0
que € anterior ao ensino dos nimeros complexos, afetando os conceitos tratados a partir
dessa representagdo, como nogOes de simetria axial e central, os quais ndo foram bem

desenvolvidos com estes alunos.

2.4 Sobre a abordagem Tecnoldgica

Pinto (2015) propde a construcdo de um objeto de aprendizagem para processos
educativos ligados ao ensino e a aprendizagem de numeros complexos, de maneira
geral, para alunos de um curso de nivel médio na area técnica de eletroeletrénica. O
autor argumenta ser possivel realizar analises fasoriais, considerando a representacédo
gréfica de fungdes senoidais, 0 que se pode considerar uma importante aplicacdo dos
ntmeros complexos na area técnica mencionada. No trabalho, néo se percebe um marco
tedrico que permitisse estruturar referenciais muito especificos, mas um conjunto de
construtos de ordem teorica, envolvendo ideias relativas a informéatica educativa, de

forma mais geral, e aos objetos de aprendizagem, mais especificamente. Pinto (2015), o
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autor analisa 3 livros didaticos aprovados pelo PNLD (Programa Nacional do Livro
Didatico) e desenvolveu um objeto de aprendizagem (OA), denominado
“Descomplicando os Complexos”, composto por uma sequéncia didatica com 6
atividades com aplicacGes na area da eletroeletronica. Para cada atividade, foi criado um
questionario de multipla escolha com quatro opcGes de respostas e apenas uma correta,
sendo que cada questionario foi desenvolvido a partir de uma tela de animacdes
construidas com o GeoGebra, tornando possivel a representacdo geométrica e dinamica
das situagOes existentes nas atividades. Neste caso, quando as questdes eram
respondidas corretamente, surgia a mensagem ‘“Parabéns! Continue assim”; em
contrapartida, quando uma resposta incorreta era fornecida, uma mensagem sugeria
explorar mais amplamente as ferramentas do OA, permitindo ao estudante
experimentar, testar, conjecturar, fazer inferéncias e tomar decisdes para responder o
questionario. Nas conclusdes, o autor elenca 4 objetivos formulados e cumpridos para o
trabalho desenvolvido; dentre eles, destaca os desafios na elaboracdo das atividades,
sendo as duas primeiras abordando todo o conteddo referente aos numeros complexos
do Programa do Ensino Médio regular e as outras quatro aplicacdes bésicas na analise
de circuitos elétricos, salientando a Ultima atividade “que conta com uma tela de
animacgOes que dinamiza os fasores dos elementos de um circuito, contextualizando a
parte algébrica e geométrica dos nimeros complexos numa mesma tela” (PINTO, 2015,
p.83).

Finaliza falando sobre o objeto de aprendizagem, ao argumentar que “a medida que 0s
estudantes se familiarizavam com as telas de animagdes, aumentavam a autonomia e a

postura critica em relagdo ao item em questdo” (PINTO, 2015, p. 83).
2.5 Sobre a abordagem direcionada a formacéao de professores

Almeida (1992) propde fazer a andlise didatica do curso de especializagdo no Centro de
Ciéncia e Matematica, Fisicas e Tecnologias da Pontificia Universidade Catdlica de Sao
Paulo intitulado “Sobre 0os Numeros Complexos”, direcionado aos professores do 1° e 2°
grau, como se denominava a eépoca, sobre aspectos da Teoria dos Numeros Complexos
na perspectiva didatico-epistemolégica, motivada pela incerteza apresentada entre os
professores sobre 0 assunto. Seu objetivo era responder “Por que transportar a realidade
historica em termos de didatica e, de um modo mais geral, no ensino da matematica?”.
A autora fundamenta sua pesquisa na leitura e analise dos textos originais de

D’Alembert, De La Chapelle, Euler, Argand e Boyer sobre as “quantidades
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imaginarias” e as diferentes representacbes dos numeros complexos ao longo da
histéria, possibilitando revelar a importancia destes ndmeros. Utilizou como
metodologia aulas expositivas, leitura e andlise dos textos em grupos e posterior
apresentacdo das conclusdes. Como encerramento do curso, a autora aplicou um
questionario para avaliar o mesmo e concluiu, analisando as respostas, que “os
professores pretendiam alterar sua postura referente ao ensino dos nimeros complexos”
(ALMEIDA, 1992, p. 17).

Consideracoes finais

Analisando as pesquisas realizadas sobre numeros complexos, percebe-se uma
preocupacdo sobre o ensino dessa tematica, havendo muitas discussdes sobre a
permanéncia deste conteddo no curriculo do Ensino Médio, considerando ndo fazer
parte da Matriz de Referéncia do ENEM. O tema, independentemente de sua
abordagem, quando bem estudado e estruturado pelo professor em seu plano de aula,
seja com 0 uso de recursos tecnoldgicos digitais ou ndo, apresenta resultados positivos,
em relacdo a aprendizagem ou ressignificacao realizadas. Esta constatacdo leva a crer
que o ensino dos nameros complexos, quando parte de uma perspectiva historica e
quando a representacdo geométrica é explorada, atrelada as aplicagdes, parece levar a
compreensdo efetiva do tema, representando uma abordagem que tende a trazer maior

qualidade ao processo de ensino.

Por outro lado, com base nas investigacbes mencionadas, observa-se uma preocupacgao
maior de trabalhos sobre nimeros complexos conduzidos para o Ensino Médio na area
Técnica e para o Ensino Superior: das cinco sinteses apresentadas aqui, duas sao
direcionadas para o Ensino Superior, sendo uma delas voltada também para o Ensino
Médio, duas sdo voltadas para o Ensino Médio na area Técnica, e uma é dirigida para a
formacdo de professores. Apenas com essa amostra de trabalhos, ainda ndo é possivel
concluir se ha a possibilidade de o ensino dos nimeros complexos ser mais voltado para

0 Ensino Médio na area Técnica ou para o Ensino Superior.
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