Sistemas de equac0es lineares: Uma proposta de atividades com
abordagem de diferentes registros de representacdo semidtica
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Resumo

Este artigo é parte de uma pesquisa em desenvolvimento gque investiga de que forma os
alunos do Ensino Médio resolvem sistemas de equacdes lineares 2x2 quando a
abordagem favorece a conversdo e o tratamento de registros de representacao
semiotica. Apresenta a aplicacé@o e analise de atividades, propostas pela pesquisadora,
que utilizam os pressupostos da Engenharia Didatica. Foi elaborada centrada na
lingua natural, algébrica e grafica, com a utilizacdo do software Geogebra. A Teoria
dos Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval foi o suporte tedrico
dessa investigacao.
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Abstract

This article is part of a current research that studies the ways how High School
students solve linear equation systems 2x2 when the approach facilitates the convertion
and treatment of registers on semiotic representations. It presents the application and
analysis of activities, carried out by the researcher, that are used on_support of Didactic
Engineering. It was written centering on natural language, algebric and graphic, by
using the Geogebra software. Raymond Duval's semiotic representation register theory
has been the theorical basis of this investigation.

Keywords: linear systems; registers of semiotic representation; geogebra.

Introducéo

Este trabalho apresenta a aplicacdo e analise de atividades, propostas na pesquisa em
desenvolvimento, no Programa de Estudos P6s Graduados em Educacdo Matematica da
PUC/SP. O objetivo do trabalho foi aplicar e analisar uma sequéncia de atividades para
alunos do terceiro ano do Ensino Médio de uma escola puablica em S&o Bernardo do
Campo - Séo Paulo, para a resolucao de sistemas de equacdes lineares 2x2 nos registros

algebrico, gréafico e na lingua natural com a utilizacéo do software Geogebra.

Trabalho apresentado no Il Encontro de Producdo Discente em Pds-Graduacdo em Ensino de
Ciéncias e Matematica, realizado em 23 de novembro de 2013 (modalidade comunicagdo oral).
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Na pratica docente percebe-se nos alunos concluintes do terceiro ano do Ensino Médio a
dificuldade em resolver problemas de Matematica envolvendo sistemas de equacdes

lineares. Estudos preliminares confirmam essa dificuldade.

Assim, 0 objetivo da pesquisa é investigar de que forma os alunos do Ensino Médio
resolvem sistemas de equacOes lineares em que a abordagem proposta favorece a

conversao e o tratamento de registros de representacdo semidtica.

A investigacdo contempla a representacdo algébrica, lingua natural e grafica, com o
recurso do software Geogebra, de sistemas de equacdes lineares 2x2 como forma de
atingir um aprendizado com significado.

A sequéncia proposta para a resolucdo de sistemas consiste na conversdo do registro da
lingua natural para o registro algébrico e do registro algébrico para resolucdo grafica.
Também, contempla na resolucdo algébrica o tratamento e no registro grafico a
discussdo dos sistemas lineares de acordo com a posicdo relativa das retas que
representam cada equacdo que compde o sistema. A hipotese é que atividades que
consideram a conversdo e o tratamento de registros de representacdo semidtica podem

proporcionar condi¢des favoraveis para a resolucao de sistemas de equacdes lineares.

1. Referencial Teorico e Metodoldgico

De acordo com Duval (2009) para a compreensao da Matematica é necessario estudar o
funcionamento dos sistemas cognitivos que propiciam o desenvolvimento das
capacidades de raciocinio, de analise e de visualizacdo, analisando, ainda, quais sdo 0s

sistemas cognitivos necessarios e se sao proprios da atividade Matematica.

Para o funcionamento da atividade cognitiva requerida pela Matematica, que é
diferenciada de outros dominios do conhecimento, a representacdo semiotica € uma
condicdo essencial para a evolucdo do pensamento matematico por duas razfes: em
primeiro lugar - as possibilidades de tratamento matematico dependem do sistema de
representacdo utilizado. Em segundo lugar - a existéncia de grande variedade de
representacdo semidtica utilizada em Matematica como figuras geométricas, as escritas
algébricas, representacbes graficas e a lingua natural. (DUVAL, 2009, apud
MACHADO, 2009).

Segundo Duval (2009), existem dois tipos de transformacdes dos registros de

representacdo semioética: conversdo e tratamento representando os diferentes signos
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utilizados em Matematica, tais como figuras, graficos, escritas simbdlicas, lingua

natural e registro numérico.

Uma conversdo é uma transformacdo de uma representacdo, mudando de um registro
para outro. Por exemplo, ao utilizar um gréfico cartesiano para representar um sistema

de equacdes realiza-se uma conversao do registro gréfico para o registro algébrico.

O tratamento é uma operacdo efetuada dentro de um mesmo registro de representacao,
por exemplo, ao multiplicar uma equacdo do sistema por um namero real diferente de

zero para escaloné-lo, realiza-se um tratamento desse registro algébrico.

Quando se utiliza um software de geometria dindmica, efetua-se um tratamento no
registro grafico ao movimentar a figura ou quando reescreve-se 0 enunciado de uma

atividade de outra forma aplica-se um tratamento na lingua natural.

Desse modo, apresentamos uma proposta de atividades orientadas pelo referencial

tedrico acima exposto.

Para responder a questdo de pesquisa é utilizada, como metodologia, 0s pressupostos da

engenharia didatica para analisar as situacdes propostas.

A engenharia didatica como produto resultante de uma anélise a priori, é caracterizada
por Artigue (1988, apud Machado, 2010, 235) como em esquema experimental baseado
sobre “realizacoes didaticas” em sala de aula, isto é, sobre a concepgdo, a realizagdo,

a observacdo e a analise de sequéncias de ensino.

O processo experimental da Engenharia Didatica se compbe das fases: analises
preliminares; concep¢do e analise a priori; experimentacdo; analise a posteriori e

validacao.

Nas andlises preliminares buscou-se consideracdes do referencial teorico, dos
documentos oficiais e conhecimentos didaticos ja desenvolvidos sobre o assunto,

considerando os objetivos da pesquisa.

Embasados nesses levantamentos, elaborou-se para a fase da concepcdo e analise a
priori uma sequéncia didatica aplicada em sala de aula aos alunos participantes da
experimentacdo, de tal forma que permita a observacao e a analise no desenvolvimento
das atividades. O desenvolvimento das atividades prioriza a resolugcdo dos sistemas

lineares 2x2 com a converséo dos registros de representacdo semidtica.
A fase da experimentacdo € a fase da realizagdo da engenharia didatica com a populacédo
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de alunos considerada. A anélise a posteriori e a validacdo das atividades foram feitas
depois do término da respectiva fase da experimentacdo, com base nos dados colhidos,
nas observagdes e nas producdes dos alunos durante a fase de experimentacdo. As
hipoteses levantadas & luz de nosso referencial tedrico sdo validadas ou nédo pela

confrontacdo das analises a priori e a posteriori.

2. Estudos Preliminares

Procurou-se orientagdes em documentos oficiais para saber como o assunto é
apresentado. Nas Orienta¢des Curriculares para 0 Ensino Médio (2006, p. 77) no estudo
de sistemas de equacOes, além de trabalhar a técnica de resolucdo de sistemas, é

recomendavel colocar a algebra sob o olhar da geometria.

A resolucdo de um sistema de duas equacfes a duas incdgnitas esta associada a posicdo
relativa das retas no plano que representam cada uma das equacfes que formam o
sistema, dependendo de sua interseccdo, paralelismo ou coincidéncia ha existéncia ou

nédo de solucdo. Com operagdes elementares simples a solu¢do pode ser confirmada.

Tal fato e reforgado nas Orientagdes Educacionais Complementares aos Pardmetros
Curriculares Nacionais Ensino Médio - PCN+ (BRASIL, 2002) afirmando que se deve
construir uma conexao entre as diferentes linguagens, associando situacdes e problemas
geomeétricos a suas correspondentes formas algébricas e representacGes gréficas e vice

versa.

Discutir a resolucdo de sistemas de equacdes significa interpretar sob o ponto de vista
algébrico as posicdes relativas de retas. E o entendimento de formas geométricas via
algebra. Pode-se perceber nas Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL,
2006, p.77).
No estudo de sistemas de equagbes, além de trabalhar a técnica de
resolucdo de sistemas, é recomendavel colocar a algebra sob o olhar
da geometria. A resolucdo de um sistema 2X2 de duas equacdes e duas
variaveis pode ser associada ao estudo da posicao relativa de duas
retas no plano. Com operagdes elementares simples, pode-se
determinar a existéncia ou ndo de solucbes desse sistema, o que

significa geometricamente os casos de interseccdo/coincidéncia de
retas ou paralelismo de reta.

E importante observar que o documento destaca a valorizagdo do raciocinio matematico

na discussdo dos contetidos e o abandono da simples aplicacdo de regras e férmulas e,
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para tanto, aborda a existéncia de softwares que instigam a exploracéo e construcéo de
conceitos matematicos por permitirem aos alunos fazerem experimentos, testar

hipdteses, esbocar conjecturas e criar estratégias para resolver problemas.

Duas pesquisas com o tema em questdo contribuiram para este estudo. Jorddo (2011)
desenvolveu, analisou e aplicou uma sequéncia didatica visando a resolucdo dos
registros algébricos e graficos dos sistemas lineares 2D e 3D no software Winplot.
Constatou que o uso do software na conversdo do registro algébrico para o grafico
contribui para a construgdo do conhecimento. Battaglioli (2008) demonstra nos livros
didaticos analisados a exploracdo timida da mudanga de conversdo de registros, como
também, uma predominancia da conversao do registro da lingua natural para o algébrico

e nenhuma proposta que tenha o registro grafico como ponto de partida.

Desse modo, a proposta de atividades desta pesquisa se orienta também pelos estudos

acima expostos.

3. Procedimentos Metodoldgicos

Os sujeitos desta pesquisa sdo seis estudantes de uma turma do terceiro ano do Ensino
Médio matutino de uma escola publica da cidade de Sdo Bernardo do Campo, Séo
Paulo. Foram escolhidos por ja saberem, hipoteticamente, resolver sistemas de equacdes
lineares algebricamente e graficamente. Chamaremos os alunos de Al, A2, A3, A4, A5 e
AG6.

A pesquisa foi desenvolvida no laboratério de informatica da escola em trés sessdes. Os
alunos ja conheciam o software Geogebra e ja utilizaram o método de construcéo
manual das retas que representam cada equacdo do sistema em anos anteriores.

Destacamos que o uso do software permitiu um nimero maior de experimentacoes.

A perspectiva € que os alunos consigam determinar a solucao dos sistemas lineares das
atividades propostas, fazendo conexdo com outras formas de representacdo
relacionando os coeficientes das equacdes das retas que compdem o0 sistema com a
posicdo relativa dessas retas representadas com o software Geogebra, analisando suas

resolucdes.

A sequéncia proposta € composta por seis atividades e aqui sdo apresentadas as quatro
primeiras, foram desenvolvidas para um trabalho de aprendizagem especifico que

contemple a diversidade de sistemas de representacdo, pois, segundo Duval (2009, p.
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19) a coordenacdo entre representacdes ressaltando sistemas semioticos diferentes ndo
tem nada de esponténeo. Sua colocacédo néo resulta automaticamente de aprendizagens

classicas muito diretamente centradas sobre contetidos de ensino.

As diferentes formas exploradas nas atividades dos sistemas de equacdes lineares tém
por objetivo favorecer a comparacdo entre os diferentes tipos de registros confrontando

as resolugdes encontradas.
3.1 Sequéncia de Atividades

Atividade 1:

Encontre a solugéo do seguinte problema:
A soma das idades de Maria e Ana é 25 anos.

A soma da idade de Maria com o dobro da idade de Ana é 40 anos. Qual é a idade de
cada uma? (Questéo adaptada do livro de Dante, p. 133).

Analise a priori da atividade 1:

A expectativa é de que os alunos utilizem como estratégia a conversao do registro da
lingua natural para o registro algébrico, identificando a idade de cada uma por uma
incognita, bem como utilizem seus conhecimentos prévios considerando os tratamentos
necessarios no sistema obtido para determinar a idade de Maria e Ana. Espera-se

também que os alunos facam a verificacdo da solugcdo no sistema.
Experimentacao da atividade 1:

Os alunos Al e A2 fizeram a conversdo de registro da lingua natural para o algébrico,
utilizaram célculo aritmético e substituiram os valores encontrados para comprovar o

resultado.
O aluno A5 efetuou a conversao e o tratamento algébrico necessario.
Os alunos A3, A4 e A6 utilizaram o calculo aritmético.

A seqguir alguns protocolos dos alunos:

Protocolo do aluno Al
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Analise a posteriori da atividade 1.

Metade dos alunos fez a mudanca para o registro algébrico e representaram o sistema,
mas tiveram dificuldades na resolugédo do mesmo, pois néo realizaram adequadamente o
tratamento algébrico na articulacdo das duas equac@es para eliminar uma das incégnitas
na utilizacdo do método da adicdo ou da substituicdo. Apresentaram dificuldades para

conseguir os coeficientes simétricos no método da adicéo.

A andlise da atividade 1 resolvida pelos alunos demonstra que alguns efetuaram a
transformacdo do registro de representacdo semiotica, ou seja, a conversdo da lingua
natural para o registro algébrico, mas apresentaram dificuldades de tratamento na
escolha de um método que assegurasse a resolucdo. Os outros alunos nao necessitaram

do registro algébrico.
Validacéo da atividade 1.

Na andlise a priori ndo tinha-se previsto que os alunos poderiam ser valer de outros

registros de representacdo semiotica.

Constatou-se alguns protocolos de alunos que nédo transitaram pelo registro algébrico,

fizeram a conversdo e o tratamento no registro numérico.

Atividade 2:
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Resolver graficamente um sistema é classifica-lo de acordo com a posicéo relativa das

retas representadas pelas equacdes do sistema.

Com a utilizagdo do programa Geogebra, resolva graficamente os sistemas de equagoes

abaixo, em seguida utilize o registro algébrico para conferir os resultados.

a) X -2y=3 b) X -2y=3 C) X -2y =3

2X -4y =7 3x-6y=9 X+2y=17

Andlise a priori da atividade 2:

Espera-se dos alunos a utilizagdo da estratégia conversdo do registro algébrico para o
grafico com a utilizacdo do software Geogebra empregando seus conhecimentos prévios
para relacionar os coeficientes das incdgnitas X e y e do termo independente com a
representacdo da reta que representam as equagOes dos sistemas para conferir 0s
resultados, bem como, realizar o tratamento no registro algébrico para determinar a

resolucéo do sistema.

Elaboramos uma sequéncia didatica com as ferramentas que serdo utilizadas no
programa e um resumo da discussdo de um sistema de acordo com a posicéo relativa

das retas que representam cada uma de suas equagoes.
Experimentacao da atividade 2:

Os alunos comentaram que ndo tinham visto ou esquecido a classificacdo de sistemas
lineares de acordo com a posicdo das retas que representam cada equacéo e afirmaram
que sem a colocagdo do quadro explicativo ndo seriam capazes de resolver a atividade
proposta. N&o apresentaram dificuldades na classificacdo no registro grafico.
Apesentaram dificuldades de resolucdo do registro algébrico. Os seis alunos ndo
prosseguiram no tratamento algébrico ja que um dos sistemas ndo tinha solucéo e o

outro impossivel. Como podemos observar nos protocolos a seguir.
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Protocolo do aluno A2
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Solucéo no registro grafico. Sistema Impossivel. Converséo feita pela ferramenta no

Geogebra.

Analise a posteriori da atividade 2:
Graficamente todos os alunos classificaram corretamente 0s sistemas propostos.

Nenhum conseguiu confrontar os resultados no registro algébrico

A anélise da atividade 2 desenvolvida pelos alunos evidencia que ndo apresentaram
dificuldades quanto a classificagcdo dos sistemas, visto que a retomada da classificacdo

do sistema com base nas retas que representam cada uma de suas equagOes foi um

facilitador.

A grande dificuldade foi efetuar um tratamento algébrico para comparar com o registro
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grafico. Segundo Almouloud e Bianchini (1996) os alunos apresentam dificuldade em
encontrar as solugbes de um sistema indeterminado devido a dificuldade de
apresentarem a solugdo de uma de uma incognita em funcdo de outra e nos sistemas
impossiveis é dificil para o aluno concluir que ele possa ser sem solucéo, os alunos

acreditam que devem encontrar uma resposta numeérica.
Validacéo da atividade 2.

Todos os alunos identificaram corretamente, no registro grafico, os sistemas como:
impossivel, quando as retas das equagBes foram distintas e paralelas; possivel e
indeterminado, pela representacdo das retas coincidentes de cada equacgdo ou possivel e
determinado, na existéncia de um ponto de interseccdo entre as duas retas que
representam cada equacdo do sistema e, neste caso, identificaram o ponto comum como

solucéo do sistema.

Quanto ao registro algébrico demonstraram grande dificuldade para encontrar um
tratamento algébrico que garanta a resolucdo do sistema linear, principalmente se 0s

sistemas forem possiveis e indeterminados e impossiveis.

Apos analisar os protocolos dos alunos, compreende-se a importancia de empregar
outro registro, de acordo com Duval (2009), as atividades ndo podem ser desenvolvidas
em um Unico registro, visto que possibilita ao aluno refletir, comparar e analisar

resultados.

Atividade 3:

Para essa atividade foi desenvolvida uma sequéncia de instrugcbes para o aluno
experimentar no Geogebra um grande nimero de movimentagdes dos parametros que

representam coeficientes das incognitas de cada equacéo do sistema.

ltem 1 5x+2y =5

5x+2y=c
Item 2 ax+ hy=c
2ax + 2by = 2c

Item3{ 3Xx +y=5
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ax +y =c

Analise a priori da atividade 3.

Acreditamos que esta atividade, pelo grande nimero de experimentacGes propostas na
movimentacdo dos pardmetros coeficientes das equacBes das retas no software, ira
permitir que os alunos identifiquem as relagbes pontuais sobre a interferéncia dos
coeficientes no movimento das retas. Um estudo nessa abordagem é recomendado por
Duval (apud Moretti, 2011). Espera-se que o0s alunos com base na sequéncia didatica
proposta utilizem como estratégia:

e A conversdo do registro algébrico para o registro grafico, utilizando como recurso o
software Geogebra. O aumento do nimero de experimentacdes dar-se-a pela ferramenta

controle deslizante que introduz como parametros os coeficientes das equaces.

e A mobilizacdo dos conhecimentos prévios para perceber e relacionar os coeficientes das
incognitas X e y e do termo independente com a representacdo da reta das equacfes dos

sistemas.

e A conferéncia dos resultados, realizando o tratamento no registro algébrico para

determinar a resolucdo do sistema algebricamente.

Experimentacéo Atividade 3

A pesquisadora iniciou com uma reviséo de sistemas de equacdes lineares e trabalhou
com os alunos os tratamentos algébricos necessarios para resolugdo nos metodos da
adicdo e substituicdo. Foi trabalhado um sistema de cada tipo, os alunos tiraram suas
davidas e desenvolveram sem dificuldade a atividade, como observamos no protocolo

do aluno A2 abaixo:

Protocolo do aluno Al
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a) Escreva o sistema das equacdes das retas obtidas na janela de
visualizagdo. Para ajuda, observe a janela de algebra.
Ao Hp=s 0 .-y
b Aot i = -y
b) Qual é a posicso relativa das retas dessas equagdes? O que vocé
percebeu entre os coeﬁuentes das equac;oes das retas?

Ratdoy Pdlaion, o b

-
¢) Como peé classifica o sistema de acordo com a posigéo relativa das
retas?
A

-
d) Vocé encontrou a intersecgéo das retas? Em caso afirmativo escreva
qual é,

e) Resulva © sistema algebricamente para conferir a solugio e a
classificagdo do sistema
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Andlise a posteriori da atividade 3:

Os alunos alteraram o parametro representando o termo independente percebendo o
sistema impossivel pela posicdo relativa entre as retas paralelas, que representam cada
equacdo e pelas experimentacdes permitidas pelo software que duas equacoes

representam uma mesma reta caracterizando o sistema como possivel e indeterminado.

Pela analise da atividade 3 desenvolvida percebemos que a partir dessa atividade os
alunos comecaram a relacionar os coeficientes da equacdo formada com a

movimentacao dos parametros, a melhora foi notoria.

Validacéo da atividade 3

Confrontando as analises a priori e a posteriori percebe-se que os alunos observaram a
proporcionalidade entre os coeficientes e termos independentes no registro algébrico
com a posicéo das retas que representam uma equacdo. E, a alteracdo desses parametros,
gera uma modificacdo na posicdo de suas retas. Duval (1988) identifica que toda
movimentacdo de uma imagem gera modificacdo na expressdo algébrica
correspondente, ocasionando uma variavel visual para a interpretacdo gréfica. E,
destaca, como necessario perceber todas as alteracGes possiveis dessa imagem e seu

efeito na expresséo algébrica.

Atividade 4:
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Escreva uma equacgéo no interior do retdngulo para que o sistema represente:
a) Duas retas paralelas
-3X+7y=-3

b) Duas retas coincidentes

-3X+ 7y =-3

C) Duas retas concorrentes

-3X+ 7y =-3

Analise a priori da atividade 4.

Espera-se que o aluno faca a conversao do registro grafico para o registro algébrico.

Né&o foi solicitado para determinarem as solucdes.
Experimentacéo da atividade 4

Alguns alunos trabalharam a forma reduzida da reta.

Os alunos mostraram seguranca em determinar uma segunda equacdo da reta que

atendesse a posicéo pedida.

O aluno A3 ja trabalhou os dois registros simultaneamente, mesmo néo sendo solicitada

a construcdo do grafico no Geogebra.

Protocolo do aluno A3.

Atividade 4

Escreva uma equagao no interior retangulo para que o sistema represente:
a) Duas retas paralelas:

{ Bx+7y=-3 [ 7,
l

i

¢) Duas retas concorrentes

b) Duas retas coincidentes

-3x +7y = -3
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Analise a posteriori da atividade 4.

Os alunos a partir da posicdo relativa das retas solicitadas e com uma equacgéo
conhecida conseguiram determinar sem problemas a segunda equacdo. Sairam do
registro grafico para o algébrico.

A andlise da atividade 4 resolvida pelos alunos demostra que efetuaram a transformacéo
do registro de representacdo semidtica com tranquilidade, € o que Duval (apud, Moretti,
2011) coloca em seu artigo pontuando que o aluno adquirird seguranga no registro
grafico quando perceber todas as implica¢Ges relacionadas ao movimento de uma reta
nas alteracdes de seus parametros. O aluno passa a ter uma visao global.

Validacéo da atividade 4

Os alunos a partir da posicdo relativa das retas solicitadas e com uma equacao
conhecida determinaram sem problemas a segunda equagéo de cada sistema.

Atingiram plenamente o objetivo desta atividade e identificaram a variavel visual

relacionando-a com o registro algébrico Duval (1988).

Consideracoes finais

Nas trés sessOes de desenvolvimento da proposta, percebemos que os alunos
inicialmente ndo tinham conhecimento da representacdo de um sistema de equagOes
lineares por meio de varios registros, porém, a partir da segunda sessdo o
desenvolvimento dos alunos foi notério. Podemos concluir que a introducdo de uma
atividade que permitisse a tramitacdo dos sistemas de equacGes lineares nos varios
registros de representacdo semiética e o conhecimento de quais alteragdes feitas no
registro algébrico provoca mudancas no registro grafico, nos demostrou que foi um
facilitador para a melhora do desempenho dos alunos. Esperamos dar nossa
contribuicdo para a aprendizagem dos alunos no tema em questao e incentivar outros

estudos deste tema nas pesquisas da Educacdo Matematica.
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