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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar os resultados parciais de uma pesquisa em
andamento para o Programa de Mestrado Académico em Ensino de Ciéncias e Matematica, do
Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceara — IFCE. A pesquisa se
consubstancia a partir da adogdo de um design de investigacdo, no campo da Didatica da
Matemética, chamado de Engenharia Didatica — ED, bem como a ado¢do de uma teoria que
proporciona uma analise pormenorizada dos fenémenos vinculados ao ensino e aprendizagem
da nocéo de Integrais Dependentes de Parametros — IDPs, conhecida por Teoria das Situagdes
Didéaticas — TSD. Dessa forma, o trabalho descreve e indica os elementos essenciais que
constituem as duas etapas iniciais de uma ED, a saber: andlise preliminar e analise a priori
(com énfase ao processo de elaboracdo de situacGes didaticas). Assim, perspectivamos o
desenvolvimento de uma fase de experimentacdo em sala de aula, em que o professor-
pesquisador atua numa turma de Calculo 11, do curso de Licenciatura em Matemaética do IFCE-
Campus Cedro, com arrimo das situacGes aqui discutidas e outras, tendo como escopo a
obtencdo de maior conhecimento didatico e os fatores que podem incidir sobre sua transmissao
didatica em sala de aula no locus académico.
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Abstract

For this work the goal is to presents the preliminar results, relatively of an ongoing study for the
Academic Master’s Program in Science and Mathematics Teaching at the Federal Institute of
Science and Education of State of Ceara — IFCE. The research takes a design of investigation in
the field of Mathematics Education, called Didatical Engineering — DE, as well the adoption of
a theory that provides a detailed analysis of a phenomena linked to the teaching and learning of
the notion about Integrals Dependent of Parameters — IDP5, known as Theory of Didatical
Situations — TSD. Thus, the paper describes and lists the essencial elements that make up the
two initial stages of an DE, namely: preliminar analysis and a priori analysis (with emphasis on
the construction of didactic situatiuons). So, the work realises the development of an
experimental phase in the classroom, in which the o teacher-researcher acts in a class of
discipline of calculus I, the Degree in Mathematics IFCE - cedar Campus, with the aid of the
situations discussed here and, on the other hand, the scope to obtain higher educational
knowledge and the factors tha may related to its didactic transmission in the classroom of
academic locus.
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Introducéo

Nossa proposta de trabalho faz parte de um recorte de nossos estudos da dissertacdo de
Mestrado Académico em Ensino de Ciéncias e Matematica, mantido pelo Instituto
Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceara - IFCE, iniciado em
2015, com previsdo de conclusdo até 2017, cujo assunto envolve a descricdo de uma
abordagem estruturada e planejada com o tema Integrais Dependentes de Parametros —

IDP’s e apoiada na sistematizacdo proporcionada pela Engenharia Didatica — ED.

Dessa forma, assumimos como objetivo a descricdo de uma abordagem para o tema
IDP’s, adotando alguns elementos da ED, como aporte sistematico de organizagdo da
incursdo investigativa e, tendo em vista a etapa de experimentacdo, a descricdo das
situacBes dialéticas de acdo, formulacdo, validacdo e institucionalizacdo, previstas pela
TSD.

A justificativa e relevancia do tema anterior pode ser rapidamente evidenciadas com
arrimo da figura 1, na medida em que perspectivamos variadas alteracdes simbolico-
conceituais relacionadas com o processo de integracdo em uma e em varias variaveis
(ALVES, 2013a; 2013b; 2013c). Ademais, vale observar as consideracdes de Artigue
(2003, p. 124), quando menciona que “a teoria da integracdo se desenvolve na
universidade, primeiro com as integrais de Riemann e, depois, em um nivel superior, a
integral de Lebesgue. Tudo isto requer uma reconstrucao sucessiva das relagcdes que os

alunos mantém com o conceito de integral”.

Figura 1 — Transicdo simbdlica conceitual para o caso do processo matematico de
integragéo
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Fonte: Elaboracdo dos autores

Na figura 1 ainda, simbolizamosj:f(x,t)dxou I_mf(x,t)dx, com a condigdo de
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quete IR. Doravante, a classe das integrais dependentes de pardmetros, com o
pardmetrot € IR, receberd a notacdo anterior. Ndo obstante, a fim de demarcar nosso
campo de interesse epistémico de discussdo, no préximo segmento, relataremos alguns
elementos preocupantes com um periodo compulsorio de estudos que, no locus
académico, demanda alguns anos. Nossas analises restringir-se-0 ao caso do processo

de integragéo.

1. Transicéo Interna do Calculo — TINC

Na tese de Alves (2011), deparamos a discussdo e indicacdo de um processo que nem
sempre se mostra imediato e natural, envolvendo a evolucdo das relacdes de
aprendizado dos estudantes relativamente ao conceito de limite, ao processo de
derivacdo e de integracdo, num intervalo de tempo académico que delimita o contato
com funcbes de uma variavel real e até funcbes de varias variaveis. Alves (2011)
assinala elementos de transicdo e elementos de ruptura nesse contexto. Os primeiros sao
constados como fatores que atuam no sentido de auxiliar, promover e impulsionar a boa

evolucdo das relacGes estabelecidas pelos sujeitos com um corpus tedrico especifico.

Por outro lado, os elementos de ruptura atuam, segundo Alves (2011, p. 248), no sentido
de dificultar, retardar e impedir a boa evolucdo e o contato das relacGes entre sujeito e
saber cientifico. Alves pontua alguns exemplos, cuja natureza é diferenciada. Por
exemplo, do ponto de vista da denominacdo, os alunos se acostumam ao estudo das

funcbes do tipo y= f(x) derivaveis ou diferenciaveis, todavia, quando lidam com
outra classe de funcdes, tais como z=f(x,y) ou w=f(x,y,z), 0s estudantes
descobrem que derivabilidade ndo constitui ser mais sinénimo de diferenciabilidade.

Outro exemplo indicado por Alves (2011) diz respeito ao caso da regra de L "Hospital.
Com efeito, os estudantes demandam muito tempo lidando com malabarismos
algébricos que se mostram Uteis para a resolugdo de classes ou tipo de limites de

funcdes na variavel real. Mas, algum tempo depois, descobrem a emblematica regra e,

assim, adquirem um instrumento conceitual que autoriza se livrarem de simbologias

o . + x
intricadas do tipo %;ﬁ ,0°,00%,0°, etc. Ndo obstante, passados alguns anos, quando
T—o0

no contato do Calculo em Varias Varidveis - CVV, ndo escutam mais nada sobre a
referida regra. Nem mesmo os autores de compéndios especializados se ddo ao trabalho

de explicar o estadio de vacuidade relativo ao seu papel e a sua fun¢do no CVV.
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Outro caso pode ser lembrado em relagdo ao Teorema Fundamental do Céalculo. Com

efeito, os estudantes sdo conduzidos em interpretar a seguinte igualdade
J'b f (x)dx = F(b) — F(a) do ponto de vista geométrico, como a obtencdo de uma
a

area limitada pelo grafico de uma funcdo. Ndo obstante, quando deparam a relacédo
semelhante, no contexto do estudo, por exemplo, de campos vetoriais e funcGes
vetoriais, ndo encontram mais nenhum vestigio geométrico do apelo intuitivo anterior
que serviu como pensamento preliminar dos matematicos do século XVII (BOS, 1985;
BOURBAKI, 1984; BOYER, 1949).

Os elementos acentuados por Alves (2011) podem ser perspectivados com arrimo de
uma nocdo fornecida por Artigue (1990, p. 265) chamada de concepcdo, quando
caracteriza-a por “colocar evidéncia uma pluralidade de pontos de vistas possiveis sobre
um mesmo objeto matematico, distinguir suas representac@es e 0s modos de tratamento
que sdo associados ao mesmo, colocar em evidéncia sua adaptacdo mais ou menos

eficaz a uma resolu¢do de um ou varios problemas”.

Mas, em nosso caso, no decurso dos estudos académicos, quando deparam a seguinte

] b TRANSIGAO .., TRANSIGAO .,
cadeia j f(x)dx = j f(x)dx = j f(x,t)dx, que elementos de
a —00 a
INTEGRAIS INTEGRAIS IDP’s
DEFINIDAS GENERALIZADAS

transicdo e que elementos de ruptura incidem no &mbito do ensino e da aprendizagem?

2. Um pouco sobre a Engenharia Didatica

Na secdo anterior, indicamos um questionamento que carece de maior precisdo, posto
que, manifestamos especial interesse pelo ensino das IDP’s. Isso posto, reformulamos
nosso questionamento anterior por outro: Que elementos de transi¢cdo e que elementos

de ruptura incidem no ambito do ensino e da aprendizagem das IDP’s?

Ora, quando apresentamos um questionamento extraido de uma problematica
identificada como relevante, efetuamos um primeiro passo para o inicio de uma ED
como assim explica Douady (2008). Antes, porém, cabe recordar que os institutos de
Investigacdo do Ensino em Matemaética (IREM) foram criados na Franga, com o intuito
de arrefecer um caos instalado no ensino de Matematica, sobretudo nos anos 60, e forte
influéncia bourbakiana (DIEUDONEE, 1987; 1989).

Douady (1995, p. 3) esclarece que nos IREM’s, trabalhavam professores de todos os
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niveis de ensino interessados em investiga¢cdes no ambito do ensino de Matematica. E, a
partir da sinergia dos grupos de trabalhos, se formulou um trabalho e uma nova
problematica. “Com respeito a aprendizagem, se fazia €énfase ao significado e, por
conseguinte, os problemas fontes de aprendizagem e de desequilibrios para os quais 0s

alunos ndo manifestam todos os conhecimentos para a sua solu¢ao” (DOUADY, 1995,
p. 4).

Passados alguns anos, constatamos a demarcacao de uma episteme distinguida, capaz de
elevar ao status de area de estudos ou campo de investigacdo, nominada de Didatica da
Matematica (BROUSSEAU, 2002). Assim, surgiu a Engenharia Didéatica, no seio da
Didatica da Matematica, no comeco dos anos 80. Sob a égide de um pensamento
plasmado a partir da esfera de atuacdo de um engenheiro, que busca realizar e ajustar,
quando necessario, um processo preciso, a Engenharia Didatica — ED declara seu
interesse por trabalhar com objetos depurados nas Ciéncias e, mais precisamente, da

Matematica.

De acordo com extensa literatura, identificamos as etapas: (1) analises preliminares; (2)
analise a priori; (3) experimentagéo; (4) analise a posteriori e validagdo. Adotaremos a
perspectiva de Almouloud (2007) com o intuito de distinguir na etapa da andlise a
priori, 0 momento de descricdo e concepcdo de situacdes didaticas para o ensino das
IDP’s.

3. Analise preliminar

Almouloud (2007, p. 172) aponta de modo mais pragmatico as seguintes etapas: (i)
estudo da organizacdo matematica; (ii) analise didatica do objeto matematico escolhido.
De modo especifico, concernente ao item (i) nos atemos: ao estudo da génese historica
envolvendo a nocdo das IDP’s (BOTTAZZINI, 1986; MEDVEDEYV, 1991); sua
funcionalidade atual na Matematica (limitacGes para o uso didatico e metodoldgico);
obstaculos relativos aos conceitos relacionados com as IDP’s; a estrutura atual do
ensino do referido contetdo.

No que concerne ao item (i), tendo em vista identificarmos algumas concepcOes
presentes no ensino atual das IDP’s, adotamos uma perspectiva que se aproxima da
proposta da abordagem de Dana-Picard (2005a; 2005b; 2005c; 2010; 2012a; 2012b) e,
apontamos, como justificativa a escassez de trabalhos que discutam media¢6es didaticas

para a nocdo de IDP’s. Nesse sentido, comentamos a figura 2, que envolve a nocgdo de
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vizinhanca cognitiva (cognitive neighborhood).

Figura 2 — Nocéo de vizinhanca cognitiva para o ensino de Integrais Dependentes de
Pardmetros — IDP’s, na concepc¢do de Dana - Picard
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Fonte: Dana-Picard (20053, p. 980).

Na figura 2, observamos alguns elementos caracteristicos do que Dana-Picard (2005)
nomina como vizinhanga cognitiva (cognitive neighborhood). O autor reserva atencdo
especial nas atividades dos alunos, tendo em vista a exploracdo do ambiente
computacional. Na figura 2, identificamos os elementos: Sequéncia de Integrais
Definidas, Combinatdria e Historia da Matematica (vertices). Outros elementos podem
intervir na atividade de investigacdo do estudante, na medida em que busca resolver

atividades envolvendo a nocédo das IDP’s.

Assumimos posicdo concorde com Dana-Picard (2004), na medida em que as situacdes
problemas que ensejamos descrever envolvem elementos (variaveis-didaticas) que
buscam evitar o trato eminentemente analitico e formal dispensado por parte dos

compéndios especializados de livros. Por exemplo, vamos considerar a seguinte integral
1 1 i

IO f(x,t)dx = IO (2x+1*)*dx . Quando desenvolvemos uma preocupacio eminentemente

formalista, exigiremos do aluno que considere situacOes do

3y3 x=1
w = 4/3+2t>+1° = g(t) . Em seguida,

x=0

tipo [ £ (x,t)dx = || (2x+1%)?dx =
a diferenciacdo sob o simbolo de integral ¢é, entdo, determinada:

dij:(2x+t3)2dx -
X
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jol% (2x +t%)2dx :I()l(12t2x+ 6t°)dx =[6t2x> + Bt°x]"L = 6t2 + 6t° = h(t) .

De modo simplificado, integramos na variavel ‘x’ e obtemos algo que depende do
parametro ‘t’. Tal procedimento ¢ fundamentado, do ponto de vista formal, num teorema
devido a Leibniz (1646-1716) e deverd garantir a validez das argumentacdes que

discutiremos logo adiante.

Recordamos que a parte preditiva desta fase centra-se nas caracteristicas da situacdo
didatica que tencionamos levar aos estudantes. Consideramos também o que pode ser
posto em funcionamento pelos sujeitos em circunstancia de agédo, selecdo, decisao,
controle e validacdo dos resultados. Reparemos, entretanto, que “os elementos
considerados nesta fase podem ser retomados na etapa seguinte” (ALMOULOUD,

2007, p. 173).

4. Analise a priori

De modo standard, e como mencionamos nas se¢Oes anteriores, 0 componente do
estudo epistemologico desempenha papel visceral logo nas etapas iniciais de uma
incursao investigativa com amparo na ED. Salientamos que a ED é uma metodologia
de pesquisa, sendo assim, torna-se indispensavel o uso de teorias que servem para
fundamentar nossa investigacdo e para a leitura/interpretacdo dos dados possivelmente

produzidos pelos estudantes.

Ademais, na andlise a priori, temos o0 interesse em determinar o controle do
“comportamento dos alunos e seu sentido” (ARTIGUE, 1995, p. 258). E, acentuamos,
tendo em vista o cardter matematizado das situacBes que buscamos estruturar,
prevermos a presenca do professor na participacdo do debate coletivo que deve ser
instalado, a partir das relacBes entre a triade (alunos — professor — conhecimento)
(DOUADY, 1995).

5. Descricao e concepcao de situacoes

Almouloud (2007, p. 174) nos auxilia ao indicar elementos que ndo podem se mostrar
negligenciados e, assim, ao assumirmos uma posicdo concorde com esse autor,
sublinhamos que: o problema envolve varios dominios de conhecimentos (algebra,
geometria e dominio numérico); os conhecimentos dos alunos relativamente ao Calculo

Integral em uma variavel real devem funcionar como pré-requisitos.
Situacdo-problema I: Decidir o carater de convergéncia da seguinte integral dependente
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?
de parametro indicada por L x"-e7dx.

Comentarios: Com origem num quadro de representacdo grafico e numérico (figura 3),
os alunos devem ser instigados na producao de conjecturas relativas ao significado e a

escolha dos limites de integracdo da integral acima, que grafamos provisoriamente por
? - - - ~ - 7 = - - 7 - -

J'? evitando, assim, a determinacéo arbitraria de uma integral impropria que se insere

em nosso escopo de investigacao.

Situacdo de acdo: Com arrimo da exploracdo dinamica da construcdo que exibimos na

figura 3, os estudantes deverdo iniciar um debate cientifico em sala de aula. Num
momento preliminar de experimentacdo, os alunos poderao verificar que IO e ‘dx=1!.

Com origem na figura 3 - 11, indicamos ao lado direito, a existéncia de retas horizontais

que assumem os valores indicados por y, =n!, com n>1. Na figura, observamos a

evolucdo das contribuicdes de area correspondentes a integral de Euler, que aponta os
valores que descrevem a convergéncia desta integral, ao lado esquerdo, para valores

correspondentes a varidvel real (figura 3 —1).

Por outro lado, ao lado direito, os alunos séo estimulados a perceber valores discretos
aproximados, tendo em vista a presenca de assintotas horizontais. A “soma visual” de
todas as informacgOes coligidas nessa primeira fase dialética deverd culminar a

determinacéo da fase seguinte.

Situacdo de formulacdo: Hairer & Wanner (2008, p. 261) explicam que ao longo de sua
vida, Euler se interessou pela interpolacdo de fatoriais. A descricédo exibida na figura 3,
proporcionada pelo software Geogebra permite uma exploracdo dinamica e
entendimento das propriedades dos nimeros fatoriais que ocorrem no plano (ao lado
direito). Os alunos devem ser estimulados ao debate sobre a convergéncia/divergéncia
da integral proposta na situacdo e, possivelmente, 0 motivo da integral correspondente

ser construida de uma integral imprépria ou generalizada.

Situacgdo de validagao: Diferentemente da etapa anterior, se mostra necessario “provar o
que foi afirmado na fase anterior” (ARTIGUE, 1984, p. 7 — 8). Apoiar-nos-emos na
argumentacao de Zajta & Goel (1989), por meio da introducdo de um parametro t € IR

e o0 célculo de derivagdo repetida do seguinte modo: t>0 e
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x=t-u.'.1=j0°°e‘xdx:f:t-e““du. Segue, entdo, que .[owe*‘“du:%(bo). Dai em

diante, empregar-se-a a Regra de Leibniz, diferenciando sob o simbolo da integral
120

Escrevemos em seguida que:

© 1 o, _ 2 o 5 6 (= 4 _ 24 o 5 _

_[ xe tXdu:—z;j x’e tXdu=—3;'f x’e tXdu=—4;j x‘e tXdu:—S;I x°e "du =

0 t? Jo t?Jo t* ' Jo Yo

O padrdao correspondente as expressdes acima nos permitem conjecturar que
n! . . .
Por  fim, assumindo de modo particular

J‘ Xne_txdu - Thnel "
0 tn+

t=1l<>x=1-u.. _[:x“e‘xdu =nl,
Figura 3 — Interpretacdo grafico-numerico para a noc¢ao de uma IDP

+* GeoGebra
Arquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda
A * 5 ® |l aBc a=2 Ir@
S B 1 gl IRCIAN LA TN ==z ) B
o — W o W W & W W W e
= Janela de Visualizagdo 2

~ Janela de Visualizagao
L
{II) =1

20+

]
[
]
&
)
H
4
2 +oo
s [ " e "dr =n!
. 0
L ]
2
H
:
E

T
25

T"""- .
T T
20

Entrada:l

Fonte: Alves (2014, p. 9).

apreciar a ultima igualdade estabelecida e que indicamos por: IO x"e*du=n'elIN.
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Situacdo de institucionalizacdo: Nessa fase, os alunos deverdo desenvolver um olhar de

transicdo que envolve a modificagdo do status de instrumento matematico para objeto.
Visto que, o conhecimento matematico que o expert devera convencionar ou fixar
(ARTIGUE, 1984, p. 8), segue os rituais académicos, indicando o estatuto cognitivo de
um novo saber e rico em relagfes conceituais. Assim, os alunos sdo conduzidos em
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Ora, o elemento que deve ser acentuado diz respeito ao método pouco usual da obtengédo
da definicdo de um fatorial, neste caso, por intermédio de uma integral. Ademais, ao
lado esquerdo, os alunos devem compreender um modelo matematico regido por um
parametro ‘n’ e um nimero real ‘x’, ao passo que, no lado direito, vislumbram somente

o termo nl!.
Situacdo-problema II: Decidir o carater de convergéncia da seguinte integral dependente

?
de parametro indicada por |, = .L x"va® —x*dx para n>0

Comentarios: Esperamos que 0s sujeitos participantes da discussdo do problema
determinem um intervalo que corresponde a uma definicdo da integral imprdpria.
Outrossim, assumimos 0 pressuposto que ocorrera uma busca por um método de
integracdo adequado, todavia, toda manipulacdo dependera do comportamento da

parametro ‘n’ e dos valores assumidos por ‘a’.

a
Situacdo de acdo: Vejamos que para n =0, teremos que |, = j\/az —x?dx . Inicialmente,
0

pode-se trabalhar com a integral [va? —x2dx e posteriormente retomar os limites de

integragéo. Assim, 0S alunos, possivelmente, deverédo tomar
T ~
X =asend = dx =acosddéd, em que 0<O< > para x>0. Entdo, devem encontrar
X X .
que: X =asenfd—=> send = —= @ = arcsen— e ainda que
a a

Va2 —x? :\/a2 —(aseng)’ :\/a2 (1-sen’6) =\/a2(c0329) . Mas, tendo em vista a
condicdo 0< @ < % , decorre que ,(cos*6) =cos6 . Segue, pois, que: va’ —x* =acosd
o que produiz o seguinte: [+va?—x2dx= [acosfacosdd = [ a*cos*6dl

2 2
[Va? —xzdx=aﬁ%d@=%I(l+c0520)d0=%(0+%sen29j.

x va2 — x2 B xva2 — x?
2 T &

Por outro lado, reparemos que %senZG = %(Zsenecose) =
a a

Assim, retornando a variavel inicial, vamos fazer a substituicdo em I, de
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xya? —x?

0 = arcsen Eel sen26 =

> E, dessa forma, encontraremos:
a 2 a
2 2 2 2 a 2
a X  Xda =X a x) 1 a
l, =—| arcsen—+————— |=—arcsen| = |[+=xva’—x*| =—arcsen(1),
2 a a 2 a) 2 o 2

Ou ainda o seguinte valor:

a’

4

ly

NN

a

5
a

No passo seguinte, vejamos 0 comportamento de |, = J'x\/a2 —x%dx, nocasode n=1.

y . X X .
Ora, ja sabemos que va’—x? =acos@ e, assim x = asend= send === @ =arcsen— . Entéo,
a a

a
segue a seguinte expressdo jx a’—x?dx. Pode-se resolver a integral
0

[ xva%z — x2dxe, posteriormente trabalhar com os limites de integragdo. Entdo,

retomando as substituicGes anteriores, veremos que:
J-;w a? —x%dx = f(asen@acos@acosﬁ')dﬁ = a3 f(senﬁcoszﬁ)dﬁ

Resolvem em separado a seguinte integral a3_|'(sen0coszt9)d0, notando que:

u = cosf =2 du = —senfdf = senfdfd = —du.

Segue que:

f(sen@ cos?8 )d@ = _IHZ du = _u?g _ _60539.

Por fim, deverdo encontrar que:

/a2 —x2 3@
a? cos0 a?(—)3 al—x2)z 2

[, = 2 = 3“ = ¢ 3) = —, com a>0.
0

Ora, as duas situacdes propostas devem estimular o debate inicial com os estudantes,
posto que, precisam perceber/investigar o carater de convergéncia das integrais.
Ademais, tendo em vista a ritualistica do modelo de Inducdo Matematica, cabe a
obtencdo de mais dados para 0 avanco das etapas dialéticas ulteriores da TSD. Antes,

porém, os estudantes poderdo iniciar um debate cientifico e confrontar os dados
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anteriores com os aspectos qualitativos que registramos na figura 4. Com efeito, ao lado
esquerdo, com recurso ao software Geogebra, os estudantes podem apreciar a descri¢cdo

geométrica para as integrais discutidas no quadro analitico anterior. Acrescentamos,
. . 0 .. . .
todavia, a integral I, = .L\ x"+/a® —x*dx, com a <0 ao lado direito, cuja regido (na cor

amarela) corresponde ao seu valor aproximado. No caso abaixo, os alunos podem

desenvolver sua exploracédo para valores n=1,2,3,....

Figura 4 — Comparacdo de informac6es dos quadros graficos e numéricos no Sotware
GeoGebra
o I0P 1.g0b - ol
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-
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Fonte: Elaboracdo dos autores

Situacdo de formulacdo: Como acentua Artigue (1984, p. 7) prevemos na fase atual que
“o aluno podera justificar suas escolhas, todavia, a situagdo ndo exige”. Ou seja, com
origem em um debate coletivo, os estudantes poderdo, com arrimo dos dados coligidos e
impressdes colhidas nas fases dialéticas anteriores, indicar o método de integracdo que

acreditarem possibilitar maiores chances de éxito.

No rol dos métodos conhecidos para a integracdo, o modelo esperado constitui o
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método de integracdo por partes. Assim, deve-se escolher adequadamente os elementos
da identidade Ju(x)dv(x) = :u(x)v(x)—jv(x)du(x). Por outro lado, no modelo que
lidamos, devem considerar ainda ju(x,n)dv(x, n) = u(x, nN)v(x, n)—_[v(x, n)du(x,n),
ou seja, a dependéncia de um parametro nos argumentos dedutivos.

Situacdo de validacdo: Nesse momento, o professor deve estimular o emprego do
processo indutivo, posto que, diferentemente da etapa anterior, se mostra necessario

“provar o que foi afirmado na fase anterior” (ARTIGUE, 1984, p. 7 — 8). Dessa forma,

a
devem considerar |, = Ix”\/az —x?dxonde u = x™ e du = nx™"!. Portanto, teremos
0

dv=+va?—x2dx e wv=[+va?—x2dx. Agora, passam a resolver a integral
[+Va? — x2dx utilizando o mesmo procedimento realizado quando discutimos na fase
anterior o caso n =0 e posteriormente retoma os limites de integracdo. Assim:

x = asenf = dx = acos6df onde 0=6= g quando x = 0. Temos que:

x = asenf = senf = z = 0 = arcsen z Logo:

VaZz —x2 = \/az — (asenf)? = \/az(l —sen?@) = \/az(coszﬁ'). Ora,como 0 = 6 =

, entdo: 4/ (cos20) = cosh.

Dessa forma, poderemos assumir que +vaZ—x?=acosf, v= [+a?— x2dx,
v = [acosfacos6d6f. Segue, pois, que: v = [a’cos?6d6 =a? [ cos?’0d6. Mas,

1+cos28
2 i)

™A

sabemos que: cos?0 = substituindo na integral, temos:

v=a’| 1+C:SZS do = az—zf(l + cos26)do 232—2(6' + %senZﬁ).

1 1 Vai-x? _ x/a?—x2 y
Mas, comosen26 = (2sen6coso) :3 aa z = 12 ~_ retornando a variavel X,
- 1 vaZ—x2 .
vamos fazer a substituicdo em v, de 8 = arcsenz e - sen26 = a 12 = assim teremos
ainda:

2

a x| xva?-x? 1 a? x
v == |arcsen— + :—xVaQ—X2+;.arcsen(—).
a a

a® 2
Agora retomando a integral por partes, temos:
I, = foax“\/aZ — x2dx e, desde que [udv = uv — [wvdu descreve a integragdo por

partes, segue:
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= foax“\/aZ — x2dx, ou ainda:

2
I, =x" (%x\/a —X +% arcsen[ jj

a 2

a X 1
j =X a —x? +—.arcsen .nx"dx
0 2 a

Temos que:
x| Lxa? 2 +& arcsen[ X " a" a—Zarcsen(l)—lan+2 z
2 2 a)), 2 2 2
E também:
a 2
j lx\/a2 %2 + 2 arcsen (ij nx"dx =
o\ 2 2 a
a 2 a a 2
J‘(% xva?—x? + a?.arcsen (ED.nx”‘ldx = gj'(x”\/az —x? )dx + J'[a?.arcsen(i].nx”‘ljdx
0 a 0 0 a

A2+ ¥ ({) n1gy = 1 4L aq2n [P (1 (E)
fo (2x a® —x*+—-.arcsen |- ).nx™ dx = 21’n+2a nfo (x™ “arcsen - )dx
Portanto:

1 n+27z- n

1 X
I, ==a".=——1 —=a’n|| x""arcsen dx
2 2 2 2 a

Seja K, = foa(x“_larcsen G))dx, assim:

In:;a“”; 21, ——a nK, e (1+ )I Zant? %aznl{n.

Agora, considerando uma segunda integracao por partes, temos:
w, = x™" 1 =du; = (n — 1).x" ?%dx,

dv, = arcsen (E) dx = v, = [ arcsen G) dx.

. . . X
Por outro lado, precisam resolver a seguinte integral j arcsen[—jdx. Mas, basta

a

observarem que w= X dw= ldx = dx =adw . Segue, pois, que:
a a

[ arcsen G) dx = [(arcsenw)adw = a [ arcsenwdw = a(warcsen(w) +

v1-— wz)

Fazendo, em seguida a substituicdo de w temos:
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2
Jarcsen( jdx a —arcsen( j+ 1—(%
a a a a

Finalmente, devem encontrar J'arcsen( de xarcsen[ j ++a’—x*. Para concluir,
a

observamos que:

foa (x“—larcsen G)) dx = x™ 1
(xarcsen G) + m”; _ foa (xarcsen (E) + m) (n—1).x"2

= J-a (x“‘larcsen (E))dx = a”‘E— [(n— 1)J-ax“‘1arcsen (E) dx + (n— 1)J-a(x“ 2Ja? —x?)dx
:J-a(x“ arcsen( ))d1+(n l)f ( Sl arcsen( ))dx—a ——(n— l)J- x"2/a? — )dx
0
:(1+n—1)L(n arcsen( ))dx—a g—n—l)J- 2 gz _ xz)dx
= nLa (xn_larcsen (z))dx zan.g —(n— 1)J0 xn_2\! a? — xz)dx
I

n-2
= J: (x”_larcsen (2)) dx = %(ang —(n— 1)In_2)
Assim:

K, = foa (x“ larcsen( ))dx ——(a ——(n-1DI,_ )

N&o obstante, ja vimos que (1+2)|n =%a”*2—%a2nKn e, substituindo a expressdo

correspondente ao termo K,, devem encontrar que:

1 1 T
1+-) ==a™ —-=a’n=|a"=—(n-1)I_, |,
( ) A n( 2 ( )”‘2)
ou ainda:

Zan+2 + az(n_l) |

n T
1+-) ==a"" - .
( 2) n 4 4 2 n-2

Por fim, o resultado esperado devera ser descrito pela seguinte expressdo

| _(@(n-1)

l.,,comn>2.
n+2 2

Situacdo de Institucionalizacdo: Nessa fase, os alunos deverdo desenvolver um olhar de

transicdo que envolve a modificacdo do status de instrumento matematico para objeto.
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(a’(n-1)

O professor devera assinalar a presenca da seguinte fungdo f(n)= 5
n+

, em

consonancia com o que observa Dana-Picard (2005, p. 4) quando deparamos relacdes

do tipo I = f(n)-1,,, em que a fungdo € uma homografia, com ‘n’ nimero inteiro,
garante que, os calculos analiticos envolvem calculos menos complexos.

Né&o obstante, a relacdo anterior, do ponto de vista da perspectiva do aprendiz, devera
surgir nos momentos finais da investigacdo. Dessa forma, o professor pode antever o
modelo pretendido, tendo em vista que, conhece as relagdes formais presentes, tanto na
parte inicial da situacdo problema, como também os dados que devem ser
perspectivados ao final da incursdo investigativa. Reparemos, ainda, na figura 5, ao lado
direito, que para todo nimero a >0 escolhido pelo aluno, o professor podera fornecer a
relacdo numeérica correspondente ao comportamento da sequéncia de IDP’s que

indicamos por 1 = f(n)-I,,,paran>2.

Figura 5 — Exploracao da nogédo de vizinhanga cognitiva com o software Geogebra
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Fonte: Elaboracdo dos autores
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Assim, as contribuicfes de area ao lado esquerdo sempre correspondem a um numero
real, cuja informacéo é obtida com o software. Por outro lado, apesar da sequéncia em
vermelho manifestar um comportamento crescente, um nimero correspondente ao valor

da &rea pode ser sempre determinado e, portanto, a convergéncia da integral:
I, = foax“\/az —x2dx. Alves & Lopes (2013) advertem a predilecdo dos estudantes

por padrdes algébricos e analiticos vinculados e condicionados pelos métodos de
integracdo. Como assinalado por esses autores, com o software Geogebra, 0s estudantes
passam a vivenciar e identificar padrdes graficos-geométricos relacionados com cada
tipo de método. Ora, nas figuras 3 e 5 vislumbramos alguns padrdes graficos-
geomeétricos condicionados pelo processo de integragdo de IDP’s, recorrentemente ndo

contempladas nos compéndios especializados.

Considerac0es parciais e perspectivas

Abordamos a descrigdo das fases inicias previstas por um design de investigagcdo em
Didatica da Matematica, que possibilita a obtencdo de conhecimentos didaticos acerca
de alguns contetdos matematicos. Em nosso caso, recordamos que “o término da
Engenharia Didatica designa um conjunto de sequéncias de classes concebidas,
organizadas e articuladas no tempo, de maneira coerente por um professor-engenheiro,
com o fim de realizar um projeto de aprendizagem para uma popula¢do determinada de
alunos” (DOUADY, 1995, p. 62).

Assinalamos também uma perspectiva de Dana-Picard (2005b, 2005c) que nos permite

a concepcao de situagdes de ensino, envolvendo a nogdo de IDP’s, de modo que possam
proporcionar relagdes conceituais da integrais do tipo J'b f(x,t)dx ou '[M f(x,t)dx bem
a —0

mais amplas do que aquelas costumeiramente acentuadas por autores de livros de
Calculo que consultamos até a etapa atual de nossa investigacdo. Posto isso, este estudo
pretende realizar a experimentacdo de situagdes semelhantes como as que trouxemos
neste escrito, bem como outras, de modo que os elementos constituintes de uma
vizinhanga cognitiva (cognitive neighborhood) sejam explorados ao decurso de uma

experimentagao.

Desse modo, com o tema Integrais Dependentes de Parametros — IDP’s e com uma
mediacdo afetada e alterada pelo uso da tecnologia, apontamos 0s elementos que
consideramos importantes cuja exploracdo, nas fases dialéticas previstas pela TSD, se

tornardo indubitavelmente imprescindiveis, tendo em vista a verificagdo empirica e a
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obtencgéo de dados que tencionamos coletar ao decurso de nossa investigacao.

Ademais, assumimos posi¢do concorde com Alves & Lopes (2013) na medida em que
0s estudantes necessitam do entendimento dos padrbes graficos-geometricos atinentes
aos processos de integracdo de fungdes. Assim, a sistematica de investigacao
proporcionada pela ED devera indicar um percurso cientifico que perquirimos e, assim,
poderemos acumular conhecimentos didaticos-metodoldgicos acerca do tema Integrais

Dependentes de Parametros — IDP’s.
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