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Resumen

El presente articulo tiene por objetivo analizar la articulacion de aprehensiones en el registro
figural que desarrollan 16 estudiantes de secundaria (15 — 17 afios) de una institucion
educativa de la ciudad de Huanta-Perd en una secuencia de dos actividades encaminadas a la
construccién del sélido arquimediano cubo truncado en el ambiente del Cabri 3D. Para ello, se
tomo aspectos la Teoria de Registros de Representacion Semiotica referidos al registro figural y
a las cuatro aprehensiones que en ella se presentan. Ademas, como marco metodoldgico, se
considerd aspectos de la Ingenieria Didactica. Los resultados evidencian que los estudiantes
logran articular dichas aprehensiones mientras construyen el cubo truncado y, a la vez,
movilizan nociones de geometria plana y espacial como rectas, planos, poligonos, cubo,
tetraedro, piramide, entre otros.
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Abstract

The present article aims to analyze the articulation of apprehensions in the figural register,
developed by 16 high school students (aged 15 — 17) of an educational institution in the city of
Huanta-Peru, in a sequence of two activities aimed at building the Archimedean solid truncated
cube in the Cabri 3D environment. To do this, aspects of the Theory of Registers of Semiotic
Representation were taken in reference to the figural register and to the four apprehensions
presented in it. In addition, aspects of Didactic Engineering were considered as methodological
framework. The results show that students manage to articulate such apprehensions while
building the truncated cube and, at the same time, they mobilize notions of plane and spatial
geometry like straight lines, planes, polygons, cube, tetrahedron, pyramid, among others.
Keywords: Truncated Cube; Apprehensions; Cabri 3D.

Introduccion

Este articulo presenta un recorte de la investigacién de Moya (2015) en lo referido al
estudio y analisis del desarrollo y articulacion de las aprehensiones del registro figural
en un grupo de estudiantes del nivel secundario al realizar la construccion del solido
arquimediano cubo truncado y al movilizar nociones geométricas inherentes a este

proceso en el ambiente del Cabri 3D.
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En ese sentido, Moya (2015) sefiala que la ensefianza de la geometria (plana y espacial)
es importante en la formacion académica del estudiante, puesto que, entre otras razones,
le permite hacer conjeturas, generalizar y resolver problemas asociados a figuras
geomeétricas. Sin embargo, como lo manifiestan Salazar, Silva & Almeida (2011),
existen diversas razones por las cuales la ensefianza de contenidos matematicos, en
especial de geometria, no han ofrecido recursos suficientes para que los estudiantes
superen, entre otros aspectos, sus dificultades de hacer conjeturas. Se considera que esta
afirmacion es respaldada con lo sefialado por Duval (2004), quien menciona que la
actividad cognitiva que requiere la geometria es méas exigente en relacion a otras areas

de la matematica.

En base a ello, se reconoce que la ensefianza de la geometria y, de manera particular, la
geometria espacial, merece un analisis y reflexion diferente, ya que el dibujo de
representaciones de figuras de tres dimensiones, hechas en la pizarra o en papel, no
permite al estudiante observar a plenitud las caracteristicas y propiedades que estas
puedan presentar debido a la dificultad que se presenta al intentar construir una
representacion de un objeto de tres dimensiones en un ambiente de dos dimensiones.
Por esa razén, Moya (2015), a partir de las investigaciones de Kosa & Karakus (2010) y
Gisele, Verbanek & Goldoni (2013), precisa que el uso de ambientes de geometria
dindmica (AGD) es una alternativa muy importante e interesante que el profesor debe
tener en cuenta para la ensefianza de la geometria espacial en las aulas. Ademas, como
nos interesa articular las aprehensiones en el registro figural, tomamos el aporte de
Salazar (2015), quien precisa la pertinencia del registro figural dindmico cuando se

utiliza ambientes de Geometria Dindmica.

Nuestra posicion se afianza con lo sefialado por Pefialosa (2013) cuando refiere,

respecto al uso de los AGD, que

. favorece un ambiente de aprendizaje en la ensefianza de la
geometria, como un reto a enfrentar por parte de aquellos docentes
que limitan con el uso de lapiz y papel los procesos en el alumno,
como el reconocimiento, clasificacion, conjeturacion, generalizacion,
abstraccion, comprobacién y demostracion, los cuales pueden ser
alcanzados mediante la manipulacidn de figuras geométricas al utilizar
software de geometria dindmica. Ademas, permite al alumno
interactuar con otros ambientes que puede desarrollar en él
responsabilidad sobre su aprendizaje, donde adquiere habilidades y
responsabilidades sobre su propio aprendizaje, de esta manera, es
capaz de autorregular los conocimientos, habilidades y destrezas
necesarios para su desarrollo intelectual y social. El avance
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tecnoldgico obliga a buscar nuevas estrategias didacticas, ya que se
debe integrar herramientas tecnoldgicas en la practica docente, como
el Cabri. (p.i)

A partir de lo descrito, y como resultado también de nuestra practica docente, en la que
se han observado las dificultades que los estudiantes de secundaria presentan cuando
estudian figuras geométricas espaciales, nace el interés por investigar la articulacion de
las aprehensiones del registro figural en la construccién del sélido arquimediano cubo

truncado en el ambiente del Cabri 3D.

La importancia de esta investigacion radica en que, durante el proceso de articulacion de
las aprehensiones, los estudiantes desarrollan procesos cognitivos como los de
visualizacion, demostracion, construccion y razonamiento. Estos procesos contribuyen a
que los estudiantes puedan apropiarse de las caracteristicas y propiedades de un objeto

matematico y puedan afrontar con éxito problemas de geometria.

Esta afirmacion se respalda con lo que sefiala Moretti (2013), cuando afirma, a partir de
una sintesis de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica, que en el
aprendizaje de la geometria se encuentran envueltos las cuatro aprehensiones de una

figura relacionados a la resolucion de problemas.

En base a lo sefialado, en este articulo se muestra el andlisis de una actividad
relacionada al desarrollo y articulacion de tres aprehensiones del registro figural:
secuencial, perceptiva y operatoria en el marco de la Teoria de Registros de

Representacion Semiotica.
1. Elementos tedricos y metodologicos

En esta investigacion, se toma aspectos de la Teoria de Registros de Representacion
Semiotica. Dichos aspectos son los relacionados al registro figural, un tipo de registro
especial segin Duval (2004) y a las aprehensiones que este registro presenta, las cuales

son aprehensidn perceptiva, secuencial, operatoria y discursiva.

Este autor sefala, respecto al registro figural, que una figura geométrica es una
configuracioén (dibujo) asociada a dos tipos de variaciones, las cuales son la variacién
dimensional y la variacion cualitativa; estas variaciones constituyen las unidades
figurales elementales presentes en toda figura geométrica. En ese sentido, una figura

geométrica es siempre la combinacion de al menos dos unidades figurales elementales.
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Por otro lado, Duval (2012) precisa que el registro figural origina interpretaciones
autonomas denominadas aprehensiones, las cuales son la aprehensiéon secuencial, la
perceptiva, la discursiva y la operatoria. También manifiesta que, en el proceso de
resolucion de problemas de geometria, estan envueltos proceso cognitivos como los de
la visualizacion, la construccién, la demostracion, etc. Dichos procesos estan asociados

al desarrollo y, sobre todo, a la articulacion de las aprehensiones del registro figural.

Moya (2015), a partir de lo sefialado en la Teoria de Registros de Representacion
Semiotica, resalta, respecto a las aprehensiones, que la aprehension secuencial es
aquella que se presenta en actividades de construccion destinada a reproducir la
representacion de una figura geométrica; que la aprehensidn perceptiva es la primera
que aparece en el desarrollo cognitivo del estudiante y la primera que utiliza en la etapa
escolar; ademas, esta aprehension permite que el estudiante, de manera automatica,

perciba las formas de la representacion de una determinada figura geomeétrica.

Respecto a la aprehension operatoria, el investigador agrega que esta se desarrolla
cuando el estudiante realiza modificaciones a la representacion de una figura
geométrica. Tales modificaciones son la siguientes: la modificacion mereologica, que
consiste en descomponer la representacion de una figura en unidades figurales
elementales o en realizar trazos auxiliares que le permitan resolver un problemas dado;
la modificacion Optica, que se manifiesta cuando se realizan variaciones en las
dimensiones de la representacion de una figura; y la modificacion posicional, que ocurre
cuando se realizan cambios de posicion por rotacion o traslacion de la representacion de

una figura.

Por su parte, la aprehension discursiva es aquella que asocia la representacion de una
figura con un enunciado matematico (propiedad, formula, teorema). Para conseguir una
comunicacion entre la representacién de una figura y el enunciado matematico, es
preciso subordinar la aprehension perceptiva a la discursiva, ya que un enunciado puede

expresar mas que la sola representacion de los trazos o formas de una figura.

En cuanto al marco metodoldgico, en la investigacion se ha tomado elementos de la
Ingenieria Didactica. Estos han permitido realizar el analisis a priori y a posteriori de la
investigacion; asi como realizar el estudio bibliografico del objeto matematico cubo
truncado. Por lo tanto, y luego de todo lo sefialado, se precisa que en este articulo se

pretende analizar el desarrollo y articulacion de tres de estas aprehensiones
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principalmente: secuencial, perceptiva y operatoria en una actividad (actividad N° 1)

que va a servir de insumo para realizar la construccion del cubo truncado.
Cubo truncado

En lo referido al objeto matemético, Moya (2015), en base a las ideas de Villarreal
(1912), Rangel (1982), Guillen (2010) y Almeida (2011), puntualiza que el cubo
truncado es uno de los trece solidos inventados por Arquimedes, denominados por esa
razon solidos arquimedianos o semi-regulares. El cubo truncado esta formado por 14

caras, las cuales son poligonos regulares.

Los poligonos que forman las caras del cubo truncado son tridngulos regulares, en un
numero de ocho, y octdégonos regulares, en un ndmero de seis. Por otro lado, el cubo
truncado tiene 36 aristas, 24 vértices y 120 diagonales; ademas, en cada uno de sus

vértices concurren tres aristas y en todos los vértices se juntan tres caras.

Asimismo, las caras con el menor numero de lados (caras triangulares), estan bordeadas
por las caras de la otra clase (caras octogonales) y las caras con el mayor nimero de
lados (caras octogonales) estan bordeadas de manera alternada por las caras de ambas
clases (caras triangulares y octogonales). La figura 1 muestra la construccion de la
representacion del cubo truncado con Cabri 3D.

Figura 1 — Cubo truncado

Fuente: Moya (2015, p.70)

2. Desarrollo de la investigacion

La investigacion de Moya (2015) se ha desarrollado con 16 estudiantes del nivel
secundario (15-17 afios) de una institucion educativa pablica del distrito de Huanta en la
region de Ayacucho, Perd. En ese sentido, se ha elaborado una secuencia de dos
actividades, dividida en 6 partes, tres de las cuales obedecen a construcciones en el
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Cabri 3D y las otras tres, a preguntas asociadas a cada construccion.

En este articulo, se presentan los resultados de la primera y la tercera parte de actividad
N° 2 de la estudiante Rosa. Esta actividad se denomina Construccién del cubo truncado,
y tiene por objetivo identificar el desarrollo y articulacién de las aprehensiones
secuencial, perceptiva y operatoria del registro figural mientras se movilizan nociones
de puntos, rectas, planos, poligonos, tetraedros y cubo en el proceso de construccion con
el Cabri 3D.

Ademas de lo sefialado, en esta actividad, la estudiante se familiariza con algunas
herramientas del Cabri 3D, las cuales son de utilidad para la construccion del cubo

truncado.

La primera y tercera parte de la actividad N° 2 las constituye la construccion que se

muestra a continuacion.

Abra el Cabri 3D

Construya un cubo

Elija una cara del cubo y nombrelo con las letras ABCD.

Ubique el centro de la cara ABCD y nombrelo con la letra “O”

Construya una circunferencia en la cara ABCD, tomando como centro el vértice “A” y punto de

paso “O”

Marque los puntos de interseccion de la circunferencia con las aristas y némbrelo con las letras

MyN (MenABYyNenAD).

o Construya tres circunferencias adicionales en la misma cara ABCD del cubo, las cuales deben
tener como centros los vértices B, Cy Dy como punto de paso el punto “O”.

o Marque los puntos de interseccién de las circunferencias con las aristas (no le asigne letras a
dichos puntos).

o Oculte las circunferencias construidas.

o En todas las aristas restantes de la representacion del cubo ubique los puntos como en la cara
ABCD siguiendo el mismo procedimiento u otro que usted crea conveniente.

o Oculte todas las circunferencias.

o Recorte todas las esquinas de la representacion del cubo utilizando como referencia los puntos

encontrados.

O O O O O

O

Analisis a priori

Se cree que, para construir la representacion del cubo, la estudiante hard uso de la
herramienta cubo. Luego, se piensa que elegira la cara superior a la que denotara con las
letras A, B, C y D para construir ahi representaciones de circunferencias con las
indicaciones dadas. En esta etapa de la construccion, se evidenciara la aprehension
secuencial. Se piensa que la estructura diadica que constituye esta aprehension no

interrumpiré el desarrollo de la misma.

Los pasos mostrados previamente para la construccion de representaciones de distintos
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objetos en Cabri 3D vy la realizacién de los mismos son los sustentan el desarrollo de la
aprehension secuencial. Luego, para ubicar el punto medio de la cara, se piensa que
ubicaréa el punto medio con la herramienta punto medio entre dos vértices opuestos de la
cara. Por otro lado, podria trazar las dos diagonales y marcar el punto de interseccion.
En seguida, se cree que, para construir la representacion de la circunferencia, la
estudiante podria tener dificultades en definir la cara, no por desconocimiento, sino por
no recordar este paso.

Finalmente, en la interseccion de la circunferencia con las aristas, se estima que utilizara
la herramienta puntos de interseccién. Las aprehensiones que se piensa articulara son
las aprehensiones perceptiva y operatoria, en vista de que existira una relacion directa
entre la percepcion de la estudiante sobre un cuadrado como unidad figural de
dimension dos y que forma parte del cubo que es una unidad figural de dimension tres,
y el hecho de realizar reconfiguraciones (trazos de diagonales posiblemente) en dicha
cara para ubicar el puto medio de ella.

Por otro lado, movilizara nociones de punto, segmento, cuadrado y sus propiedades. La

figura 2 muestra una posible construccién de Rosa.

Figura 2 - Circunferencias en una cara del cubo

Fuente: Moya (2015, p. 95)

Continuando con la construccion, creemos que Rosa utilizard la herramienta
ocultar/mostrar para ocultar las circunferencias. A continuacion, construird en cada cara
de la representacion del cubo circunferencias para ubicar y marcar los puntos en las
aristas. En seguida, se piensa que construira representaciones de planos en cada esquina
del cubo por medio de tres puntos, que ya estan marcados, y con la herramienta recorte

de poliedro procederd a recortar dichas esquinas. La estudiante articulard en esta
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construccion las aprehensiones perceptiva y operatoria (modificacion mereoldgica y
posicional), ya que deberan distinguir elementos figurales como punto y plano, ademas
de cambiar la posicion a la representacion del cubo cada vez que pretenda realizar el
recorte de alguna esquina. Se piensa que podria presentar dificultad en el momento de
clicar primero al plano, pues podria intentar directamente clicar la parte que desea cortar
sin definir el plano que lo cortard. A pesar de ello, se estima que lograra recortar todas
las esquinas. Las nociones que se movilizaran son plano, circunferencia, tetraedro, cubo

y propiedades del cuadrado. La figura 3 es una posible construccion de Rosa.

Figura 3 1- Puntos determinados en las aristas para truncar el cubo

- @ ~

Fuente: Moya (2015, p.107)

Analisis a posteriori
Acciones de la estudiante Rosa

La estudiante Rosa, de acuerdo con lo sefialado en el a priori, construyé la
representacion del cubo con la herramienta cubo; luego, eligio una cara y la denoté con
las letras ABCD, pero se equivoco en el orden, ya que ella lo denoté como ABDC (es
decir no coloco las letras en forma consecutiva en los vértices de la cara elegida), lo
cual no se penso en el a priori, e hizo suponer que existié una interferencia entre la
aprehension perceptiva que tiene sobre el cuadrado y el enunciado asociado a esta
unidad figural. En seguida, ubico el punto medio “O” de la cara elegida con la
herramienta punto medio; de tal manera, que encontré dicho punto medio de la forma
descrita en el a priori que es a partir de dos vértices opuestos de la cara del cubo. Este
punto en realidad, es el centro de la diagonal, que aungue ella no lo traza, pensamos que
la asume. También, construyd la circunferencia con centro en el vértice "A" y punto de

paso "O".

En esta parte de su construccion, podemos notar que la estudiante movilizé nociones de
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cuadrado, diagonal del cuadrado, circunferencia y cubo, lo cual concuerda con las
nociones que mencionamos en nuestro a priori. Ademas, evidencié la aprehension
operatoria (modificacion posicional) ya que, a pesar de no estar previsto en el a priori,
manipuld y cambid constantemente la posicion del cubo representado, porque quiso
ubicar con precision el centro de la circunferencia y observo esta representacion desde
diversas posiciones. Por otro lado, aunque tampoco se precisd en el a priori, la
estudiante manipuld la representacion del cubo, creemos que para intentar percibir
(aprehension perceptiva) qué segmento o segmentos representan el radio de dicha
circunferencia. Luego, realiz6 una reconfiguracion con el acto de hacer el trazo del
segmento AD (diagonal de la cara) lo que evidencié una aprehension operatoria:
modificacion mereolodgica, a la vez que movilizd nociones de segmento, radio y
diagonal de un cuadrado. La figura 4 muestra esta parte de su construccion.

Figura 4 - Construccion de Rosa

e

Fuente: Moya (2015, p. 96)

Continuo el proceso de construccién y, tal como lo presentamos en el a priori, la
estudiante, mediante circunferencias, hall6 los demas puntos de corte en las aristas de
dicha cara, lo cual puso de manifiesto la aprehension secuencial, presente en cada

parte de cada construccion (ver figura 5).

Figura 5 - Construccion de Rosa

Que pasa por un NUeVo Pt
cara)

0

g N
lo c .. b

N, X A

Fuente: Moya (2015, p. 97)
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La estudiante continda con la construccion después de haber encontrado los puntos de
corte en la cara ABCD de la representacion del cubo. Luego, tal como lo imaginamos en
el a priori, siguid el procedimiento realizado en dicha cara y ubic6 los puntos de corte
en las demas aristas (ver figura 6). Esta accion desarroll6 la aprehension secuencial de
la estudiante, en vista de que siguid los pasos y procesos como inicialmente se le

indicaron y como sefialamos en el a priori.

Figura 6 - Construccion de Rosa

Fuente: Moya (2015, p. 108)

A continuacion, la estudiante, con la finalidad de recortar una esquina del cubo, realizd
un accion no pensada en nuestro a priori, y construy6é otro cubo; creemos que para
intentar recortar primero éste y luego ya el original. Esta accion desarrolld en la
estudiante la aprehension operatoria de modificacion oéptica. Luego, ella logro

recortar adecuadamente el cubo inicial.

Por altimo, la estudiante realizé los demas cortes, como supusimos en el a priori, sobre
las esquinas del cubo sin ninguna dificultad. En este proceso se articularon las
aprehensiones secuencial y la aprehension perceptiva. Se debe precisar sobre la

aprehension secuencial, que esta es inherente a toda la construccion.

La aprehension perceptiva se manifestd en vista de que la estudiante debié manipular la
representacion del cubo para percibir donde construir los planos e iniciar el recorte de
las esquinas. Como resultado, y tal como lo pensamos en el a priori, la estudiante logro

construir la representacion del cubo truncado como se puede observar en la figura 7.
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Figura 7 - Construccion de Rosa

Fuente: Moya (2015, p. 109)
3. Algunos resultados

La primera y tercera parte de la actividad N°2, las que corresponden a las
construcciones mostradas, han permitido movilizar herramientas del Cabri 3D (puntos,
planos, rectas, segmentos, poligonos, punto medio, recorte de poliedros, entre otros)
necesarias para la construccion del cubo truncado. Esta actividad también movilizé
nociones de geometria, tales como punto, recta, segmento, punto medio de un segmento,
triangulos, poligonos, tetraedro y cubo. En ese sentido, la estudiante, al ubicar los
puntos de corte en las aristas dela representacion del cubo y, luego, al realizar el recorte
de dichas aristas para obtener el arquimediano cubo truncado, logré movilizar estas

nociones tal como se habia previsto en el a priori.

Por otro lado, se debe resaltar que la estudiante, en el proceso de construccion,
desarroll6 las aprehensiones secuencial, perceptiva y operatoria (modificacion
posicional y mereoldgica) tal como consideramos en el a priori. Sin embargo, la
estudiante también desarrollo la aprehensién operatoria (modificacion optica), la cual no
se estimd en el a priori. Sin embargo, es pertinente avistar que se observo que la
estudiante utilizo la funcion del arrastre y manipulacion de manera escasa. Es pertinente
realizar esta precisién para alertar a investigadores posteriores sobre el uso de estas

funciones tan importantes con que cuenta el Cabri 3D.

Consideraciones finales

En relacion a los resultados obtenidos, los cuales presentamos en este articulo, y que se

basa en la investigacién de Moya (2015), podemos proponer algunas conclusiones.

En primer lugar, se ha observado que la estudiante logré familiarizarse oportunamente

con las herramientas del Cabri 3D, a pesar de que era la primera vez que interactuaba
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con este ambiente.

En segundo lugar, esta actividad ha permitido que la estudiante desarrolle sobre todo las
aprehensiones secuencial y operatoria; y el Cabri 3D se ha presentado como un
ambiente que ha contribuido a que ella pueda desarrollar su aprehension perceptiva de
manera satisfactoria, ya que, gracias, sobre todo, a la funciéon de manipulacién del Cabri
3D, la estudiante pudo distinguir las unidades figurales de las que se componia su

construccion.

En tercer lugar, esta actividad de construccién ha coadyuvado a que la estudiante
movilice nociones geométricas como puntos, planos, rectas, segmentos y poligonos,
tetraedro y cubo. Estas nociones han sido estudiadas en grados anteriores y se han
puesto en préactica en el desarrollo de esta actividad de una manera mas aplicativa y no

tanto algoritmica, como se suele realizar comunmente en las aulas.

En cuarto lugar, el Cabri 3D se presentd como un ambiente propicio para realizar este
tipo de construcciones. Sus funciones de manipulacion y arrastre son fundamentales
para que el estudiante pueda desarrollar sobre todo la aprehension perceptiva, ya que la
manipulacion ayuda a visualizar (en términos de Duval) las unidades figurales de

manera adecuada y distinguir sus dimensiones.

Por ultimo, como producto de esta secuencia, se ha comprobado que el proceso de
desarrollo y articulacion de las aprehensiones ha permitido que la estudiante se apropie
de contenidos geométricos, como los descritos, y articule las aprehensiones previstas.
Sin embargo, ha sido también fuente para observar y anotar acciones no previstas en el a
priori, lo que nos llevar a reflexionar sobre actividades futuras para consolidar el

aprendizaje via la articulacion de aprehensiones.
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