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Resolucéo de sistemas de equacdes lineares por um sujeito cego:
um experimento com foco na exploracdo das variaveis de Coulange

ELEN GRACIELE MARTINS!

BARBARA LUTAIF BIANCHINI?

Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar a resolu¢do de dois problemas envolvendo sistemas de
equacdes lineares por um sujeito cego do 9° ano do ensino fundamental Il. A metodologia
adotada para coleta e analise dos dados foi 0 Design Experiments. Utilizamos os estudos de
Coulange sobre varidveis para nortear nossas andalises. Segundo ela, é possivel identificar 8
variaveis em problemas envolvendo sistemas de equacdes lineares. No experimento de ensino
aplicado, destacamos duas variaveis: V4 que se refere ao dominio numérico de medida de
grandezas desconhecidas: conjunto numérico dos naturais, inteiros, reais, entre outros
(problema 1) e V6 que trata da natureza redundante ou contraditéria das informacGes a
respeito das grandezas desconhecidas (problema 2). Nosso sujeito participante da investigacéo
resolveu, facilmente, os dois problemas algebricamente, porém houve dificuldade para
determinar a resposta do problema 2, que envolvia informagdes contraditorias.

Palavras-chave: Sistemas de equacdes lineares; sujeito cego; variaveis de Coulange.

Abstract

The objective of this work is to present the resolution of two problems involving systems of
linear equations by a blind subject in the 9th grade of elementary school. The methodology
adopted for data collection and analysis was Design Experiments. We used Coulange's studies
on variables to guide our analyzes. According to her, it is possible to identify 8 variables in
problems involving systems of linear equations. In the applied teaching experiment, we
highlight two variables: V4 which refers to the numerical domain of measurement of unknown
quantities: numerical set of naturals, integers, reals, among others, (problem 1) and V6 that
deals with the redundant or contradictory nature of the information regarding unknown
guantities (problem 2). Our subject easily solved both problems algebraically, but it was
difficult to determine the answer to problem 2, which involved contradictory information.

Keywords: Systems of linear equations; blind subject; Coulange variables.

Introducéo

O trabalho com sistemas de equacg0es lineares no Ensino Fundamental 1l constitui uma
importante base para o ensino de algebra linear no ensino médio e para muitos cursos de
nivel superior (COULANGE, 2000, p.12). Nossa pesquisa de doutorado desenvolvida

pela primeira autora e orientada pela segunda envolve a relacdo de um aluno cego com
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as representacbes desse contetdo, escolha que partiu do nosso levantamento
bibliografico que evidenciou néo existirem trabalhos académicos que tivessem estudado
0 ensino ou a aprendizagem desse objeto matematico por pessoas cegas. Assim,
assumimos como ponto de partida um breve estudo sobre a introdugdo da algebra no

contexto escolar.

Segundo Chevallard (1984, 1989, 1990 apud COULANGE 2000), a algebra escolar é
trabalhada com os alunos como uma generalizacdo da aritmética partindo de um
contexto numérico e utilizando as expressdes algébricas para representar e manipular
numeros desconhecidos, determinados por outros nimeros, desta vez conhecidos,
chamados dados. Desta forma, o trabalho desenvolvido se reduz a manipulacdo de

expressdes tornando o calculo algébrico um prolongamento do calculo aritmético.

Com base nesta conclusdo de Chevallard e na busca de referenciais sobre este contetdo,
encontramos, dentre outras, as pesquisas de mestrado de Battaglioli (2008) e Goulart
(2014) a pesquisa de doutorado de Coulange (2000).

Battaglioli (2008) analisou a abordagem do conteudo sistemas lineares, apresentada em
livros didaticos do Ensino Médio, fundamentando-se no referencial teodrico dos
Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval (2003) acreditando na
importancia da conversdo de registros de representacbes para a construcdo do
conhecimento. Concluiu que o registro grafico é timidamente explorado nos exercicios
propostos e que o registro algébrico prevalece nessa abordagem. Apresentou ainda como
resultado de seu trabalho a constatagdo de que a énfase é dada aos algoritmos de
resolucdo dos sistemas enquanto a analise dos resultados obtidos na resolucdo é pouco

explorada.

Goulart (2014) elaborou uma intervencao de ensino na intencdo de analisar as reacoes
dos alunos do 8° ano do Ensino Fundamental diante do estudo de sistemas de equacdes
do 1° grau por meio da resolucdo de problemas. Utilizou a resolucdo de problemas
como uma estratégia de ensino. Considerou ainda, no desenvolvimento da sua
intervencdo, a capacidade de resolver problemas a partir de conhecimentos prévios,

como uma habilidade basica do aluno.

Goulart (2014) concluiu ter sido possivel contribuir para uma eficaz construgcdo de
conhecimento de sistemas de equagdes do 1° grau com duas incognitas por meio da

metodologia de resolucdo de problemas, fato comprovado quando, em momentos
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posteriores as atividades aplicadas em sua pesquisa, 0s estudantes envolvidos
conseguiram resolver diversas situacdes-problema para as quais a utilizacao de sistemas

de equacdes se fazia necessaria.

Para Coulange (2000), quando tratamos de sistemas de equacdes lineares, o ensino atual

privilegia os métodos de resolucdo em detrimento a solucdo de problemas.

Em seu trabalho, Coulange (2000, p. 189) analisou oito tipos de variaveis associadas a
um problema fundamental por ela apresentado: “Sejam n objetos. A cada objeto i esta
associada uma grandeza desconhecida. Ha informacdes correspondentes a p relacGes
lineares entre essas grandezas desconhecidas e pede-se para encontrar algumas dessas

grandezas desconhecidas”.

Utilizando-se de um exemplo escolhido a partir deste problema fundamental, Coulange
(2000) apresentou alguns problemas na intencdo de mostrar que para a geragao destes
existe uma diversidade de significacBes possiveis por meio de valores atribuidos as

variaveis.

Decidimos nes focar nos resultados encontrados por Coulange (2000) que, em sua
pesquisa de doutorado destacou dois pontos relevantes para a escolha do trabalho com
sistemas de equac0es lineares:

1. O sistema de equagbes é a extensdo da equacdo para um
desconhecido e por isso, é o cerne da algebra elementar ensinada no
ensino fundamental e médio. Mas é também a ferramenta bésica da
dlgebra linear, que é um dos pontos essenciais da educagdo
matematica na maioria das instituicdes de ensino superior: pode-se

considerar que ele tem um “futuro rico”.

2. As equacOes fazem parte das praticas de modelagem matematica®.
(COULANGE, 2000, p.12, Traducéo nossa.)

Desta maneira, estudamos como as variaveis de Coulange (2000) podem ser
evidenciadas nas estratégias de resolucdo de problemas envolvendo sistemas de

equacoes lineares de um sujeito cego com o objetivo de responder a seguinte questdo de

3 No original: Le systéme d'équations est le prolongement de I’équation a une inconnue et se trouve donc
au ceeur de I’algebre élémentaire enseignée au collége et au lycée. Mais c’est aussi l’outil de base de
[’algebre linéaire qui est un des points essentiels de l’enseignement mathématique dans la majorité des
institutions du supérieur: on peut considérer qu’il a un « avenir riche ». La mise en équations fait partie
des pratiques de modélisation mathématique. (COULANGE, 2000, p.12)
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pesquisa:

Quais variaveis descritas por Coulange (2000) sdo destacadas por um sujeito cego ao

resolver problemas envolvendo sistemas de equac0es lineares?

A metodologia escolhida para coleta e analise dos dados foi o Design Experiments.
Nesta metodologia o pesquisador pode tragar um perfil especifico de aprendizagem dos
sujeitos envolvidos ao analisar todo o caminho percorrido durante o experimento
(COBB et al., 2003).

1 As variaveis de Coulange

A pesquisadora Lalina Coulange estudou em seu doutorado os sistemas de equacgdes
lineares e, a partir de um problema fundamental, descreveu oito varidveis a ele

associadas.

Sejam n objetos. A cada objeto i estd associada uma grandeza
desconhecida. H& informagdes correspondentes a p relagbes lineares
entre essas grandezas desconhecidas e pede-se para encontrar algumas
dessas grandezas desconhecidas. (COULANGE, 2000, p. 189)

Exemplo dado a partir do problema fundamental:
Sejam duas pilhas de pedras
x designa o nimero de pedras da primeira pilha
y designa o numero de pedras da segunda pilha
A segunda pilha tem 19 pedras a mais que a primeira
a) Dé uma escrita de y com a ajuda de x.
b) Ha 133 pedras ao todo. Escreva uma igualdade verificada por x e y.
c) Encontre x e y.

A partir desse exemplo, Coulange (2000, p. 189-192) apresenta oito tipos de variaveis

relacionadas ao problema fundamental:

V1) relagdo entre grandezas conhecidas ou supostamente conhecidas e

incdgnitas, podendo ser realizada a modelizacéo algébrica.

V2) designacao, implicita ou explicita, das grandezas desconhecidas ou ndo. As
incognitas do sistema podem ser explicitamente designadas por letras. No

exemplo, as grandezas desconhecidas séo designadas por x e'y.
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V3) as varidveis dizem respeito as informacBes sobre as grandezas
desconhecidas e as equacdes as quais o problema se refere e que aparecem no
enunciado, podendo ocorrer de a escrita das equagcOes necessitar apenas de
conhecimentos culturais ou naturalizados a respeito de relagdes, tais como:

b b EN19 b L AN 19

“vezes mais”, “a mais”, “a menos” entre outras.

V4) referem-se ao dominio numérico de medida de grandezas desconhecidas:
conjunto numérico dos naturais, inteiros, reais, entre outros. Podem também
tomar valores particulares, como o prego de um objeto (decimal positivo com
dois algarismos depois da virgula). No exemplo, o dominio numérico é o dos

numeros naturais — quantidade de pedras das pilhas.

V5) tratam do ndmero n de valores desconhecidos e do numero p de relagdes

lineares entre as grandezas desconhecidas (n, p).

V/6) tratam da natureza redundante ou contraditéria das informacdes a respeito

das grandezas desconhecidas.

Para Coulange (2000), os valores dados a essas variaveis dos 5° e 6° tipos,
determinam o grau e a possibilidade de resolucdo do sistema de equagdes
lineares produzido a partir do enunciado. Como exemplo citaquesen=p=ke
as informacBes do enunciado ndo sdo redundantes e nem contraditorias, 0
enunciado trata de um sistema de k equacGes a k incdgnitas que admite uma
Unica solugdo. No exemplo, o problema seria representado por um sistema dois

por dois e as informag6es sdo ndo contraditdrias e ndo redundantes.

V7) refere-se as formas de relagcdes lineares entre as grandezas desconhecidas
conduzidas pelas informagfes do enunciado. Para a autora, em teoria, ha uma
infinidade de formas possiveis, porém, o interesse esta na forma que cada

equacdo tem apds a traducdo direta.

V8) refere-se aos valores dos coeficientes das equagdes escritas de acordo com o
enunciado do problema. No exemplo dado, n = 2, S (1; 2) = 19 (diferenca do
numero de pedras entre as pilhas) e £ = 133 (soma das quantidades de pedras
das duas pilhas). Assim, o sistema referente ao exemplo dado por Coulange
(2000) seria:

{}r=x+ 19
x+yv =133
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Considerando os estudos de Battaglioli (2008), Goulart (2014) e Coulange (2000) sobre
sistemas de equacdes lineares e 0 destaque dado por estas pesquisadoras a falta de
pesquisas de doutorado que estudem a resolucdo de problemas envolvendo esse
conteido, apresentamos neste artigo dois problemas que fizeram parte de um
experimento de ensino que compde nossa tese de doutourado. Nosso estudou buscou
destacar, nas estratégias de resolucdo dos problemas, as variaveis descritas por
Coulange (2000).

2 Caracterizagao do sujeito da pesquisa

O sujeito de nossa pesquisa € um adolescente cego* de 14 anos de idade que cursa 0 9°
ano do ensino fundamental em um colégio particular de pequeno porte da grande Sao

Paulo. Atribuimos ao nosso sujeito o pseudéonimo “Tulio”.
3 O experimento

Nosso objetivo é apresentar as estratégias de Tulio, do 9° ano, para resolver dois
problemas envolvendo sistemas de equacgdes lineares destacando as variaveis (V4 —
Dominio numérico de medida de grandezas desconhecidas e V6 — Natureza redundante
ou contraditoria das informacdes a respeito das grandezas desconhecidas) descritas por
Coulange (2000). Ressaltamos que estes problemas fazem parte de uma atividade
proposta ao nosso sujeito e que este estudo faz parte de uma tese de doutorado,
desenvolvida pela primeira autora e orientada pela segunda, que investiga a

aprendizagem de matematica por pessoas cegas.

A seguir apresentamos os dois problemas e o protocolo da resolucdo de cada um deles.
Os exercicios foram apresentados em Braille e quando solicitado por Tulio, a
pesquisadora assumia o papel de ledora. As respostas dadas pelo sujeito foram

registradas em audio e posteriomente transcritas.

Problema 1: Uma pessoa compra 5 kg de café e 3 kg de acucar por R$ 24,60. Sabemos
que 2 kg de café custam tanto quanto 7 kg de acucar. Qual é o preco do quilograma de

café e do quilograma de agucar?

Talio leu o problema 2 vezes antes de falar como resolveria. Apés a leitura do problema

4 Destacamos que essa pesquisa possui autorizacdo do Comité de Etica em Pesquisa conforme orienta a
Resolucdo CNS/MS n°466/12 e que o responsavel por nosso sujeito assinou o Termo de Consentimento
Livre e Esclarecido autorizando sua participagdo voluntaria na pesquisa.
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disse que iria resolvé-lo usando um sistema de equacdes lineares. Perguntamos quais
seriam as equagfes que comporiam o sistema em questdo. Ele nos disse que usaria as
letras ¢ para representar o quilograma de café e a letra a para representar o quilograma
de acucar. Em seguida nos informou que a primeira equagdo seria 5¢ + 3a = 24,60 e que

a segunda seria 2c = 7a.

Talio foi narrando cada etapa da resolucdo do sistema. Chamou-nos atencao o fato dele

ndo apresentar dificuldade para realizar as operagcGes com nimeros decimais.

Figura 1 - Protocolo do Problema 1

{Ec +3a = 24,60

2e=Ta
2c="Ta
c=(7a)=2
c=35a

Substituindo ¢ por 3,5a na primeira equacgao
5(3,5a) + 3a = 24,60

17,5a + 3a =24,60

20,5 a = 24,60

a = (24,60) = (20,5)

a=120

Substituindo a por 1,20 na segunda equagéo
2c=Ta

2c=7.(1,20)

2¢ = 8,40

c=4,20

Resposta: Um quilo de acucar custa R$ 1,20 e um quilo de café custa R$ 4,20.

Fonte: dados da pesquisa

A partir das estratégias utilizadas por Tulio foi possivel observar que ele estava

resolvendo o sistema pelo método da substituicéo.

Com relacdo as variaveis do problema, destacamos a V4 (referem-se ao dominio
numérico de medida de grandezas desconhecidas), pois Tulio ndo mostrou dificuldade

sobre o dominio numérico, que neste caso, refere-se ao sistema monetéario brasileiro.
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Problema 2: Compramos pela primeira vez 3 kg de café e 5 kg de acUcar por 23 reais,
uma segunda vez compramos 9 kg de café e 15 kg de acgucar por 65 reais. Qual é o

preco do quilograma de café e do quilograma de agUcar?

Apls a leitura do problema, Tulio perguntou se a resposta ndo seria a mesma do
problema anterior, que também tinha como pergunta o valor do quilograma de café e de
aclcar. Solicitamos que ele lesse novamente o problema e observasse que as

informag0es séo diferentes.

Figura 2 - Protocolo do Problema 2

{30+5n =23
Q¢ + 130 =63

5a=23-3c

a=(23-3c)+5

Substituindo a por (23 — 3c) = 5 na segunda equacao
9c+15[(23-3c) = 5] =65

9c + (345= 5) — (45c= 5) =65

9c + 69 — 9¢ = 65

0+69=65

N&o tem resposta.

Fonte: dados da pesquisa

Assim como no problema anterior, Talio decidiu atribuir a letra ¢ para representar o
quilograma de café a e letra a para representar o quilograma do aclcar. Ele leu o
problema mais uma vez e ndo hesitou em falar as duas equacgdes que representavam as
informagoes dadas. Tulio narrou “9c + 69 — 9¢ = 65” indagou que havia algo errado na

conta. Perguntamos a ele o que havia de errado, e a resposta dada foi:

-9¢ menos 9c vai ser zero! Ai fica estranho! Nao vai ter nenhuma letra! Acho que eu

errei alguma coisa.

Apos essa observacdo, Tulio decidiu recomecar a resolucdo do problema. Ele solicitou a
pesquisadora que fosse confirmando se os passos que ele ia dando eram iguais 0s passos
dados na primeira vez que ele tentou resolver o problema (Tdlio foi avisado que a
pesquisadora anotaria todas as resolugdes realizadas). Conforme ele narrava a resolucao,

a pesquisadora confirmava que os passos utilizados eram 0s mesmos.
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Ao chegar na mesma parte do problema, “9¢c + 69 — 9c = 657, Tulio narra o préximo

passo:

“- 0 + 69 = 65! Esse problema ndo tem resposta! Nunca fiz algo assim. E agora? A
resposta do problema sera que ele ndo tem resposta? Isso € estranho!” Agora ndo sei

como isso acontece porgue no outro (problemal), eu tinha achado o prego das coisas.

As informacgGes do problema ndo sdo redundantes, mas sao contraditorias porque as
quantidades de produtos (acUcar e café) foram triplicadas na segunda equacdo, mas o
valor pago ndo. Analisando a variavel 6 (tratam da natureza redundante ou contraditoria
das informacdes a respeito das grandezas desconhecidas) de Coulange (2000) é possivel

perceber que o problema ndo tem solucéo.

Talio disse que nunca havia resolvido um problema que nédo tivesse resposta. O
comentario de Tulio nos permite dizer que ele esperava se deparar com situagdes que ja
tivessem sido apresentadas a ele em algum momento de sua vida escolar. A
apresentacdo de problemas que ndo possuem solucdo € prevista no contetdo
programatico do ensino fundamental. N&o podemos afirmar que nunca foram
apresentadas a ele situacfes similares. No entanto, a resposta dada por Tulio pode
significar que esse tipo de problema néo tenha sido apresentado de forma adequada, o
que neste contexto podemos entender, de forma acessivel, com explicacdes claras,

textos em Braille e com metodologia voltada ao ensino de pessoas cegas.
Considerac6es Finais

Neste artigo apresentamos a resolugdo de dois problemas envolvendo sistemas de
equacoes lineares por um sujeito cego. Utilizamos o estudo de Coulange (2000) sobre as
variaveis que podem ser identificadas em problemas envolvendo sistemas de equacdes

lineares para nortear nossas analises.

Os problemas escolhidos tinham o mesmo contexto, tratavam do preco de dois
alimentos, agucar e café. Tulio ndo mostrou dificuldade para resolver o Problema 1,
optando pelo método da substituicdo. A variavel destacada neste problema é a V4, que
se refere ao dominio numérico das grandezas envolvidas. As informacgdes do problema

nédo sdo redundantes nem contraditorias, 0 que favoreceu sua resolucao.

Para resolver o Problema 2 Tulio recorreu a0 metodo da substituicdo, como no

Problema 1, ndo apresentando dificuldade na resolucéo algébrica, porém, ao comparar
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os dados dos dois problemas, percebeu que ndo havia uma resposta numérica (resultado)
para a situagdo proposta. Nosso sujeito afirmou que nunca havia resolvido um problema
que nado tivesse resposta (ele estava considerando a resposta como um numero, um
resultado, que neste caso seriam valores dos precos em reais). Tulio chegou a
conclusdo que ndo havia como responder numericamente o problema porque as
informacgdes eram contraditérias. No Problema 2 a varidvel em destaque € a V6 que
trata da natureza redundante ou contraditoria das informacdes a respeito das grandezas

desconhecidas.

Coulange (2000) destacou em sua pesquisa que a resolucdo de problemas néo tem sido
o foco do trabalho com sistemas de equacdes lineares, sendo preterida pelo enfoque nas
técnicas de resolucdo. As estratégias de resolucdo apresentadas por Tulio nos dois
problemas corroboram para a concluséo de que ainda ha o privilégio do trabalho com as
técnicas de resolugdo de sistemas de equacdes lineares e que se faz necessaria uma
mudanca metodoldgica ao se trabalhar com este contetdo, sendo que as variaveis

descritas por Coulange (2000) podem ser uma ferramenta Util nesse processo.
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