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Resumo

Esse estudo apresenta um recorte de uma pesquisa de doutorado em desenvolvimento que tem
como principal objetivo propor uma alternativa pedagogica para o ensino das Integrais
Multiplas para estudantes de engenharia do ciclo basico, fundamentada na teoria Matemética
no Contexto das Ciéncias. A ideia é analisar o processo de ensino dessas integrais a partir da
construgdo de uma sequéncia de atividades que tem como principais elementos uma ferramenta
de trabalho interdisciplinar que, no referencial teérico adotado, recebe o nome de Eventos
Contextualizados (EC). Neste artigo, apresentamos parte de um dos EC que compora a nossa
sequéncia, construido a fim de aplicar as integrais duplas em uma situagdo que faz sentido
para o estudante de engenharia no contexto de sua formacéo na graduacéo e de sua formacao
profissional. O evento foi construido fundamentado por um problema de mecénica dos fluidos.
Atualmente, temos nos dedicado a construcéo da sequéncia e, esperamos que ela, por meio dos
EC, possa contribuir para um estudo mais significativo dessas integrais no contexto dos cursos
de Engenharia.

Palavras-chave Integrais Multiplas; Analise de Escoamento de Fluidos; A Matematica no
Contexto das Ciéncias.

Abstract

This work is an excerpt of doctoral research under development which have as primary
objective the purpose of a pedagogical alternative for Multiple Integrals teaching for Basic
Cycle Engineering students reasoned in the “Mathematics in Sciences Context” theory. The
objective is to analyze the teaching process of these Integrals by construction of an activities
sequence which essential factors are an interdisciplinary work instrument called
“Contextualized Events (CE)” in the theorical referencial adopted. In this article, it'’s presented
part of a CE that will compose the sequence, which was constructed for to apply Double
Integrals in a situation that make sense to Engineering students in graduation course and
professional development. The construction of this event was based on a fluid mechanics
problem. Currently, its dedicated to sequence construction and it’s expected this sequence via
CE can contribute to a more significant study of these Integrals in the Engineering courses
context.
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Introducéo

Esse artigo apresenta parte de uma pesquisa de doutorado em desenvolvimento em que,
visando tornar mais significativo o estudo das integrais multiplas para alunos de
Engenharia, propusemo-nos a construir uma sequéncia didatica composta por diferentes
Eventos Contextualizados (EC), que, no ambito do referencial teérico que temos
adotado, sdo problemas integrando disciplinas matematicas e ndo matematicas.
Pretendemos, com essa sequéncia, estender a ideia de integrais definidas de funcbes
reais de uma variavel real, para integrais duplas e triplas de fungdes reais de duas ou trés
variaveis, aplicadas a situacGes que vdo além do estudo de célculo de medidas de &reas
e volumes. Dessa forma, objetivamos que a sequéncia, por meio dos EC, possa

introduzir, desenvolver e formalizar todo o estudo dessas integrais.

Nesta perspectiva, adotamos, como referencial tedrico a Matematica no Contexto das
Ciéncias — MCC, da pesquisadora mexicana Patricia Camarena, quem vem subsidiar as
reflexdes para o ensino e aprendizagem de Matematica em cursos de graduacdo nos
quais essa disciplina esta a servico, com a principal preocupacao de vincular os estudos

entre as disciplinas matematicas e as ndo matematicas desses cursos.

Nesse artigo, 0 nosso principal objetivo é apresentar parte de um dos EC que
construimos para compor nossa sequéncia, com énfase na aplicacdo das integrais duplas
em uma situacdo que faz sentido para o estudante de engenharia no contexto de sua
formagdo na graduagdo e de sua formacdo profissional. O evento foi construido
fundamentado por um problema de mecéanica dos fluidos — a andlise diferencial do
escoamento de fluidos. um dos elementos que faz parte do EC, discutido nesse artigo, ¢ a HistOria do Evento
Contextualizado, visto em Camarena (2017, p.9) como um documento que contém,
entre outros, a descricdo do evento e sua funcdo, os conhecimentos matematicos que
serdo abordados por meio dele, entre outros. Apresentamos também, um pouco da

organizacao didatica do EC.
1 Aspectos da Matematica no contexto das Ciéncias — MCC

A MCC propde um sistema para 0s processos de ensino e aprendizagem constituido de
cinco fases: fase curricular, que visa a construcdo de um curriculo de Matematica por
meio do qual o estudante tenha acesso a essa ciéncia como ferramenta aplicada as
disciplinas especificas de seu curso e suas futuras a¢Ges socias e profissionalizantes;

fase didatica, que fundamenta a construcéo e a implementacdo dos EC; fase cognitiva
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que permite a construcdo de reflexdes a respeito da aprendizagem interdisciplinar; fase
epistemoldgica que evidencia a vinculacdo das ciéncias com a Matematica e vice-versa,;
e, finalmente, fase docente, em que sdo realizados estudos e atividades visando a
formacdo dos docentes dos cursos de graduacdo, com vistas a MCC. Para maiores

informacdes sobre essas fases consultar Camarena (2010, 2013).

Para essa artigo, nos concentramos na fase didatica, que compreende o Modelo Didatico
da Matematica em Contexto (MoDiMaCo), que fundamenta a construcdo dos EC e que
tem como principal objetivo “estimular a construgdo de conhecimento por parte do
graduando e o desenvolvimento de habilidades para vincula-lo as suas futuras areas de
atuagdo profissional” (LIMA; BIANCHINI; GOMES, 2018, p. 4). No MoDiMaCo, [...]
“os EC sdo a principal ferramenta de trabalho para o docente em sala de aula, sendo 0s
instrumentos capazes de permitir a constru¢do do conhecimento por parte do aluno e o
desenvolvimento de habilidades para a transferéncia do conhecimento matematico para

as areas sociais nas quais ¢ necessario.” (GOMES,2019, p. 2)

Dessa forma, as fontes de contexto para a busca e construcdo de um EC estabelecidas
em Camarena (2017, p.7-8), sdo: a ciéncia em estudo e sua vinculagdo com as
disciplinas do curso, com a atuacdo profissional dos estudantes ap6s sua formacao e

com as situacdes da vida cotidiana do estudante que mobilizam a matematica.

Fundamentados nessas fontes, conforme Camarena (2017, p.8), os EC podem ser
classificados em trés niveis cognitivos: nivel baixo, se foi elaborado a partir de
situacBes da vida cotidiana dos estudantes; nivel médio, se foi elaborado a partir de
aplicacdes da ciéncia cursada pelo estudante; nivel alto ou complexo, se foi elaborado a

partir de situacdes de contextos do trabalho profissional do estudante.

Dessa forma, considerando as fontes e niveis de complexidade dos EC, faz-se
necessario selecionar situacdes aplicadas a Engenharia, observando quais contetidos
matematicos podem ser explorados por meio dessas situagcdes e em quais disciplinas
matematicas esses conteddos estdo alocados; bem como em qual momento dessa
disciplina matematica esses conteudos serdo abordados, a fim de verificar se essas
situacBes poderdo compor um EC. Esse processo estd previsto pela etapa central da
Metodologia Dipcing, contida na fase curricular da MCC.

Isso posto, conforme proposto pela MCC, o proximo passo é o processo de construcéo

do EC pelo professor e a realizacdo da andlise a priori da situacdo de ensino, que resulta
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em um documento intitulado, em Camarena (2017, p.9), por Histéria do Evento
Contextualizado. Esse documento deve conter a descricdo do EC e sua funcdo, o0s
conhecimentos matematicos que serdo abordados por meio do EC, os conhecimentos
prévios requeridos em sua solucgdo, os conhecimentos do contexto presentes no evento,
as diferentes formas de resolucdo, os obstaculos que os estudantes podem enfrentar,
dentre outros, e serve como um guia para o professor durante o processo de construcédo
do evento, orientando suas acGes em sala de aula durante a aplicagdo do evento aos
estudantes, conforme previsto na fase didatica da Matematica em Contexto
(CAMARENA, 2002a).

As funcdes de um EC podem ser: realizar diagnosticos, motivar os estudantes, construir
conhecimento, fixar um conteudo estudado, dar andamento a um contetdo abordado ou

permitir a superagdo de obstaculos de aprendizagem, Camarena (2017, p.9).

E mister esclarecer que, conforme Camarena (2017), a funcdo do EC somente é
determinada apds a identificacdo, pelo docente, dos conhecimentos prévios que 0s
estudantes tém em suas estruturas cognitivas e se 0s estudantes serdo capazes de
estabelecer uma ponte entre esses conhecimentos e 0 novo conhecimento a ser
construido, proporcionando uma aprendizagem significativa, aqui entendida, conforme
fundamentada na Teoria das Aprendizagens Significativas (AUSUBEL, 1980) definida
em Moreira (2001), como a aprendizagem que acontece quando o estudante é capaz de
receber novas informacdes e racionalizar de forma a construir uma interagdo com o que

ja se sabe previamente e 0 que se acabou de conhecer.

O modelo MoDiMaCo em seus dois eixos norteadores, permite a contextualizacdo da
Matematica por meio de um trabalho interdisciplinar com etapas definidas que orientam
o trabalho dos docentes, e também, a sua descontextualizacdo dando-lhe o formalismo a
que a futura profissdo do aluno exige (CAMARENA, 2017, p.11).

Como citado anteriormente, o nosso principal objetivo nesse artigo é apresentar um dos
EC que compora a nossa sequéncia, o objetivo de aplicar as integrais duplas em uma
situacdo que faca sentido para o estudante de engenharia no contexto de sua formacéo

na graduacéo e de sua formacéo profissional.

O problema envolve, no contexto da Engenharia, entre outros conceitos, escoamento
laminar, escoamento estacionario, escoamento incompressivel e fluido newtoniano, para

0S quais, nesse artigo ndo € nosso objetivo trazer uma discussdo mais detalhada,
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embora, nas nossa proposta de estratégia de aplicacdo do problema, devem ser
considerados pois trazem implicacdes especificas para a solucdo interpretacao e solucao

do problema.

2 O Problema e uma possivel organizacdo didatica para o evento

construido a partir dele

O problema descreve o escoamento laminar, estacionario, incompressivel, de um fluido
newtoniano no interior de uma tubulagdo de seccdo cilindrica, para o qual é realizada,
do ponto de vista da Engenharia, uma andlise diferencial do escoamento desse fluido
nessa tubulagcdo por meio da solugdo exata do conjunto de equacOes diferenciais
formadas pela equacéo da continuidade incompressivel e pela da equac@o de Navier-
Stokes. Para mais informacgdes sobre essas equacgOes, consultar Cengel e Cimbala
(2015).

Quadro 1: Problema

Considere o escoamento laminar, estacionario, incompressivel, de um fluido
newtoniano em um tubo infinitamente longo de didametro D e raio R = D/2., para o qual,
desprezando o efeito da gravidade, é aplicado um gradiente constante de pressao na direcédo
de x empurrando o fluido através do tubo. O gradiente de pressdo, normalmente causado
por uma bomba ou gravidade, é dado por:

8P _ PB,—P

. = ___ = constante, 1)

em que x, e x, sd80 duas localizacOes arbitrarias ao longo do eixo x, e P, e P, sdo as
pressdes naquelas duas localizaces.

Adotando um sistema de coordenadas cilindricas modificado com x em lugar de =z
como componente axial, ou seja, (r.8,x) e (u,,ugu), deduza uma expressdo para o
campo de velocidade dentro do tubo para estimar a forga de cisalhamento viscoso por

unidade de area de superficie agindo na parede do tubo.

Fonte: Adaptado de Cengel e Cimbala (2015)

Durante a exploracdo e andlise do problema do ponto de vista da Matematica,
identificamos que nele é mobilizada, durante a resolucéo, uma quantidade significativa

de contelidos matematicos. Podemos citar: o sistema de coordenadas cilindricas, uma
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equacdo diferencial geral (aplicada na conservacdo de massa), a equacdo da
continuidade, o teorema do divergente (teorema de Gauss)® (aplicado a deducdo da
equacdo da continuidade), a equacao de Navier - Stokes, que € uma equacdo diferencial
parcial, ndo estaciondria, ndo linear de segunda ordem, as derivadas parciais totais e as
integrais duplas (no célculo da vazdo volumétrica através do tubo). Entretanto,
dependendo do publico-alvo para o qual o EC estd sendo construido, é possivel que o
professor tenha que simplifica-lo de forma a mobilizar contelldos matematicos que ja
sejam de conhecimento do estudante, além, é claro do contelddo que se deseja introduzir

a partir do evento.

Isso evidencia a oportunidade de os professores explorarem esse problema nesses
aspectos em suas aulas de disciplinas matematicas dos cursos de Engenharia, em
diferentes “tempos” do curriculo dos estudantes, Se propuserem uma organizagao

didatica adequada.

Com o objetivo de trabalhar com estudantes da disciplina Calculo Diferencial e Integral
I11 alocada no terceiro periodo e ministrada conjuntamente para diferentes habilitacdes
de Engenharia, propusemos uma organizacdo didatica para o problema visando
apresentar aos estudantes uma aplicagdo das as integrais duplas em uma situacdo que
faca sentido para o futuro engenheiro, tanto no contexto de sua formacéo na graduacao,
quanto de sua formacdo profissional. Neste artigo, apresentamos suscintamente a
historia do evento e organizacao didatica, enfatizando apenas um aspecto do problema:

o célculo da velocidade axial maxima no centro do tubo.

Na breve apresentacdo da histéria do EC pensada para esse artigo, destacamos 0s

seguintes elementos:

e A funcdo do evento: dar sentido as integrais multiplas no contexto da graduacao
do estudante de Engenharia e de sua atuacao profissional.

e Habilidades prévias esperadas durante a resolucdo do evento: célculo de
integrais de funcdes reais de duas ou mais variaveis.

e Conhecimentos matematicos envolvidos: sistema de coordenadas cilindricas,

equacdo diferencial geral, o teorema do divergente, equacdo diferencial parcial,

3 O teorema do divergente nos permite transformar uma equacio do volume do divergente de um vetor
em uma integral de area sobre superficie que define o volume. (CENGEL; CIMBALA, p. 439)
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ndo estaciondria, ndo linear de segunda ordem, as derivadas parciais totais e as
integrais duplas.

e Conhecimentos prévios de Matematica esperados do estudante: Conhecimentos
béasicos sobre célculo vetorial, retas, planos, conicas e quadricas e o sistema de
coordenadas polares.

e Conhecimento do contexto presentes no evento: equacdo da continuidade, a
equacdo de Navier — Stokes, conceitos béasicos de mecénica dos fluidos,
definicdo, classificacdo e propriedades dos escoamentos de fluidos interior de
tubulacdes cilindricas, definicdo e propriedades de um fluido newtoniano.

e Formas de resolucdo do evento: Durante a resolucdo do problema, hd um
momento em que sera necessario calcular a velocidade axial méxima que ocorre

no centro do tubo. Integrando atraves de toda a secdo transversal do tubo a

~ . Lo R* dFp
equacéo da velocidade maxima, dada por u = ——.— podemos encontrar

max 2y " dx

a vazdo volumétrica através do tubo.

m R 2r dP (R . mR* dP
L’=J J ur drdf = ——.—J- (r2 —R¥)rdr=———.—
g=pJr=0 4p dx J.—p 8u dx

Como a vazdo volumétrica ¥ € também igual a velocidade axial média multiplicada pela

area da segdo transversal, determinamos, a velocidade axial média dividindo-se a vasdo

TR¥ rdp
o . v (_E}{E} R i
volumetrica pela area, V,, = =— = — g due, para o escoamento laminar

completamente desenvolvido em tubo, é igual exatamente a metade da velocidade axial

maxima.

e Obstaculos de aprendizagem: falta de conhecimentos prévios; desinteresse pela
atividade, dificuldade em trabalhar em equipes.

e Recursos tecnoldgicos: O Ambiente Virtual de Aprendizagem — AVA -
Plataforma CANVAS (plataforma disponivel na instituicdo pesquisada).

3 A organizacdo didatica do EC

Na organizacao curricular das disciplinas do ciclo basico da Engenharias Integradas, na
instituicdo em que essa pesquisa estd sendo desenvolvida, a disciplina de Calculo
Diferencial e Integral 111 € ministrada no terceiro periodo e € nessa disciplina que as

funcdes de vérias variaveis sdo discutidas. A disciplina de Mecénica dos Fluidos,
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contexto em que esta inserido o problema que originou esse EC, s6 é ministrada no
quarto periodo, ou seja, os estudantes ndo terdo o dominio dos conhecimentos
especificos envolvidos necessarios a sua resolucdao. Dessa forma, consideramos como
uma primeira etapa nessa organizacgdo didatica, a proposic¢do de um trabalho fora de sala
de aula, por meio virtual com o uso do AVA — Ambiente Virtual de Aprendizagem,
Canvas, em que os alunos serdo convidados a realizar atividades com o uso da
metodologia ativa sala de aula invertida, conforme visto em (Bacich, e Moran, 2018) a
fim de obter tais conhecimentos. Esse trabalho sera realizado em conjunto com
professores da area especifica. Sera criada, no AVA, uma sala de aula com textos
informativos, videoaulas, tarefas, foruns de discussdo e tematicos, bem como com um
“caminho de aprendizagem”, baseado no processo de ensino por trilhas de
aprendizagem para que os estudantes possam construir o embasamento especifico

necessario.

Para a etapa seguinte, presencial em sala de aula, conforme visto em (Camarena, 2017),
0s estudantes serdo organizados em grupos de trés, cada um com a sua funcéo
especifica, para iniciar o trabalho de resolugdo do problema, que serd mediado pelo
professor induzindo os alunos a uma atitude investigativa, provocando discussoes que
levem os integrantes dos grupos a conjecturar como a velocidade axial média do fluido
em questdo pode ser calculada, como podemos relacionar essa velocidade axial média
com a area da secdo transversal do tudo, qual a relacdo dessa velocidade com a vazao
volumétrica, como podemos calcular essa vazdo volumétrica, quais as ferramentas
matematicas necessarias a esses calculos, qual a interpretacdo geométrica dessa vazao
dentro do tubo. Para esse momento esperamos que o0s estudantes utilizem de lapis e

papel para suas anotacoes.

Na proxima etapa, também realizada em sala de aula, o professor pode propor as
equipes a resolucdo do problema, e, caso os estudantes apresentem dificuldade, o

professor pode realizar intervencdes, auxiliando-os na resolucao.

Para a etapa final o professor pode propor aos alunos, atividades descontextualizadas a

fim de formalizar o assunto abordado.
Consideracges Finais

Desde que ingressamos no doutorado, visando tornar mais significativo o estudo das

integrais multiplas para alunos de engenharia, nos propusemos a construir uma
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sequéncia de EC, capaz de estender a ideia de integrais definidas para integrais duplas e
triplas de funcdes de duas ou trés variaveis, aplicadas a situacdes que vdo além do
estudo de célculo de medidas de areas e volumes, fundamentados nos pressupostos
tedricos da MCC.

Por meio desse artigo apresentamos parte de um dos EC que compordo nossa sequéncia
de atividades, o que aponta para um resultado positivo de nossos estudos, quanto a

possibilidade de tornar significativo o estudo das integrais multiplas.

Atualmente, temos nos dedicado a construcdo da sequéncia e, esperamos que ela, por
meio dos EC possa contribuir para um estudo mais significativo dessas integrais no

contexto dos cursos de engenharia.
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