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Resumo

O artigo em questdo apresenta de modo inicial as reflexdes, que constituirdo nossa tese
de doutorado, sobre os recursos utilizados nas metodologias de pesquisa em Educagdo
Matematica. As questdes que levantamos relacionam-se a pertinéncia da agregacao de
métodos quantitativos aos métodos considerados qualitativos por meio da
complementaridade definida por Bohr. Com esse prop0sito nos apoiaremos em
principios defendidos por alguns tedricos, como Bayes, Gillies, Kuhn, Lakatos e
Popper. O universo da pesquisa em Educacdo Matematica é caracterizado por uma
acentuada heterogeneidade, entendemos que é por meio da légica dos conjuntos difusos
e da analise empirica bayesiana que poderemos quantificar esses fenbmenos
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Abstract

The article presents the reflections of the initial mode, which will provide our doctoral
thesis, on the resources used in research methodologies in mathematics education. The
issues raised relate to the relevance of the aggregation of quantitative methods to
qualitative methods considered by the complementarity defined by Bohr. For this
purpose we rely on principles advocated by some theorists, such as Bayes, Gillies,
Kuhn, Lakatos and Popper. The research in mathematics education is characterized by
a marked heterogeneity, we believe it is through the logic of fuzzy sets and empirical
Bayesian analysis that can quantify these phenomena.
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Introducéo

Inicialmente destacamos que algumas &reas de conhecimento privilegiam o uso de
metodologias quantitativas em suas pesquisas de conjuntos difusos, e que outras como
aquelas ligadas as Ciéncias Humanas, como a Educacdo Matematica, por exemplo, tém
ultimamente privilegiado o uso de metodologias qualitativas para analisar conjuntos
difusos. Conjuntos difusos sdo aqueles cujas fronteiras sdo ténues e quase
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imperceptiveis. No &mbito da teoria de conjuntos difusos, temos o conceito de parti¢do
difusa, o qual permite relativizar a heterogeneidade individual, posicionar cada
individuo em fungdo de sua distancia a uma estrutura de perfis e por meio de um
mecanismo de compensacao, isto é, uma maior pertenca a um dos perfis implica menor
pertenca aos outros (SULEMAN, 2009). E fato, no entanto, que cada vez mais vem
sendo discutida a necessidade do uso de métodos mistos computacionais, possivelmente
pelo avanco da complexidade dos conjuntos difusos a serem investigados, e pela

exigéncia do rigor nas pesquisas.

A investigacdo com vistas a elaboracdo de nossa tese de doutorado tem por pressuposto
que é importante, na pesquisa em Educacdo Matematica, a agregacdo de métodos
quantitativos aos métodos considerados qualitativos por meio da complementaridade, e
tomara por foco os recursos de conjuntos difusos e da estatistica bayesiana. Quando
entramos em contato com escritos de Gelman (2010) e a sua equagéo:
Popper+Kuhn+Lakatos = Bayes; comecou a ser delineada uma base filoséfica cientifica
do nosso trabalho. O que chamamos de base filosofica cientifica é um processo
epistemoldgico de aproximagdo do discurso filosofico para demonstrar a racionalidade
da agregacdo de métodos quantitativos ao métodos qualitativos na Educagdo
Matematica, em particular. Ou ainda, estamos interessados ndo s6 no aspecto
substantivo do modelo bayesiano com também no aspecto metodoldgico. Com esses
propdsitos nos apoiaremos em principios defendidos por alguns tedricos sobre o tema,
como Spagnolo, Bayes, Gillies, Kuhn, Lakatos e Popper. Por exemplo, Popper afirma
que a observagdo é sempre seletiva, requer um objeto determinado, uma tarefa definida,
um interesse, um ponto de vista, um problema. Afirma, também, que os objetos podem
ser classificados, tornados semelhantes e dessemelhantes, relacionados de acordo com
as necessidades e os interesses tedricos do problema a investigar, das conjecturas e
antecipag0es e das teorias aceitas como pano de fundo, do seu quadro de referéncias, do

seu horizonte de expectativas.

A tradicdo da atitude cientifica é necessariamente critica porque quando se transmite
teorias, também, se transmite a atitude critica em relacdo a elas. A atitude livre de
discussdo das teorias tem como objetivo descobrir seus pontos fracos no sentido de
aperfeicoa-las, e esses pontos s6 podem ser buscados nas consequéncias logicas

derivadas das teorias. O método de ensaio e erro ou da conjectura e refutagdo é um
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procedimento racional da tarefa de testar as teorias. Para Spagnolo (2005) numa
perspectiva semidtica a analise do conhecimento disciplinar permite a gestdo de
contedos em relacdo as dificuldades e equivocos de comunicacdo do referido
contetdo. Essa posi¢do ndo é muito original no que diz respeito as Ciéncias Humanas,
porém representa uma verdadeira inovacgdo para as disciplinas técnicas e das Ciéncias da
Natureza. Esse pesquisador considera que a gestdo de conteddos, na Educacdo

Matematica, € representada pela Teoria das Situacfes Didaticas.

1. Probabilidade: métodos bayesianos e ldgica difusa

A agregacdo dos Métodos Estatisticos Bayesianos e a Ldgica Difusa (Fuzzy) aos
métodos qualitativos trazem a pesquisa em Educagdo Matematica possibilidade de
transferéncia de experiéncias bem sucedidas em outras areas. Nao obstante, € necessaria
uma profunda reflexd@o tedrica a fim de que o uso desses modelos possa resultar em
beneficio. E necessario um estudo amplo que considere as diversas abordagens

estatisticas, para poder obter resultados confiaveis.

Pesquisa em Didatica coloca essa disciplina como um objetivo paradigmético em
relacdo a outros paradigmas de pesquisa em Ciéncias da Educacdo na qual séo usados o
paradigma da disciplina, objeto da analise, e 0 paradigma das ciéncias experimentais.
Pesquisa em Didatica pode ser considerada uma espécie de Epistemologia
Experimental. A fundamental ferramenta € a anélise a priori de uma situagdo didatica,
que significa a analise das representacdes epistemologicas, historico-epistemologicas e
das expectativas comportamentais. (SPAGNOLO, 2005, p.2-3).

Segundo Spagnolo (2005), uma pesquisa didatica nos leva a coletar informagdes
elementares, que, em geral, revelam o comportamento de um aluno em uma situacéo.
Dessa forma os dados estatisticos sdo constituidos por aluno, situacdo e
comportamento, refere-se as diferencas do uso estatisticos pelo professor e pelo
pesquisador. Para ele o professor tem que tomar muitas decisdes e de forma répida de
modo a poder corrigi-las caso as mesmas nao sejam adequadas. Considera também que
professor ndo pode esperar resultado do tratamento estatistico de todas as suas
perguntas. O pesquisador, segundo Spagnolo, segue um processo inverso, pois deve
procurar entender que hipoteses correspondem as questdes que interessam; que dados
devem ser coletados;quais 0s tratamentos devem ser utilizados e quais sdo as

conclusodes.
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O que Popper propde é que testemos nossas teorias para que possamos aprender com
nossos erros e conhecer melhor 0s nossos objetos de estudo e considera, também, que
nGs como cientistas, ndo procuramos teorias altamente provaveis, mas sim explicacdes.
Popper prop6s, também, tratar o problema da inducdo em termos de probabilidade.
Podemos considerar t como uma teoria, e como uma experiéncia e podemos propor uma
probabilidade condicional P(t,e) ou P(t/e), a probabilidade de t dado e. Temos assim, a
idealizacdo de um célculo de probabilidade que determina a probabilidade de uma teoria
t relativamente a uma prova empirica e. Entdo, o valor de P(t,e) aumentar4d com a
acumulacdo de provas corroborantes. Popper afirma que esta forma de tratar o problema
como uma probabilidade condicional esta errada porque ha diferenca, segundo ele, entre
probabilidade e grau de corroboracgdo, isto €, o grau de corroboracdo nédo satisfaz os

axiomas do célculo de probabilidades.

Para aplicar probabilidade no problema de indug&o, precisamos definir probabilidade,
ou melhor, interpretar probabilidade. As interpretacdes diferentes e significados de
probabilidade tém grande importancia na aplicacdo operacional no problema de inducéo
e, desta maneira, Popper (2006 e 1993) sumariza as interpretacdes de probabilidade em
dois conjuntos disjuntos: Teorias Objetivas e Teorias Subjetivas. As Teorias Objetivas
de Probabilidade sdo definidas como verdades correspondentes com os fatos,
freqliéncias relativas, propensdo, inerentes a situacdo e estatisticamente testavel. As
Teorias Subjetivas estabelecem o grau de crenca racional baseado em todo nosso

conhecimento.

As aplicacBes operacionais das Teorias Objetivas estdo associadas a Estatistica Classica
enquanto as Teorias Subjetivas tém aplicacBes operacionais nos Métodos Estatisticos
Bayesianos. (PAULINO, 2003). A Estatistica Classica é caracterizada, no ambito, das
Ciéncias Sociais como um procedimento expresso por férmulas matematicas e dados
observados, isto €, uma colecdo de ferramentas misteriosas. A analise estatistica,
presente nos manuais utilizados por profissionais das areas humanas, fica limitada ao
teste de hipoOteses de Neyman-Pearson por meio de tabelas de distribuicdo de
probabilidades ou de algum programa estatistico que calcula o p-valor de Fischer, com
um Unico objetivo de verificar se 0s dados confirmam ou ndo a uma particular hipotese
teorica, previamente definida. Em Utsumi ET AL (2007) é apresentada e analisada a

consisténcia metodoldgica do uso do teste de hipotese de Neyman-Pearson e do p-valor
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de Fischer nos vérios trabalhos de pesquisa em Educacdo Matematica de abordagem
quantitativa apresentados no GT19-ANPED, no periodo de 1998 a 2004.

Métodos Estatisticos Bayesianos sdo fundamentados no Teorema de Bayes que revisa as
estimativas de probabilidade inicias. Segundo, Lakatos (1999, p.99), o Método
Bayesiano é revolucionario. As revisdes de probabilidades iniciais, produzidas pelo
Teorema de Bayes, seguem, implicitamente, os critérios metodologicos de revisdo de
Thomas Kuhn (1962). Portanto, os Métodos Estatisticos Bayesianos preservam aspectos
de falseacionismo sofisticado ou metodoldgico, segundo Popper e Lakatos, e revisao de
probabilidades, segundo Bayes e Kunh. Os problemas encontrados, no @mbito das
Ciéncias Humanas, e em particular na Educacdo Matematica, sdo de natureza
interdisciplinar, portanto adequados aos Métodos Bayesianos, cada vez mais utilizados
nas solucbes de problemas com tais caracterizacdes possibilitando, assim, responder a
questdo de relevancia cientifica nas analises, como proposto por Popper, e ndo tornar a

analise estatistica somente uma cole¢do de ferramentas.

Por outro lado, de uma for mais ampla a sumarizacédo de Popper, Gillies afirma que ha
quatro principais correntes de interpretacfes de probabilidades que sdo as seguintes:
Teoria LOgica, Teoria Subjetiva, Teoria Frequencial, Teoria da Propensdo e Teoria
Intersubjetiva. A Teoria Intersubjetiva, definida por Gillies, é uma interagdo social do
grupo seguindo o ponto de vista de Kuhn (1962), isto €, um alto grau de consenso numa
particular comunidade de pesquisadores que apresentam uma estimativa de
probabilidade. A Teoria Intersubjetiva, também, soluciona o problema da
incomensurabilidade com estad definido em Mendonga e Videira (2007), conceito
fundamental da teoria de Kuhn, por meio da estimativa da probabilidade intersubjetiva.
A Teoria Intersubjetiva e as outras interpretacbes apresentadas, para ter validade
computacional, necessitam  atender aos axiomas de Kolmogorov. Para tanto
consideremos: S um espacgo amostral, conjunto de todos os resultados possiveis de um
experimento, A e B eventos de S ou subconjuntos de S, e P(A) a probabilidade de
ocorrer o evento A. Entdo valem:a) 0 < P(A) <1, para todo evento A de S. b) P(Q) =0,
onde @ representa o evento impossivel. ¢) P(S) = 1. d) P(AU B) = P(A) + P(B) para A
N B =0. O Teorema de Bayes ou Regra de Bayes de probabilidade condicional do

parametro da a informacdo dos dados, também, atende aos axiomas de Kolmogorov.

A Teoria Frequencial de Probabilidade atende aos axiomas de Kolomogorov que, como

ja foi observado, esta teoria é o suporte da Estatistica Classica. No ambito do
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pensamento popperiano a Estatistica Classica é vista como um método cientifico de
testabilidade de contetdo empirico. A Estatistica Classica é usada para analisar dados
ndo difusos ou rigidos. Na Educacdo Matematica os dados observados em pesquisas e
as variaveis investigadas pertencem a conjuntos difusos, assim sendo pressupomos que
a Estatistica Bayesiana, que tem fundamentos na Teoria Subjetiva de Probabilidade e
também atende aos axiomas de Kolomogorov, deve ser uma metodologia mais

adequada para analisar tais conjuntos.

A Teoria dos Conjuntos difusos, ou fuzzy, é uma ramificacdo da teoria classica dos
conjuntos. Abar (2010) afirma que o conceito difuso, ou fuzzy, pode ser entendido
como uma situacdo onde ndo podemos responder simplesmente "Sim" ou "N&o".
Mesmo conhecendo as informacgfes necessarias sobre a situacao, dizer algo entre "sim"
e "ndo" como, por exemplo, "talvez", "quase", torna-se mais apropriado. Natureza é
indiferente aos esforgcos em modelar matematicamente seus processos e que é possivel a
um operador humano, manejar variaveis de entrada neste processo sem compreender a
matematica envolvida. Desta forma, a Ldgica Classica que perpassa toda a Matematica
é um obstaculo epistemologico, como esté definido em Igliori (2008), para modelagem
matematica da natureza. No &mbito da Educacdo Matemaética, Bassanez (2004) define,
a Modelagem Matematica como uma atitude de se pensar e fazer matematica por meio
de um enfoque cognitivo, também, ¢ um método cientifico que tem como objetivo
melhorar o entendimento da realidade. Para viabilizar de forma mais eficiente uma
modelagem matematica da natureza, necessitamos de uma perspectiva da
complementaridade, definida por Bohr (1995), da Teoria dos Conjuntos difusos e da

Légica Classica presente na Matematica.

Os conjuntos difusos sdo conjuntos cujos elementos tém graus de associativismo. Nos
conjuntos ndo difusos a relacdo de pertinéncia de elementos a um conjunto € binaria,
isto €, o elemento pertence ou ndo ao conjunto, enquanto gque na teoria de conjuntos
difusos ha uma avaliacdo gradual da pertinéncia do elemento ao conjunto. A Logica de
Conjunto Difuso, ou simplesmente Ldgica Difusa, tem como objetivo representar o
pensamento humano, ou seja, uma representacdo mais aproximada, ou melhor, ligar a
linguistica e a inteligéncia humana, porque muitos conceitos sdo melhores definidos

por palavras ou com Zadeh (1995) definiu, variaveis linguisticas.

Esse exemplo apresenta uma caracteristica fundamental dos conjuntos difusos que é a
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ndo definicdo clara do limite do conjunto, ou de outra maneira, um conjunto difuso

apresenta limites incertos.

A partir da nocdo de conjunto, Zadeh(1965,1968) vai estender o conceito de
probabilidade para um evento difuso (fuzzy). Ele diz que nas experiéncias do dia a dia
com frequéncia encontram-se situagdes para as quais um “evento” é antes difuso do que
um conjunto de pontos bem delimitados. E exemplifica com os eventos em que ha
imprecisdo nos significados das palavras e, portanto difusos: “E um dia quente” “x é
aproximadamente igual a 57, “em vinte jogadas de uma moeda h4 mais caras que
coroas” (ZADEH, 1968, p.421). Para Zadeh a extensdo dos conceitos de evento e
probabilidade para os conjuntos difusos alarga o campo de aplicagbes da teoria das

probabilidades.

Para definir probabilidade de eventos difusos Zadeh vai considerar, por simplicidade, o

espaco amostral QQ como um subespaco do espaco Euclidiano 12",

Assim sendo, o espago de probabilidades € definido como a terna (R", %, P) onde ¥ é
uma o- algebra de Borel em R, e P uma medida de probabilidade sobre R". Indicando-
se um ponto de R" por X, A um elemento de ¥, e observando que pa a funcao
caracteristica de A (Ua(X) = 0 ou 1), isto &, x é plenamente incluido ou membro rigido de
um conjunto difuso. A funcdo caracteristica é generalizada por meio do conceito de
conjuntos difusos. Como Zadeh (1968, p. 422) determinou, 0 conjunto A em R" é
definido por uma fungdo caracteristica j.4 : R — [0, 1] a qual associa para cada X em
R"™ seu “grau de pertinéncia” de ;.4, em A. Entdo, a probabilidade de A pode ser

expressa como:
P(A) = / dP
A
Ou equivalentemente para um evento difuso de A
P(A) =/ palz)dP = E(py)

Sendo £'(/:4)a esperanca de /t.4.

A compexidade, a incerteza e a imprecisdo podem estar presente no mesmo problema de
pesquisa em Educacdo Matematica, para Zadeh(1995), a solucdo desse problema é usar
a probabilidade em conjunto com a ldgica difusa de forma complementar, porque a
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teoria da probabilidade, por si s6 ndo é suficiente para lidar com a complexidade, a
incerteza e a imprecisdo da pesquisa na Educacdo Matematica, para melhorar sua
eficacia, a teoria da probabilidade precisa de uma infusdo de conceitos e técnicas
provenientes da logica difusa (fuzzy), principalente da complexidade do conceito de

variavel linguistica.

2. A complementaridade

Na perspectiva da complementaridade, conforme Bohr (1995), a natureza humana é
dotada de duas imagens, assim como a onda e a particula sdo consideradas como
aspectos complementares da matéria. Essa complementaridade é interpretada por Otte
(2003), no ambito da Educacdo Matematica, pela relacdo intensional e extensional dos
conceitos, em um duplo sentido, que se reajustam reciprocamente e que se integram
para capturar os aspectos essenciais do desenvolvimento cognitivo e epistemoldgico dos

conceitos matematicos.

A complementaridade estd presente, também, na combinacdo linear da funcdo de
probabilidade com a respectiva intensidade de pertinéncia possibilitando a uma
modelagem matematica da natureza com mais eficiéncia, e também tratar dos
fendmenos da Educacdo Matematica, cujo universo da pesquisa é caracterizado por uma
acentuada heterogeneidade, razdo pela qual, faz sentido uma particdo difusa desse
universo, em que cada dado, informacéao ou individuo pode ser membro parcial de mais
de um subconjunto (SULEMAN, 2009).

A funcéo intensidade de pertinéncia, ou de associativismo, mencionada no paragrafo
anterior € uma funcdo que assume valores no intervalo [0;1], que indica o grau de
pertinéncia. Essa funcdo ndo é uma funcdo de probabilidade, representa sim, uma
medida matematica da proporcdo da intensidade de pertinéncia. Por outro lado,
probabilidade de pertinéncia é diferente da funcdo associativismo, porque mede 0 grau
de incerteza de tal pertinéncia. Como afirma Ragin (2000) a ideia basica por trés da
I6gica fuzzy € a de permitir o dimensionamento dos escores de adesdo, e isto permite
parcial ou difusa adesdo. Um escore 1 de adesdo indica a plena adesdo de um elemento
a um conjunto; proximo de 1 (por exemplo, 0,8 ou 0,9) indica a associagdo forte, mas
parcial a um conjunto; inferior a 0,5 (por exemplo, 0,2 e 0,3) indica que os elementos
sdo mais "fora" do que “"em' um conjunto; um escore zero indica uma ndo associa¢ao ao

conjunto. Assim, a ldgica fuzzy combina avaliacdo qualitativa e quantitativa: 1 e 0 sdo
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atribuicbes qualitativas ("plenamente”e "totalmente fora", respectivamente); valores

entre 0 e 1 (ndo inclusivo) indicam graus de adeséo, avalia¢cdes quantitativas.

Consideracoes finais

A equacdo de Gelman (2010) (Popper+Kuhn+Lakatos = Bayes), 0s agumentos Otte,
serdo elementos fundamentais para o desenvolvimento de nossa  teses. A
complementaridade, a ldgica dos conjuntos difusos e a analise empirica bayesiana
contribuirdo para a defesa da tese de que agregar aspectos quantitativos aos métodos
qualitativos otimizam a analise dos fendbmenos ou problemas reais da Educacdo
Matematica, problemas caracterizados por representacdes epistemolégicas, historico-

epistemoldgica e comportamentais.
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